Т1118  18  а  (11§ка1  сору  о^  а  Ьоок  Ша!  \уа8  рге8егуе(1  ^ог  §епега11оп8  оп  ИЬгагу  811е1уе8  Ье^оге  к  \уа8  саге^иПу  8саппе(1  Ьу  Соо§1е  а8  раП  о^  а  рго]ес1 
1о  таке  Ше  \уог1(1'8  Ьоок8  (118С0УегаЫе  опИпе. 

И  11а8  8игу1уе(1  \ощ  епои^И  ^ог  Ше  соруп^Ы  1о  ехр1ге  апё  Ше  Ьоок  1о  еп1ег  Ше  риЬИс  с1ота1п.  А  риЬИс  ёотахп  Ьоок  18  опе  Ша!  \уа8  пеуег  8иЬ]ес1 
1о  соруп^Ы  ог  \у1108е  1е§а1  соруп^Ы  1егт  11а8  ехркеё.  \У11е111ег  а  Ьоок  18  1п  Ше  риЬИс  (1ота1п  тау  уагу  соиШгу  1о  соиШгу.  РиЬИс  ёоташ  Ьоок8 
аге  оиг  §а1е\уау8  1о  Ше  ра81,  герге8еп11п§  а  хуеаИЬ  о^  Ы81огу,  сикиге  апё  кпо\у1е(1§е  111а1'8  ойеп  сИШсиИ  1о  (118С0Уег. 

Магк8,  по1а11оп8  апё  оШег  таг§1паИа  рге8еп1  1п  Ше  оп§1па1  уо1ите  \у111  арреаг  1п  11118  Й1е  -  а  гет1п(1ег  о^  11118  Ьоок' 8  1ощ  ]оигпеу  ^гот  Ше 
риЬИ811ег  1о  а  ИЬгагу  апё  йпаИу  1о  уои. 

118а§е  §ш(1еПпе8 

Соо§1е  18  ргоиё  1о  раПпег  \у11И  ИЬгапе8  1о  (И^Шхе  риЬИс  (1ота1п  та1епа18  апё  таке  1Иет  \у1(1е1у  ассе881Ые.  РиЬИс  (1ота1п  Ьоок8  Ье1оп§  1о  1Ие 
риЬИс  апё  \уе  аге  теге1у  1Ие1г  си81осИап8.  Кеуег1Ие1е88, 1Ы8  \уогк  18  ехреп81уе,  80  1п  огёег  1о  кеер  ргоу1сИп§  1Ы8  ге8оигсе,  \уе  Иауе  1акеп  81ер8  1о 
ргеуеШ  аЬи8е  Ьу  соттегс1а1  рагИе8, 1пс1исИп§  р1ас1п§  1есИп1са1  ге81псИоп8  оп  аи1ота1е(1  ^ие^у^п§. 

\\^е  а180  а8к  1Иа1  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а1  ше  о/^ке^1е5  \Уе  йсзщпЫ  Соо§1е  Воок  8еагсИ  ^ог  и8е  Ьу  шсИу1(1иа18,  апё  \уе  ^е^ие8^  1Иа1  уои  и8е  1Ие8е  Й1е8  ^ог 
рег80па1,  поп-соттегс1а1  ригро8е8. 

+  Ке/гат/гот  аШотШес!  диегут§  Во  по1  8еп(1  аи1ота1е(1  ^ие^^е8  о^  апу  80г1 1о  Соо§1е'8  8у81ет:  И  уои  аге  сопёисип^  ге8еагсИ  оп  тасЫпе 
1гап81а11оп,  орИса!  сИагас1ег  гесо^пШоп  ог  о1Иег  агеа8  \уИеге  ассе88  1о  а  1аг§е  атоиШ  о^  1ех1 18  Ие1рШ,  р1еа8е  соп1ас1  и8.  \Уе  епсоига^е  1Ие 
и8е  о^риЬИс  с1ота1п  та1епа18  ^ог  1Ие8е  ригро8е8  апс1  тау  Ье  аЫе  1о  Ие1р. 

+  МатШт  аПпЪийоп  ТИе  Соо§1е  "\уа1егтагк"  уои  8ее  оп  еасИ  Й1е  18  е88епИа1  ^ог  1п^огт1п§  реор1е  аЬои!  1Ы8  рго]ес1  апё  Ие1р1п§  1Иет  йпё 
аёсИИопа!  та1епа18  1Игои§И  Соо§1е  Воок  8еагсИ.  Р1еа8е  ёо  по1  гетоуе  к. 

+  Кеер  и  1е§а1  ДУИа1еуег  уоиг  и8е,  гететЬег  1Иа1  уои  аге  ге8роп81Ые  ^ог  еп8ипп§  1Иа1  \уИа1  уои  аге  с1о1п§  18  1е§а1.  Во  по1  а88ите  1Иа1  ]и81 
Ьесаи8е  \уе  ЬеИеуе  а  Ьоок  18  1п  1Ие  риЬИс  (1ота1п  ^ог  и8ег8  1п  1Ие  Ипкес!  81а1е8, 1Иа1 1Ие  \уогк  18  а180  1п  1Ие  риЬИс  (1ота1п  ^ог  и8ег8  1п  оШег 
соип1пе8.  \УИе1Иег  а  Ьоок  18  811И  1п  соруп^Ы  уапе8  ^гот  соиШгу  1о  соиШгу,  апё  \уе  сапЧ  о^^ег  §и1(1апсе  оп  \уИе1Иег  апу  8рес1йс  и8е  о^ 
апу  8рес1йс  Ьоок  18  аИо\уе(1.  Р1еа8е  ёо  по1  а88ите  1Иа1  а  Ьоок'8  арреагапсе  1п  Соо§1е  Воок  ЗеагсИ  теап8  к  сап  Ье  и8е(1 1п  апу  таппег 
апу\уИеге  1п  1Ие  хуогШ.  Соруп^Ы  1пМп§етеШ  ИаЫИ1у  сап  Ье  ^и^^е  8еуеге. 

АЬои1  Соо§1е  Воок  8еагсЬ 

Соо§1е'8  т1881оп  18  1о  ог§ап12е  1Ие  \уог1(1'8  1п^огта11оп  апё  1о  таке  к  ип1уег8аИу  ассе881Ые  апё  и8е^и1.  Соо§1е  Воок  8еагсИ  Ие1р8  геа(1ег8 
сИ8С0Уег  1Ие  \уог1(1'8  Ьоок8  \уЫ1е  Ие1р1п§  аи1Иог8  апс1  риЬИ8Иег8  геасИ  пе\у  аи(Иепсе8.  Уои  сап  8еагсИ  Шгои^И  1Ие  ^иИ  1ех1  о^  1Ы8  Ьоок  оп  1Ие  \уеЬ 


адЬ^^р : //Ьоокз . доод1е . сот/ 


Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  полках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 
компании  Соо§1е  в  рамках  проекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прогало  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  прав  на  эту  книгу  истек,  и  она  перешла  в  свободный 
доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  поданы  авторские  права  или  срок  действия  авторских  прав 
истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осугцествляется  по-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 
это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  такж:е  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  этом  файле  сохранятся  все  пометки,  примечания  и  другие  записи,  сугцествуюгцие  в  оригинальном  издании,  как  напоминание 
о  том  долгом  пути,  который  книга  прошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использовапия 

Компания  Соо§1е  гордится  тем,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  перевести  книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  иринадлеж:ат  обгцеству,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  предприняли  некоторые  действия,  иредотврагцаюгцие  коммерческое  использование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 

Мы  такясе  просим  Вас  о  следуюгцем. 

•  Не  используйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  пользователей,  поэтому  используйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Не  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматические  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  машинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  большому  количеству  текста  моясет 
оказаться  полезным,  свяясптесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каясдом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  позволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  помогает  им  найти 
дополнительные  материалы  при  помогцп  программы  Поиск  книг  Ооо§1е.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  используйте,  не  забудьте  проверить  законность  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  перешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
использовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
поэтому  нет  единых  правил,  иозволяюгцих  определить,  моясно  ли  в  определенном  случае  использовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  моясно  использовать  как  угодно  и  где  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  прав  моясет  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Соо§1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Программа  Поиск  книг  Соо§1е  помогает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 


Полнотекстовый  поиск  по  этой  книге  моясно  выполнить  на  странице  ]1"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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ОСНОВАН1Я 


ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ  МЕШИКЙ. 


„В1е  Гогте!  ИеГег!....  Ше  ешГасЬв1в  ппс1 
ргИ^пап^ев^о  ВевсЬгеШип^  (1е8  Ветге^пп^вУог- 
^ап^ггев:  аизаегЛет  181  81е  &18  ОшпсИа^е  (1ег 
лухгкИсЬеп  питепзсЬеп  Ап8гесЬпип^  ипеп!^- 
ЪеЬгИсЬ.  ^V^^  хоегйеп  пиг  гег1апдеп,  вавв  ипвеге 
КеппЫв  (1ег  МесЬапгк  пгсЫаиС  (Не  ЪЪгте1  ЬавгеН 
^8^^  зопИегп  йава  итдекеЬН  (Не  апаХуНасНе  Еогти- 
Иегипд  Ыв  1е(г1е  Копве^иепе  айв  Ыпет  дгйпсШеНеп 
1'егв1ап(1тв  (1ег  тесЬапгвсНеп  УегкаИтвве  гоп  ве1Ш 
хит   УогвеНсгп  котт^^^^. 

Ге11х  К1о111. 


ПРЕДИСЛОВ1Е. 


При  составленш  этой  книги  им']^лось  въ  виду  дать  такое  ]^10же- 
н1е2теоретической  механики,  которое,  опираясь  лишь  на  основный 
св^&д']^н1я  изъ  матенатическаго  анализа  и  его  приложенШ  къ  геометр1и, 
позволяло  бы  читателю  возможно  скоро  поел*  начатаго  имъ  из}'Т1етя 
основныхъ  отд'Ьловъ  высшей  математики  знакомиться  съ  теоретиче- 
скою механикою  и  прим1^няемыми  въ  ней  методами  изсл1Ьдовашя. 
Этимъ  обусловливаются  и  принятые  въ  этой  книге  способъ  и  поря- 
докъ  изложен1я,  при  которыхъ,  въ  особенности  въ  кинематике  и  въ 
статик'Ё,  геометрическ1я  соображен1я,  въ  возможно  элементарной  форжЬ, 
предшествуюгь  общей  аналитической  метод*.  Такой  путь  оправды- 
вается также  и  уб'Ьжденгемъ  составителя  книги,  что  механика  им*еть 
своею  ближайшею  ц*лью,  какъ  выразился  Кирхгоффъ,  описывать 
происходящ1Я  въ  природ*  движен1я;  поэтому  изучен1е  ея  должно 
прежде  всего  опираться  на  геометр1ю.  Это  конечно  нисколько  не  уизг 
ляетъ  той  роли,  которую  играетъ  въ  механик*  теор1Я  дифферен- 
щальныхъ  уравнен1й;  но  основанныя  на  ней  аналитически  методы 
могутъ  быть  оц*нены  и  являются  плодотворными  только  для  такихъ 
читателей,  которые  уже  ознакомились  съ  одной  стороны  съ  основа- 
нгяльи  теоретической  механики,  а  съ  др>той  стороны  достаточно 
освоились  съ  теор1ей  дифференщальныхъ  уравнен1й  и  методами  ихъ 
интегрирован1я,  чего  нельзя  предполагать  относительно  лицъ,  лип1ь 
начинающихъ  знакомиться  съ  высшимъ  анализомъ.  Выяснять-же 
аналитическимъ  путемъ  основния  механически  понятгя  вообще  не 
соотв*тствуегь  с>ти  д*ла,  и  въ  этомъ  отношенш  нельзя  не  согла- 
ситься съ  Феликсомъ  Клейномъ,  слова  котораго  поставлены  эпигра- 
фомъ  въ  настоящей  книг*  *). 


*)  Переводы  „Формула.  .  .  даетъ  простЬпшее  п  отчетливейшее  опнсан1е 
происходящаго  движен1а;  кроягЬ  того  она  необходима  каш»  основан1е  для  д^й- 
ствительныхъ,  численныхъ  выпислен1и.  Но  мы  поставимъ  требовап1е,  чтобы 
наше  знан1е  механики  основывалось  не  на  формуле,  а  наоборотъ,  чтобы  ана- 
литическая формулировка  сама  собою  являлась  какъ  конечный  выводъ  изъ 
основательнаго  пониман1я  механпческихъ  соотношешн".  У,  КШп  \\.  А.  >от- 
тег/еЫ.  ТТеЬег  Ше  ТЬеопе  Лев  Кгехве!».  1897. 
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ВоИгупапп.  Уойезип^еп  иЬег  (11е  Ргшсхре  йег  МесЬапхк. 

Вшг.  Соигз  йе  тёсап1дие  е!  тасЬшез. 

1ЬЪе18оп,  Ап  е1етеп1агу  !;геа118е  оп  1;Ье  ша^Ьетаиса!  Леогу  о^  рег^'есиу 
е1а811с  зоМз. 

Шгскко/'/'.  Уог1е8ип§;еп  йЬег  1па!;Ьета08сЬе  РЬузхк.  МесЬашк. 

К1егп  шгЛ  ВоттефЫ,  ПеЬег  (11е  ТЬеог1е  йез  Кгехзек. 
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ВоиНк.  А  ^геайзе  оп  з^аНсз. 
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I.  Предиетъ  механики.    .^1«'ханика,  занимаясь  изсл'^доваюемъ   такихъ 
ямснШ    ирироди,    которыя   обнаруживаются   въ   вид*  движенгя,  входить 
составною    частью   въ   область   фнзипеских1>   знан1й.    Отсюда  можно  уже 
ввд'Ьть,   что   въ   основан1и    механики,   какъ  и  всякой  другой  физической 
науки,  лежитъ   наблюдете   и   опытъ.   Когда  какое-либо  гкло  поставлено 
въ  онред'Ьлеиныя  физическ1я  услов1я,  то  или  оно  ирнходить  въ  двнжен1е 
или  бывшее  уже  у  него  движеше  видоизмЬняется,  причемъ  оно,  въ  част- 
ности,   можетъ  п  прекратиться.  По  свойству   челов1»ческаго  ума  всякому 
явлению  подыскивать  причину,  мы  припнсываемъ  возниЕновен1е,  исчезно- 
вение или  изм1шен1е  движен1я  тоже  нЬкоторымъ  прнчинамъ,  которыя  на- 
зываемъ   въ  этомъ  случае   с  и  лани*  Наблюден1е  и  опытъ  показываютъ. 
что   различныя   гЬла,   ооставленныя  въ  одннаковыя   фнзнчесшя  условШ, 
совершаютъ   различный   движен1я,    а   съ  другой    стороны,  одно  и  то-же 
гкло,    поставленное   въ    различный   фнзичоск1Я   условЫ,  получаетъ  тоже 
разлп'шыя  движения.  Отсюда  явдяетсл  вопросъ:  какая  связь  существует!» 
между    свойствами  тЬла,  его  движенгемъ  и  физическими  причинами — си- 
лами,  обусловливающими   это   движен1е.    По  жЬрЬ  развит1я  физическигь 
знанШ»  щ)ямымъ  и  косвениымъ  путемъ  уб'Ьждались,  что  эти  зависимости 
опред'Ьленныя,  т.  е.  движеше  подчиняетсд  опред-иеннымъ  законамъ. 
Основная  задача  механики  и  заключается  въ  томъ,  чтобы:  I )  установить 
эти   законы  на  основан1и  наблюденхй  и  опытовъ.  2)  найти  средств;г  для 
выражен  1я  этихъ  за};оновъ  въ  такой  форгЬ,  чтобы  можно  было  ими  по» 
зоваться    въ  различиыхъ   случаяхъ,  3)  иримЪнять  эти  законы  къ 
довашю    нетолько   яаблюдаемыхъ   движен]й    но    и   такихъ,  кот 
не   наблюдались   или   даже    не   могуть    быть   наблюдаемы,    но 
должны   произойти  при  дЪйств1Н  данныхъ  еилъ.  или,  наобороть, 
лять  гЬ  силы,  которыя  вызва-1и  наблюденное  движение  или  снос 
звать   заданное  движен1е.  Отсюда  мы  видимъ,  что  механика  р« 
на  дв-Ь  части:  1)  на  наблюдательную  и  опытную  и  2)  и 
ческу ю,    носящую   дедуктивный   характеръ.   Первая   част^ 
различные  отдЬлы  эксперимента^^ьноЙ  физики,  практическс 
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^ггчнкпн  иъ  (Лжасгь  ирактичвс']юй  механики.  Предметъ  нашего  изтченш. 
1<^ор<,1ич(^:кая  иехаяииа.  шшь  оиирается  на  на^иодешя  и  опыты,  пред- 
иолаг^тиа  уже  известными,  и  строить  свое  здаше  на  т^хъ  основныхъ 
Ш)Л<^7И^*шяхъ,  принципахъ,  1ит>рые  отсюда  выте1:аютъ  "пряюпгь  ялн 
какштныыъ  образоиъ,  согласуясь  возхохно  бохЬе  со  всЬмн  наблюдаемыми 
ннл**тяшн  движ<;н1я. 

Ьлижайшая  задача  теоретической  механики  заключается  въ  устано- 
влен1и  вм1^;кающих1*  гясюда  за1:оновъ  движен1я  и  въ  изучеши  средствъ, 
при  помоихи  К'яорыхъ  можно  оыло-бы  пользоваться  этими  законами  дхя 
0И1)ед1>леи1Я  и  и:5<;л1;домн1я  движенШ  въ  различныхъ  случаяхъ. 

Главное  вниман1е  должно  быть  при  этомъ  обращено  не  на  конеч- 
ные 1и.*зультаты  изсл1;дован1я,  а  на  гЬ  методы,  которьшн  могутъ  быть 
получаемы  как1е-либо  р^^зультаты  въ  данной  области  изсл^дован1я. 

II.  Основные  отд'клы  теоретмчеекой  нехаммни.  На  как1е  главные  от- 
делы 110Дразд1;ля'ггся  тео1нлическая  механика.  -  это  само  собою  вытекагть 
наг  Д21Инаго  ей  011ред1и1ен1я. 

1 )  Чтобм  им'кть  возможнос1Ъ  изучать  и  применять  законы  различныхъ 
двнжеи1й,  мы  должны  П1м;жде  вс^^го  ум1>ть  выражать  эти  законы  матема- 
'гич(*ски,  незанисимо  огь  того,  ка1:1я  физическая  причины  обусловливаютъ 
дииж<'н1<'  Н'ь  д'1>йспипч^1ьности.  Движ(^и1е  опрсд^^ляется  посл-Ьдовательнымъ, 
Н(Ч1р(*рывпмм'ь  и:ш'Ьиен1(*мъ  м1>ста,  занимаемаго  гЬломъ  въ  пространстве; 
11о:кго11у,  чтобы  пыр^икать  движенхе  математически,  нужно  прежде  всего 
найги  гк  элементы,  которыш!  определяется  положен  1е  гЬла  въ  про- 
страиг/пгЬ.  Изм'Ьпсмпемъ  этих1>  элементовъ  характеризуется  изм1>нете 
нторо  положен! л,  т.  е.  дииженЬч  Наука  о  движен1и,  поскольку  она  не 
кжжтсм  фнзиче(!ких'1>  причинъ,  лронзнодящихъ  движен1е,  называется 
кинематикой)  и  носи1п>,  какъ  мы  нидимъ,  чисто  геометрическШ  ха- 
рактер!.. 

:1)  <1ч1:и1чегк1я  причины  днижеи1Я,  силы,  тоже  должны  быть  выражаемы 
магемитичес.кими  »л(^м(^нтами.  При  »томъ  силы  могутъ  быть  весьма  раз- 
личи;1гп  фииическап»  ироисхожден1Я  и  въ  то-же  время  обусловливать  дви- 
Ж1Ч1!е  гого-лсе  рода;  глкимъ  обрагюмъ  явлжтся  вопросъ  о  зам1>ненш 
п^и1.\1.  СИЛ!,  другими,  имъ  :»книшиентпыми.  Этоп»  вопросъ  сводится  на 
иопрог'ь  о  р;и1И(МгКг1и,  так'ь  как'ь  именно  въ  случа1>  равнов11С1Я,  т.  е. 
1ч01  ча  11»1!гпме  (ыиой  гислч^мы  силъ  уничтожается  д'Ьйств1емъ  другой  си- 
пгмм,  1|11.1)|е1Ч'и  Н(К1можноогь  сряпнивать  сисп^мы  силъ  между  собою.  От- 
11.11.  мгчаипки.  илучанн1ий  вопросы  объ  ;)к  ни  валентности  системъ  силъ  и 
.»  р;пишн1.си!,  иалыпаегся  статикою.  И  атотъ  отдЬлъ  механики  носить 
11рс11мм111М'гшчто  пч>мстрич1Ч'к1П  характеръ,  гакъ  какъ  силы  изображаются 
искгорамп,  и  л;цама  сгагпки  сноипся  гланнымъ  образомъ  къ  различнымъ 
лр«'1м>ра.?1Ч1а1пи>п.  агич ь  гсомегричсскихь  ;исмен1Ч)въ. 

.'»)  Лиатс  кпнсмагики  и  статики  дасгь  воаможность  выражать  и  изу- 
мам»    5а1И1симост   мс;к1\'    \ии;ксн1смь    и    обусло1иивающими    его    силами 
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и, — конечная  и:Ьлъ  всей  теоретической  механики, — заранЬе  011ред1»дять 
то  движете,  которое  должно  произойти,  когда  тЬло  Оудетъ  иостаалено  въ 
данный  услов1Я.  Этотъ  отдЬлъ  механики  посип,  назван1е  динамики. 
Статика  и  динамика,  вмЬсгк  взятыя,  объединяются  иногда  ггодъ  общимъ 
назван1емъ  кинетики.  Такъ  какъ  зависимости  между  злрментами.  опре- 
Д'Ьля1гяцнми  движенЁЭ,  и  элементами,  оиредЬляющими  силы,  дифферен- 
ща.1ьныя,  то,  какъ  это  будегь  выяснено  въ  своемъ  мкг^  матенатиче- 
СЕая  сторона  дннанифи  сводится  къ  изучен1Ю  и  интегрированш  днффе- 
реигиальныхъ  уравнеа1й. 

III.  Идеальныя  т%ла«  Еслибы  мы  стали  всЬ  вопросы  механики  изучать 
въ  прим1ш^'п1и  къ  т'Ьмъ  гктмъ,  которыя  встречаются  въ  нрнродё  въ 
д-Ьйствитодьности,  то  мы  натодкнулись-бы  на  непреодолимыя  трудности, 
Физ11пес1пя  свойства  вс'Ьхъ  гЬлъ  весьма  сложны  и  разнообразны,  и  да- 
леко не  всегда  поддаются  математической  формулировке;  поэтому,  для 
облегчен1я  азучее1я  механики  и  для  возможности  достигнуть  въ  ней  ка- 
кихъ-либо  оиредЬленныхъ  результатовъ,  приходится,  въ  особенности  вна- 
ча.тЬ,  не  обращать  внимшия  на  мног1я  свойства  гЬлъ,  не  играющ1Я  су- 
ществеяаой  роди  но  отнош1'Н1ю  къ  обн1имъ  законамъ  движен»я,  и  такимъ 
образомъ  действительный  гЬла  заменять  воображаемыми,  идеальными. 
Чемъ  меньшее  число  физическихъ  свойствъ  будетъ  приниматься  во  вня- 
ман1е  ври  И5учен1и  механики,  тЬмъ  легче  будегь  решать  ея  вопросы. 
Правда,  полученные  при  атомъ  результаты  будутъ  отличаться  въ  большей 
или  меньшей  стецени  отъ  результатовч*,  выражаюпшхъдействительныяявле- 
Н1я,  но  зато  они  будутъ  открывать  единственно  возможный  путь  для  прибли- 
неи1я  къ  истнннымъ  результатамъ.  Приближен (е-же  это  будетъ  основы- 
ваться на  томъ,  что  буде'п.  приниматься  во  вниман1е  все  большее  и 
большее  число  физическихч*  свойствъ  гЬла,  на  которыя  первоначально  не 
обращалось  вниман1Я. 

Такими  идеальными  гЬлами  являются  прежде  всего  гЬла  абсолютна 
твердый,  т*  е.  ташя,  которыхъ  размеры  и  форма  нисколько  ие  изме- 
няются при  действ1и  какихъ-либо  силъ.  Результаты,  полученные  для  га- 
кихъ  телъ  въ  теоретической  механике,  будутъ  иметь  практическое  зна* 
чеше  для  движен1я  и  такихъ  телъ,  изм^Ьняемость  которыхъ  достаточно 
мала,  чтобы  можно  было  ею  пренебрегать.  Если-же,  по  услов1ямъ  во- 
проса, нельзя  этого  сделать,  то  вводится  возможно  простая  гипотеза  отно- 
сительно законовъ  изменяемости  гк^а  въ  зависимости  отъ  д'Ьйствуюишзгь 
на  него  силъ;  напр,,  оно  нредполагается  идеально  упругимъ.  А  ре- 
гатг^,  1;оторые  при  томъ  получаются,  прнмЬняются  уже  съ  большею 
1и  меньшею  точностью  къ  дЬйствительнымъ,  изменяемымъ  гЬламъ, 
'Супруги мъ  до  некоторой  степени,  если  ихъ  изменяемость  не  выхо- 
ЛИП|  изъ  пред11ловъ  упругости. 

Другого  рода  идеальным  гЬла  разсматриванп^ся  въ  механик'Ъ  жндког 
Какъ-бы  жидкость   ни   была  подвижна,  всегда  существуетъ  сц1^плен1< 

1* 
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вообще  взаимод'Ьбствк'  нежду  ея  частицами  или  также  треше  съ  ткЕами. 
который  съ  нею  соприкасаются.  Если  этихъ  обстоятельствъ  не  принимать 
во  внимате.  то  ны  приходимъ  къ  понят1ю  объ  идеальной  жидкости. 
Найденные  для  нея  законы  движен1я  или  равнов^с1я  будутъ  ирпложимы 
къ  д-Ьйствительной  жидкости  съ  н'Ькоторымъ  при6лижен1емъ,  если  ата 
посл-Ьдняя  обладаетъ  достаточною,  въ  практическомъ  смысл*,  подвиж- 
ностью. 

IV.  Отношен1е  теоретической  иеханини  къ  иеханик^  прнкдадной.  Идеа^ш- 
защя  гЬла.  движете  котораго  разсматривается,  представляетъ  одно  изъ 
существенныгь  отличШ  теоретической  механики  отъ  практической,  въ 
которой  р'Ьшаются  вопросы  о  применимости  результатовъ  теорети- 
ческой  механики  къ  тЬламъ  действительно  существующимъ,  служащизгь 
для  какихъ-либо  механическпхъ  сооружен1й.  Такимъ  образомъ  одною  изъ 
важнейшихъ  задачъ  практической  механики  яв.1яется  изучеше  отличая 
д'Ьйствительныхъ  те.1ъ  отъ  идеальныхъ  по  отношенш  къ  услов1ямъ  дви- 
жения и  равнов-Ъсхн.  Понятно  поэтому,  что  изучен1е  вопросовъ  практиче- 
ской механики  немыслимо  безъ  знан1я  механики  теоретической. 

V.  Порядокъ  ■зложеи1Я.  Хотя  и  настоящее  сочинен1е  слагается  изъ 
упомянутыхъ  выше  трехъ  отд+,ловъ, — кинематики,  статики  и  динамики, — 
но,  по  соображешямъ  педагогнческаго  характера,  это  подразд*лен1е  не 
проводится  въ  полной  последовательности,  а  именно,  каждый  изъ  трехъ 
отд-Ьловъ  встречается  въ  несколькихъ  местахъ  книги,  въ  применеши  къ 
идеальнымъ  гЬламъ  различнаго  рода,  какъ  это  можно  видеть  подробнЬе 
изъ  ог.1ав.тен1я. 


ОТДЪЛЪ  ПЕРВЫЙ 
Кинематика  точки  и  твердаго  т'Ьла. 


I 


ГЛАВ  А     1. 

Конечныя  перем-ЬщенТя.  Векторы.  Аналитичееше 
элементы  движешя, 

Нежзм^няемое  т^до  ж  опред'Ёлбте  его  положета 

и  двиасешя. 

1,  Абсолютное  и  относительное  положен1е  т1ла.  Чтобы  судить  о  дви- 
жении кцкого-жбо  тЬла,  нужно  д.1я  всякаго  момента  времени  знать  его 
подожеше  относительно  другихъ  тЬ-гь,  лоложеше  которыхъ  предполагается 
изв1эстнымъ.  Но  такъ  какъ  положен1е  этихъ  посл-Ьднихъ  гЬлъ  мы  можемъ 
знать  опять  только  по  отнон1ен1ю  къ  нЬкоторымъ  новымъ  т1ьламъ,  отно- 
сительно которыхъ  приходится  признать  то  а^е  самое,  то  мы  не  можемъ 
нпгд'Ь  остановиться  въ  окончательномъ.  абсолютно мъ  опред'Ьлеяш  по- 
ложен1я  гЬла  и  должны  принять,  что  такое  опредкхенге  невозможно. 
Итакъ»  возможно  только  определение  относительнаго  положен1я 
Т'Ьла.  Если  г1щъ  не  мен^е  говорится  объ  абсолютномъ  положен!»  гЬла 
въ  пространстве,  то  лишь  условно  предполагается,  что  известны  положе- 
ния тЬхъ  другнхъ  тЬлъ,  къ  которымъ  мы  относимъ  цодожен1е  даннаго  г1У1а* 

Мы  суднмъ  о  положении  даннап>  тЬла  5  относительно  другихъ  ткгь, 
в^,  5а,  ,  ,  .  ,  определяя  положеН1я  различныхъ  точекъ  перваго  т*да 
относительно  [1осл1;деихъ.  Для  опред!»лен1я-же  подожен1Я  точки,  нужно, 
какъ  известно,  ;5нать  три  числа,  называемый  ея  координашми.  Такими 
Числами  могутъ  быть  напр.  числа,  выражаюпш  разстояя1Я  тошси  Л/  тЬла 
5  отъ  трехъ  точекъ,  принадлеж<1щихъ  одному  или  н^сколькнмъ  иаъ  гЬлъ 
5р  5д  .  ,  .  и  не  лежаншхъ  на  одной  прямой,  или  Декартовы  коор- 
динаты точки  М  относительно  осей,  проведенныхъ  въ  одномъ  изъ  гЬлъ 
в  Я,.  Яд  ... ,  или  три  координаты  какого-либо  другого  рода. 

2.  Немзи-княемое  или  твердое  т%ло  и  число  точекъ,  опред^дяющихг 
его  нолошен1е.   Для  изучен1я  движеа1Я  какого-либо   гЬла   весьма   важно 

В   знать    наименьшее    число   точекъ,   положен1ями   которыхъ   можетъ  быть 
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оиред'Ьляезло  положеиге  всего  Ила,  Число  это  можетъ  быть  различно, 
смотря  ио  ге[>метр11ческнмъ  свойствамъ,  которыат  характеризуется  изме- 
няемость дан  наго  тЬла.  Въ  настоя  темъ  (}тд1;л1»  механики  мы  будемъ 
разсматрпвать  нск.1ючнтельно  неизм'Ьняемыя  н-ш  абсолютно  твер- 
дыя  т'Ьла,  т*  е,  та^оя.  у  поторыхъ  не  могуп^  пзмЬнятьс^  разстоякш 
между  всякиин  двумя  нхъ  точками.  Въ  нрнродЬ  такнхъ  г1м1ъ  не  суще- 
ствуегЕ|;  но  мног1я  тЬла,  обыкновенно  называемый  твердыми,  способны  лмть 
очень  мало  •изменяться,  сс.1и  они  не  подвергаются  такимъ  физнческнмъ 
услов1ямъ,  при  Еоторыхъ  ОНИ  могли-бы  разрушаться;  поэтому  результаты, 
получаемые  въ  теоретической  механике  для  идеально  твердыхъ  тЬлъ, 
могутъ  быть  применяемы  л  къ  многимъ  дЬйствительнымъ  гЬламъ, 

Положен  1е  твердаго  т'Ьла  известно,  если  извЬстны  ооло- 
жен1Я  трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной  прямой,  А 
именно^  лъ  твердом!»  тЬлЬ  разстоян1е  всякой  точ1;и  отъ  какнхъ-лнбо 
трехъ  выбранныхъ  пзм  Сняться  не  можетъ,  и  можетъ  поэтому  для  всякой 
точки  гЬла  считаться  извЬстнымъ;  такимъ  образомъ,  если  опредк1ено  по- 
ложен1е  трехъ  последвихъ  точекъ,  то  этим1,  определено  и  положение  вся- 
кой четвертой  точки  гЬла,  какъ  вершины  тетраэдра,  у  котораго  известны: 
ноложен1е  основания  и  длины  боковыхъ  реберъ. 

3,  Двишенш  и  время.  51ы  судимъ  о  днижен1и  тЬла,  сравнивая  между 
собою  рядъ  последов атедьяыхъ  его  положен1й  съ  11оложен1ями 
н'Ькоторыхъ  дртгихъ  гЬлъ.  Если  эти  тКла  условно  считаются  неподвиж- 
ными, то  движен1е  даннаго  тЬла  называется  абсолютнымъ,  въ  про- 
тивиомъ-же  случае — относительяымъ.  Сначала  мы  будемъ  имКть  въ 
виду  только  абсолютное  движеихе. 

Поставленное  выше  слово:  *  последовательный»  показываегк,  что  въ 
изученье  движенья  должеяъ  входить  элементь,  опред'Ьдяюпцй  зту  последо- 
вательность. Такимъ  алсментомъ  служить  время.  Не  вдаваясь  въ  ояре- 
делен1е  П0НЯТ1Я  о  времени  съ  философской  стороны,  отмЬтимъ  только, 
что  введенье  этого  элемента  въ  изученье  движенья  равносильно  тому, 
чтобы  сравнивать  данное  движенье  съ  нЬкоторымъ  опредЬленнымъ,  счи- 
таевшмъ  нами  изв1.стнь^мъ,  напр.  движен1емъ  стр-Ьлки  часовъ,  вравде- 
в1емъ  земли  около  ея  оси  и  т.  п. 

За  единицу  времени  въ  механике  принимается  обыкновенно  одна 
г  е  кун  да*  Моментъ  времени,  от1,  котораго  отсчитывается  число  секуядъ, 
мы  будемч»  называть  н  а  ч  а  л  ь  н  ы  м  ъ  м  о  м  е  н  т  о  м  ъ,  а  соотв  Ьтству  юпьее 
атому  момея1у  положенье  гЬла — начальнымъ  положен ьемъ.  Эти  ио- 
Ш1т1я  чисто  усдовныя:  вся1ай  моменп!  времени  и  всякое  соотвктствуьо^дее 
ему  положенье  гйла  могутт»  бьлть  принимаемы  за  начальные. 

Па  0СПОШШ1И  ска.занн;ьго  въ  §2,  можно  считать  движенье  твер- 

'даго    т*ла    изв'Ьстнымъ.    если    для    всякаго    момента  времени 

ВВМ'Ьстны    поюженья    трехъ    его   точекъ,    не    принадлежащпхъ 

одной   прямой   ЛИН1Н. 
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Векторы  ж  основный  геомвтричесвхя  д-бйств^я 
надъ  ними. 

4*  Три  рода  векторовъ.  ОгрЬзокъ  прямой  линш,  нм-Ьюпцй  определен- 
ную Д.1И11У  и  онредКлеииое  Н1игравлен1е,  называется  вектороиъ.  У 
вектора  различают!.  нат|ало  н  конецъ. 

Въ  .механик!;  приходится  различать  векторы  трехъ  родовъ: 

а)  векторы  определенные, 

Ь)  векторы  передвижные^, 

с)  векторы  переносные, 

Къ  векторамъ  перваго  рода  принадлежать  таше,  у  которыхъ  начало 
заннмаетъ  определенное  положен1е;  тогда,  зная  длину  вектора  и  его  на- 
правлеа1е,  мы  будемъ  знать  н  положеше  его  конца, 

ЕслИ;,  по  услов1ямъ  вопроса,  можно  передвигать  начало  вектора  по  пря- 
мой, на  которой  онъ  лежнтъ,  не  изменяя  его  длины,  то  вав^горъ  назы- 
вается передвижнымъ. 

Если,  по  услоВ1ямъ  вопроса,  можно  переноснть  начало  вектора  въ 
Еакую  угодно  точку  пространства,  не  изнЬняя  одвако-жб  ни  его  длины 
ни  его  направлешя,  то  векторъ  называется  оереносньпгь. 

5,  Геоиетрическое  равенство.  Два  вектора,  янЪющае  разныя  начала, 
но  равные  но  длив'Ь,  пархтлельные  и  одинаково  направленнЕле,  назы- 
ваются геометрически  равными.  Условпмсл  изображать  геометриче- 
ское равенство  двухъ  векторовъ  а  и  Ь  символомъ:  ^ 

'^=Т,  (1) 

т.  е.  употребляя  обыкновенный  знакъ  равенства,  но  ставя  надъ  буквами 
черту.  Очевидно,  что  при  изменена!  начала  передвижного  иди  перенос- 
наго  вектора  онъ  остается  геометрически  равнымъ  самому  сегЗ'Ь. 

6»  Геометрическое   слотеше.  Пусть  будуть  а  и  Ь  векторы,  геометри- 
чески   не   равные  (фиг.  1).  Проведемъ  изъ  произвольно  взятой  точки  О 
векторъ  ОЛ  =  а,  и  къ  концу  его  приложимъ  векторъ  АВ  ^=  Ь.  Векторъ 
ОВ  ^  й%  соединлюицй   начало   перваго  вектора 
съ  концомъ  второго,   называется  геометриче- 
скою суммою  данныхъ  векторовъ,  а  сд^>ланное 
построеше  —  геометрнческнмъ   сложен^емъ. 
Данные   векторы    называются  въ  этомъ  случае 
геометрическими  слагаемыми.   Геометриче- 
ское сложен1е  изображается  символомъ: 

7  =  а  ч-  гГ,  (2) 

Геометрическое  сложен1е  можно  распространить  на  какое  угодно  чнсю 
векторовъ.  Пусть  будуть  а,  &,  с,  А  слагаемые  векторы  (фиг.  2);  приклады- 
вая  одинъ   изъ  нихъ   къ  другому  посл^кдоватедьно,  ио,тучаемъ  ломанную 
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Фиг.  2. 


лин1ю  ОАВСВ,  а  соединяя  ея  начало  съ  концовгь,  получает»  векторъ 
02),  который  называется  геометрическою  суммою  вс1^хъ  данныхъ  векто- 
ровъ;  означая  его  черезъ  в,  будемъ  писать: 

$  =  а-^'Ь-+-с-л-й.  (3) 

Если   конецъ  посл4дняго  вектора  совпадаетъ  съ  началомъ  первого, 

такъ-что  векторы  составляютъ  замкнутую  ломанную  лин1ю,  то  ихъ 

геометрическая  сумма  равна  нулю. 

Обратно,  если  геометрическая  сумма 
равна  нулю,  то  слагаемые  векторы, 
будучи  приставлены  одинъ  къ  друго- 
му,   образуютъ    замкнутую    ломанную 

ЛИН1Ю. 

Геометрическое  сложеше  им4етъ  сл1дую- 
щее  свойство,  общее  съ  алгебраическимъ  сдо- 
жешемъ:  отъ  порядка  слагаемыхъ  гео- 
метрическая сумма  не  зависитъ.  Въ 
самомъ  д'Ьл'Ь,  если  въ  предыдущемъ  прим^р-Ь 
къ  концу  вектора  а  приложить  сначала  векторъ  с,  а  потомъ  къ  концу 
посл4дняго  векторъ  Ь,  то  мы  придемъ  къ  прежней  точк1>  С  и  получимъ 
поэтому  прежнее  положеше  конца  В  ломанной  лини1.  Но  известно,  что 
посл'Ъдовательной  перестановкой  смежныхъ  слагаемыхъ  можно  вс1^  сла- 
гаейыя  переставить  въ  какомъ  угодно  порядке. 

7.  Геонетрическое   вычитан1е.   Если    векторы  а  и  6  равны  и  парал- 
лельны, но  противуположно  направлены,  то 

а  -ь  Ь  =  0; 
вместо  этого  будемъ,   по   аналогш  съ  алге- 
браическими д'Ьйств1ями,  иногда  писать  такъ: 

Ь  =  —  а, 

и  отрицательный  знакъ  принимать  условно 
для  обозначения  перемЬны  направлешя  век- 
тора на  противуположное.  Это  зам'Ьчаше  при- 
водитъ  къ  понятш  о  геометрическомъ  вычитан1и.  Изъ  вектора  а  гео- 
метрически вычесть  векторъ  Ь  значить:  къ  концу  перваго  вектора  при- 
ложить своимъ  началомъ  векторъ  Ь\  равный  Ь,  но  противуположно  ему 
направленный  (фиг.  3).  Такъ  какъ 

У'  =  —  Ь, 
то  геометрическая  сумма 

5  =  «  -4-  Ь' 
можетъ  быть  такъ  написана: 

7=  а— У  (4) 


Фиг.  3. 
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I  8.  ф.  4. 


Фя1%  4. 


и   называется    въ    дтомъ   случа'Ь  геометрическою  разностью  некто* 
ровъ  а  н  Ь, 

Изъ  чертежа  видно,  что  а  можно  разсматривать  какъ  геометрическую 
сумму  изг  5  н  Ь,  т.  е. 

Сравнивая  эту  формулу  съ  (4),  мы  виднмъ,  что  къ  геометрическимъ 
д'Ьйств1ямъ  можно  приложить  изъ  алгебры  правило  для 
переноса  членовъ  изъ  одной  части  равенства  въ  другую. 
Геоме1фическая  сумма  двухъ  векторовъ  можегь  быть 
разсматриваема  какъ  д1агональ  параллелограмма,  пост- 
роенйаго  на  этихъ  векторахъ  (фиг.  4);  тогда  каждая 
изъ  двухъ  его  непара,1лельныхъ  сторонъ  есть  геометрическая  разность 
между  его  д1огональв1  и  лругош  стороною. 

8.  Геометрнчесное  разлажен1е.  ЗамЬнеше  данваго  вектора  несколькими 

другими,   геометрическая   сумма   которыхъ  геометрически  равна  данному 
вектору,  называется  геометрическимъ  разложен  1емъ. 

Такъ  какъ  можно  построить  гЗезчнслеание  множество  ломанныхъ  ли- 
нШ,  им^ющихъ  то-же  нача^ю  и  тотъ-же  кояецъ,  какъ  и  данный  векторъ, 
то  геометрическое  разложен1е  представляется  вообще  говоря  задачею 
неопределенною,  пока  не  даны  д.1я  геометрическнхъ  слагаемыхъ  нЪ- 
которыя  добавочный  услов1я.  Эти  условш  могуп>  касаться  или  напра- 
влен1Й  геометричеекихъ  слагаемыхъ  или  ихъ  величинъ  или  и  того  и 
другого  вм'ЬсгЬ.  Нисколько  относящихся  сюда  наибол'Ье  важвыхъслучаевъ 
указаны  въ  задачахг. 

3.  1.  Когда  разложеы1е  данваго  вектора  на  два  слагаемыхъ,  для  которыхъ 
заданы  направлевхя,  непозможно,  в  когда  ояо  неопределенно?  Он.  Невозиожно^ 
когда  Н11правлев1я  всЬхъ  трехъ  векторовъ  не  параллельны  одной  н  той-ше 
плоскости,  цеопредЬленпо,  когда  всЬ  трп  папраолешя  между  собою  парад* 
лельны. 

3«  2,  Показать,  что  если  одинъ  изъ  слагаемыхъ  векторовъ  данъ  по  пели^ 
чин-Ь  и  по  напр  аил  еахю,  то  другой  слагаемый  векторъ  вполне  опред-Ьдяется. 

3.  3.  Показать,  что  если  одагаъ  изъ  слагаемыхъ  векторовъ  ааданъ  только 
по  направлению,  а  другой  слагаемый  веш'оръ  только  по  веш1чвя1ь^  то  риадо* 
я{ем1е  даетъ  два  р4швн1я, 

3.  4*  Показать,  что  разложен1е  вектора  па  три  слагаемыхъ  впоян^^  опре- 
Д'Ьленное,  если  даны  направления  послЪднпхъ,  приюмъ  не  параллельны» 
одной  и  той'Ягв  плоскости, 

3.  5,  Показать,  что  ееди  даны:  напраплен1е  одного  сл&гаемаго  и  плос- 
кость, въ  которой  долженъ  лежать  другой  слагаемый  векторъ,  то  разаоже- 
п1в  вполне  определенное. 

3.  6.  Указать  рааныя  услоа1я^  при  которыхъ  разлошен1е  вектора  на  тра 
слагаемыхъ  возможно  и  определенно, 

3.  7*  Указать  раэллчныя  усдоя1я,  при  которыхъ  разложев1е  вектора  на 
четыре  слагаемыхъ  становится  ооределенвынъ. 
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9.  Проекщя  геонетрнческой  сунмы.  Теорема.  Проекц1я  геометриче- 
ской суммы  на  какую-нибудь  ось  равна  алгебраической  сумм'Ь 
проекд1й  на  эту  ось  ея  геометрическихъ  слагаемыхъ.  Это  пред- 
ставляетъ  только  другую  форму  теоремы,  предполагаемой  известною,  что 
проекщя  ломанной  лиши  на  какую-нибудь  ось  равна  алгебраической 
сумм-Ь  проекщй  на  эту  ось  ея  сторонъ. 

Сл'Ьдствге.  Проекщя  геометрической  разности  равна  алгебраической 
разности  проекщй  геометрическихъ  уменьшаемаго  и  вычитаемаяго. 

10.  Геометрическое  умножен1е.  Аналог1я  между  геометрическими  и 
алгебраическими  д'Ьйств1ями  можетъ  быть  распространена  и  на  умноже- 
ше  и  д'Ьлете.  Остановимся  лишь  на  первомъ  изъ  этихъ  д'Ьйствзй,  кото- 
рое дальше  будетъ  им4ть  приложеше.  Геометрическимъ  произведе- 
Н1емъ  двухъ  векторовъ  называется  произведен1е  изъ  чиселъ^  измЬряю- 
щихъ  длины  этихъ  векторовъ,  и  косинуса  угла  меаду  ихъ  направлешями. 
Мы  будемъ  писать: 

аЬ=а.  Ь.  С08  {а,Ь).  (5) 

Геометрическое  произведете  совпадаетъ  съ  обыкновеннымъ  произведе- 
шемъ,  если  векторы,  его  опред'Ьляюпце,  одинаково  направлены.  Полная 
аналопя  однакоже  отсутствуетъ,  такъ  какъ  геометрическое  произведете 
можетъ  равняться  нулю,  когда  ни  одинъ  изъ  множителей  на  равенъ  нулю; 
а  именно,  когда  векторы  взаимно  перпендикулярны. 

Аналог1я  распространяется  однакоже  на  геометрическое  произведенхе 
двухъ  геометрическихъ  суммъ.  Докажемъ,  что  если 

8  =  а  ч-  6  ч-  с 

то 


88' 

= 

аа' 

-+- 

Ьа' 

-\-са' 

Н- 

-н 

аЬ' 

-н- 

ЬЬ' 

н- 

еЬ' 

-+- 

н-  ас' 

-н 

Ьс' 

-4- 

^ 

-ь 

(6) 

Д'Ьйствнтельно,  по  свойству  геометрической  суммы  (§  9): 

5    С08   (88')  =  а  С08    {08')  Н-  Ь   С08   (Ъ8')  -Л-  С   С08   (С8')  Н-  .  .  .  . 

Умножнвъ  об'Ь  части  на  б',  им'Ьемъ: 

55'  =  аз'  Ч-  6б'  -Ь-  С8'  ч-  .  .  .  .  (7) 

Этимъ  доказано  правило  умножен1я  многочлена  на  одноч.1енъ.  Прилагая 
1Т0  к'ь  1{ажд()му  пзъ  членовъ  второй  части  равенства  (7),  находимъ: 
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§  12,  ф.  7, 


а$*  ^  иа'  -ь  а6'  -+-  ас' 


а  цодставляя  въ  формулу  (7),  иолучаемъ  формулу  (6). 

11.  Геометрическое  д%лен1е.  Это  понят1*з  можетъ  быть  установлено 
аналогично  съ  понят11'мъ  ооъ  а.1г*м1ранчсском1,  д1лен1П.  Разделить  гео- 
метрически векторъ  Ь  на  пекторъ  а  значить:  найти  такой  элемеять  ^, 
чтобы  Д'кштель,  на  него  умноженный,  да.1ъ  делимое;  сл1доватедьно 

Ь  :^  да, 

Итакъ  элементъ  д  ореобразонываеп*  вектор!»  а  въ  другой  векторъ,  Ь, 
им1даний  другую  величину  п  другое  наиравдеи1е.  Д1|йств1е,  опред1.ляемое 
элементомъ  ^,  составное;  оно  слагается  изъ  четыре хъ  элементарных!»: 
нужно  указать  наира)иен1е  плоскости,  въ  которой  производится  вращея1е 
вектора  а;  это  наиравлен1е  опред^^ляетсн  двумя  независимыми  углами; 
дал'к%  нужно  знать  уголъ  вр;ице111я  нектора  а  н  отиотен1е  между  дли- 
нами векторовъ  Ь  и  а.  Элеменп.  *|  былъ  введенъ  въ  геометрш  Гамил- 
тономъ  (НатШон)  въ  первой  половин!.  19  столЬт1я  и  названъ  имъ 
1:ватерн1ономъ.  На  этомъ  понятш  мы  не  будемъ  далЬе  останавли- 
ваться, такъ  какъ  оно  въ  напсемъ  курс'Ь  не  будетъ  имЬть  прнложенШ. 

Перамфщемш  точки. 

12.  Элементу  движе111я.  Пусть  будуп»  Ж  и  Л/'  два  положешя  дви- 
гающейся   точки,  соотв1»тству»">иия  моментамъ  времемн  (  и  1\  Условимся 

1-называть  векторъ  313Г  перем'Ьщен1омъ  точки,  соотв'Ьтствующимъ 
промежутку  времени  /' — (  *).  Онъ  не  даетъ  цондт]я  о  томъ,  какъ  соверша- 
дось  движение  т.  зтоп.  иромежутокъ  времени,  но  можегъ  изображать  это  дви- 
жея1е,  если  нас1»  ингересую'п.  только  начальное  и  конечное  цоложен1я  точки. 
Еслм  разсматрпвать  только  гак1я  движеи1я,  которыя  могутъ  происходить  въ 
природ'Ь,  то  относительно  вектора  ЗПГ  мы  долишы  принимать,  что  для  без- 
конечно-малаго  промежутка  времени  /' — (  онъ  тоже  безконечно  малъ; 
иотому-что  никакая  частица  гЬла  не  можетъ  въ  безконечно-малий  про- 
межутокъ  времени  совершить  скачекъ  на  конечное  разстояв1е*  Мы  усло- 
вимся говорить,  что  двшкен1е  совершается  непрерывно. 

Для  посгЬдовательныхъ  безконечно-близкихъ  моментовъ  времени  по- 
лучится рядъ  безконечно-близко  расположенныхъ  точекъ;  лин1Я,  которая 
ими  опредЬляется,  называется  траектор1ею  точки.  Д.1ина  дуги  траек- 


^)  Впосл'Ьдствш  вамъ  придется  иногда  прямодлве&вые  отр-Ьана  ММ'  заме- 
нять крииолпвеЙыыыи  п  тоже  называть  нхъ  пере>с4щев111М11;  тогда  з/то  будетъ 
каждый  рпзъ  отмечаться  особо. 
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тор1и  мещу  двумя  ея  точками,  опред'&шющими  положен1Я  двигающейся 
точки  въ  два  данныхъ  момента  времени,  ^^  и  /,  оиред'Ьляетъ  величину 
пути,  пройденнаго  точкою  въ  промежутокъ  времени  ( — (^. 

Траектор1я,  время  и  длина  пути  являются  основными  элементами  при 
изученш  движешя  точки. 

13.  Длина  пути.  Въ  случа'Ь  прямолинейнаго  движешя  понят1е  о 
длин*  пройденнаго  пути  не  требуетъ  особеннаго  опред'Ьлетя.  Условив- 
шись эту  длину  отсчитывать  отъ  некоторой  постоянной  точки  А  и  счи- 
тать ее  положительною  въ  одномъ  направлеши  и  отрицательною  въ  на- 
правленш  противуположномъ,  и  означая  черезъ  5  разстоян1е  АМ,  гд4  М 
положен!^  двигающейся  точки  въ  моментъ  (,  можемъ  написать: 

8  =  Г(()  (8) 

Эту  функщю,  при  непрерывности  движешя,  нужно  предполагать  непре- 
рывною, остающеюся  конечною  при  конечнмхъ  значешяхъ  ( и  однозначною. 
Если  движеше  криволинейное,  то  поняйе  о  длин-Ь  пути  требуетъ 
бол'Ье  точнаго  опред'Ьлетя,  какъ  вообще  понятхе  о  длин-Ь  кривой  лиши. 
Мы  не  будемъ  на  немъ  подробно  останавливаться,  потому-что  оно  вполне 
выясняется  въ  приложен1яхъ  анализа  къ  геометр1и;  но  упомянемъ  только, 
что  длиною  кривой  линш  называется  предЬлъ  суммы  сторонъ  вписанной 
въ  кривую  ломанной  лиши  въ  предположеши,  что  число  этихъ  сторонъ 
между  двумя  данными  точками  кривой  лиши  безпред'Ьльно  увеличивается 
и  каждая  изъ  этихъ  сторонъ  стремится  къ  нулю.  При  этомъ  доказывается, 
что  такой  пред'Ьлъ  всегда  существуетъ,  т.  е.  им^етъ  для  даннаго  отрезка 
кривой  лиши  определенную  величину.  Предполагая  это  изв*стяымъ,  мы 
можемъ  формулу  (8)  применить  и  къ  криволинейной  траекторш. 

14.  Эквивалентный  пере11%щен1Я.  Различные  пути,  соединяющхе  два  дан- 
ныхъ положен1я  точки,  называются  эквивалентными.  Напр  прямоли- 
нейное перем^щеше  точки  (§  12)  эквивалентно  совершенному  ею  въ  дей- 
ствительности движен1ю.  Часто  бываетъ  полезно  вместо  прямолинейнаго 
перемещенхн  разсматривать  друг1я,  эквивалентный  данному,  въ  особен- 
ности перем-Ьщеше  круговое  и  винтовое  (§  15).  ВсЬ  так1я  перем^ще- 
Н1я  отличаются  отъ  прямолинейнаго  въ  сл^дующемъ  отношеши:  въ  то 
время  какъ  между  двумя  данными  положешями  точки  можно  указать 
только  одно  прямолинейное  перем'Ьщен1е,  криволинейныхъ,  эквивалент- 
ныхъ  данному,  можно  указать  безчисленное  множество.  Напр.  кру- 
говыя  перемещенхи  могутъ  различаться  и  величиною  рад1уса  круга  и 
плоскостью,  въ  которой  лежитъ  круговая  дуга. 

Часто  бываетъ  полезно  двпжен1е  между  двумя  данными  положен1ями 
точки  зам-Ьнять  цктымъ  рядомъ  посл-Ьдовательныхъ  эквивалентныхъ  пе- 
рем-ЬщенШ  такимъ  образомъ,  чтобы  въ  начале  и  въ  конц'Ь  каждаго  изъ 
нихъ  положен1е   двигающейся   точки   совпадало  съ  д'Ьйствительнымъ.  По 
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§  15,  ф.  9. 


мЬр'Ь  увеаичешя  числа  п  эквивалентныхъ  перелгЬщеаШ,  увеличивается  и 
число  совпаденШ.  Когда  и  стремится  къ  безконечности,  рядъ  аквивалент- 
Быхъ  перем1*щен1й  €тре51ится  къ  сл1ян1ю  съ  дЬйствительнымъ  двнжен1е11ъ, 
независимо  отъ  того,  какой  видъ  имЬетъ  каждое  изъ  эквивалеитныхъ 
перем'Ьщен1й, 

15.  Винтовая  дяшя.  Въ  вопросахъ  объ  эквивалентности  псреж1>щен1й, 
кролЬ  прямой  и  круговой  Л1ш1и  нграеп.  роль  винтовая  лин[я.  Эта  лин1Я, 
зам1|Чате.1Ьная  и  ио  многимъ  своимъ  геометрическимъ  свойствамъ»  о  ко- 
торыхъ  мы  не  будемъ  зд*сь  говорить,  можетъ  быть  построена  сл^дую- 
щнмъ  образомъ.  Представнмъ  сео'Ь,  что  прямой  круговой  цилиндръ  (фиг.  5), 


Фиг.  б. 

внеота  котораго  к,  а  рад1усъ  основан1я  г,  развернуть  въ  плоскость,  про- 
ходящую черезъ  одну  изъ  его  образующихъ,  СВ.  Боковая  поверхность 
цилиндра  иринимаеп.  тогда  видъ  прямоугольника  ССТУВ^  основан1е  ко- 
тораго равно  2т:г.  Проведя  д1агональ  1>С\  превратимъ  нрямоугольникъ 
опять  въ  цилиндрическую  поверхность;  тогда  прямая  ВС  обратится  въ 
кривую  ЛИН1Ю,  которая  и  называется  винтовою.  Разстоян1е  к  между 
двумя  точками  винтовой  лий1И.  находящимися  на  одной  и  той-же  обра- 
зующей цилиндра,  называется  ходомъ  винтовой  лиши,  а  отношение 

к 


Р  = 


Г9> 


параметромъ  винтовой  лин1и. 

Если  представить  себЬ  цилиндръ  продолженнымъ  въ  об*  стороны  без- 
иред-Ьльно,  то  и  винтовую  лнн1ю  можно  продолжить,  сохраняя  всздЬ  ве- 
личину ея  параметра. 

Изъ  показаннаго  происхожден1я  винтовой  лпн1и  видно,  что  разстоян1е 
8  между  прямоугольными  проекциями  двухъ  ея  точекъ  на  ось  цилиндра 
пропордюнальйо  углу  а  между  прое^^тируемыми  прямыми  и  что  отношен1е 
.'?  къ  а  равно  параметру  винтовой  лин1и.  Такимъ  образомъ,  для  опредЬ- 
лев1я  параметра  винтовой  лин1и  можно  взять  какой   угодно  ея  отрЬзокъ. 
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м;  м; 


Когда  точка  движется  по  винтовой  Л11Н1И,  то  ея  проекц1и  на 
ось  цилиндра  и  на  его  основание  проходятъ  цро11орд10нальйые 
пути. 

Винтовая  лин1я  ооладаетъ  свойствомъ,  что  два  ея  отрезка  равной 
'длины  налагаются  другъ  иа  друга  всЬми  своими  точками.  Это 
можно  видЬть:  1)  изъ  того,  что  прямая  ЛИН1Я5  изъ  которой  мы  образо- 
вали винтовую,  обладаеп!  атпмъ  свойствомъ,  2)  изъ  такого-же  свойства 
дугъ  одного  и  того-же  круга  и  3)  изъ  приведеннаго  выпк^  свойства  про- 
порД1ональности  путей,  проходимыхъ  двумя  проскшямн  точки,  двигаю- 
щейся со  винтовой  ЛИН1И. 

Зам'Ьтимъ  еще,  что  круп,  можсгъ  быть  разсматриваемъ  какъ  винто- 
вая лнн1я  съ  параметро^1ъ»  равнымъ  нулю,  а  прямая  -  кагсъ  винтовая 
ДИН1Я  съ  параметромъ,  равнымъ  безконечности, 

16.  Относительнае  ие|зе1гЬ|ден1е  двухъ  точенъ.  Два  послЬдоватслвныя 
прямолинс^йныя  П1*рсм1,щсшя  П1ЧКЛ  .1|;1111вал(/нтны  третьему  прямолин1'й- 
ному  п«?рем'Ьп1ен1Ю,  ноторое  равно  геометрической  суммЬ  двухъ  первыхъ. 

Это  зам'кчанге  мы  приложвмъ  къ  опредЬлснш 
относительнаго  еерем  К1нен1я  двухъ  точекъ,  одной 
огноснтельно  другой.  Пусть  точки  Л/,,  М^  по- 
лучили, независимо  одна  отъ  другой,  дерем'Ь- 
1иен1я  З/^Л//  п  ДГ^З/д'  (фиг.  *)),  Относительное 
положенк;  этихъ  точекъ  не  изменится  если  имъ 
об'1>имъ  сообщить  к*ак1Я-лнбо  геометрически  ра- 
вный перемЬщен1я;  потому  что  ори  этоыъ  не 
изменяется  ни  разстоян1е  между  ними,  пи  на11рав-1ен1е  прямой,  ихъ  сое- 
диияю1лей,  Сообпшмъ  то^лгамъ  въ  ихъ  новомъ  положенн!  геометрически 
равный  перем'Ьщен]я  М^М^  и  М^Ж^\  тогда  первая  точка  вернется  нъ 
свое  начальное  положен1е,  а  векторъ  3/^1//  покажетъ,  какъ  изм-Ьяилось 
относительно  первой  точги  иоложенхе  второй.  Очевидно,  что 

Ж,Ж/  =  М^  —  Ш^Щ,  { 1 0) 

т.  е.  относительное  иерелгЬщенхе  двухъ  точекъ  измеряется  гео- 
метрическою разностью  ихъ  абсолютныхъ  перем'Ьп1ен1й» 

Показанный  зд'Ьсь  пргемъ  осред'Ьлон1я  относительнаго  перем1лцеи1я 
и  состояний  въ  томъ,  что  всей  системе  сообщается  перемещение,  обрат- 
ное одному  ИЗ!»  данныхъ,  весьма  полезет»  н  во  миогихь  другнхъ  болЬе 
сложны  хъ  вопросахъ  относительнаго  движенья, 

ПеремИщенхя  плоской  фигуры. 

17.  Ц^лъ  изучения  движения  плоской  фигуры,  иредставимъ  себ11  неиз- 
меняемую систему  точект»,  лежап^ихъ  въ  плоскости  и  совершающихъ  въ 
ней  движен1е.  Д.1Я  краткости  Оудеиъ  такую  систему  называть  плоскою 
фигурою,   Изучей1е  ея  движен1я  вазкно  въ  двухъ   отношен1яхъ*  1)  Нмъ 
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§  18,  ф.  10. 


•гМ; 


Фиг,  7. 


оирпд1.ляегся  весьма  важный  частный  случай  движен1я  твердаго  гЬла, 
характернзуи^пийся  гЬмъ,  что  всЬ  точки  т1ц1а  остаются  на  постояннояъ 
разстояшн  отъ  нЬкоторой  неподвижной  плоскости,— д в нжеЕ1е  твердаго 
т'Ьла  параллельно  плоскости.  2)  ИзслФаованге  двнжени!  плоской  фи- 
гуры даегь  случай  въ  просгЬйшей  форм!»  изучить  т1  пр1емы  1;инемат1п;и, 
которые  применяются  п  въ  другихъ  6ож1\е  сложныхъ  случаяхъ   двилсен1я. 

Чтобы  вид1>ть,  что  для  изучен1я  дви- 
жец1я  твердаго  т1иа  параллельно  плос- 
кости можно  разсматривать  движед1е 
нензмЬнно  связанной  съ  нимъ  плоской 
фигуры,  достаточно  принять  во  внима- 
н1е,  что  всЬ  точки  твердаго  т^ла,  рас- 
положекныя  на  одномъ  перпендикуляр!! 
къ  плоскости,  им'Ьютъ  перем'Ьщенш  гео- 
метрически равный,  Разсмотримъ  двЬ 
точки,  Ж^  и  Жд,  расположекныя  на  та- 

комъ  перпендикуляр'^  (фиг.  7).  Если  бы  игъ  перем*Ьщешя,  М^З!^*  и  31уМ^\ 
не  были  геометриг!ески  равны,  то  прямая  ЗI^Му  послЬ  перем!аце01Я  сдЬ- 
лалась-5ы  нак-юикош  къ  плоскости;  а  тогда  или  разстоян1е  одной  язъ  то- 
чекъ  огь  плоскости  илн  ихъ  взаимное  разстояше  до-тжны  6ыл1-бы  из- 
мениться.  И  то  и  другое  протнвор1;читъ  пред110ложен1ямъ,  Нтакъ,  доста- 
точно знать  движен1е  точки,  лежащей  въ  плоскости,  параллельно  которой 
происходить  движен1е  твердаго  гЬла,  чтобы  знать  двнжен(е  всЬгь  точекъ 
тЬла,  расположенныхъ  на  перпендикулярЬ  къ  плоскости,  проходящемъ 
черезъ  :)ту  точку. 

18.  Усмв1е,  чтобы  твердое  тЬли  двигалось  параллельно  плоскости.  Мы 
знаемъ,  что  двнжен1е  твердаго  гЬла  определяется  движен1емъ  трехъ  его 
точекъ,  не  лежащихъ  на 
одной  прямой  (§  2).  Ес- 
ли три  точки  твер- 
даго т'Ьла  им'Ьютъ 
перем'Ьщея1я,11араЛ'- 
лельныя  плоскости, 
то  перек11щен1е  все- 
го т^ла  параллель- 
но плоскости.  Чтобы 
это  показать,  опустимъ 
(фиг.  8)  изъ  точекъ 
М^,  3/а,  Ж|  перпенди- 
куляры М^т^,  31^т.^, 
М^т^  на  плоскость  1\  параллельно  которой  эти  точки  двигаются,  и  бу- 
демъ  эти  перпендикуляры  называть  высотами  точекъ  М„  М^,  М^.  Такъ 
какъ,    согласно    предаоложен1|1>.    эти    высоты   остаются    постоянными,   то 
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и  нак'лонъ  прямыхъ  М^М^,  -^^з-*^1  1^  -^^1^^  къ  плоскости  Р  ве  изм'Ь- 
няс^тся,  а  сл'1иовательцо  плоскость  (М^^I^ЗI^)  образуетъ  съ  предыдущею 
постоянный  уголъ,  Всл'Ьдств1е  этого,  II  при  [юстоявствЬ  ВЫС0П1  данныхъ 
точекъ,  точки  ^^  А^,  А^  пересЬчен1я  прямыхъ  3/аЛ/з.  ^^2^^1->  ^^\^^л 
съ  плоскостью  Р,  лежавш1Я  до  11ерем1;щен1я  пъ  этой  плоскости,  въ  ней 
и  перемещаются.  Возьмемъ  въ  тЬЛ  произвольную  точку  31  и  проведешь 
плоскость  (31 Л ^Л^),  По  неизм^.няемостн  гЬла,  уголъ  между  этою  шю- 
скостью  и  плоскостью  {М^ЗI^^ЗI^)  остается  постоянным!.,  а  поэтому  сохра- 
няется п  наоонъ  плоскости  (31Л^Л^)  къ  плоскости  !\  Прннявъ-же  во 
внимаше  постоянство  разстоян1й  ^/-4^  и  31 А^,  заключаемъ,  что  и  вы- 
сота точки  31  надъ  плоскостью  Р  не  изм'Ьаястся.  \) 

19.  Вращен]е  плоеной  фигуры  около  центра,  ЗамЬтпмъ  сначила  тогь 
частный  случай  движеа1я  плоской  фигуры,  когда  одна  изъ  ея  точекъ 
остается  неподвижною.  Такое  движение  плоской  фигуры  мы  будемъ  назы- 
вать вращенгемъ  ея  около  неподвижнаго  центра*  ВсЬ  точки  опн- 
сываютъ  тогда  круги,  им^юпие  ату  точку  евонмъ  центромъ.  Легко 
вид-Ьть  изъ  непзм'^1Няемости  разстоянШ  между  всЬми  точками,  что  рад1усы, 
проведенные  язъ  всЬхъ  точекъ  къ  этому  центру,  поворачиваются  на 
равные  углы;  а  следовательно  проходимые  точками  сути  пропорцюнальны 
ихъ  разстояН1ямъ  отъ  общаго  центра. 

20,  Теореиа  Бернулли  и  Шаля.  Два  кахшхъ-нпбудь  иеремЬшеЕ]я,  по- 
мощью которыхъ  система  точекъ  нзъ  одного  даннаго  положения  пере- 
ходить въ  другое  данное,  называются  эквивалентными.  Это  ионят1е, 
представляющее  основу  всей  кинематики,  ориподитъ  къ  следующей 
основной  теорем*  кинематики  плоской  фигуры  (1еап  ВегпоиШ 
I]  СЬа51ев): 

Всякое  перем'Ьщен1е  неизм1;няемой  плоской  фигуры  экви- 
валентно повороту  ея  около  неподвижнаго  центра. 

Для  доказательства  замЬтимъ,  что  двил;ен1е  плоской  фигуры  вполн* 
опред'Ьдяется  движен1емъ  двухъ  ея  точекъ;  потому-что,  если  въ  какой- 
нибудь  моменп»  времени  известно  положен1е  двухъ  ел  точекъ,  то  изв'Ьстно 
и  положен1е  всякой  третьей  точки  по  разстоян1ямъ  ея  отъ  первыхъ 
двухъ;  поэтому  достаточно  показать,  что  можно  дв*  точки  плоской  фи- 
гуры перевести  указаняымъ  способомъ  изъ  одного  даннаго  положен1я  въ 


*)  11р©дыдущ1а  разсужден1Я  требуютъ  следующей  оговорки.  Можно  пред- 
ставить себЪ  такое  первм*щеи1е  треугольника  М^М^М^^  при  которомъ  пер- 
шаяы  его  вм^ютъ  перем^1цен1я,  параллельпыд  длоскоста'н  (не  смешивать  век- 
торы перем'Ьще1ия  съ  действительными  путями),  во  при  этомъ  острый  уголъ 
между  этою  плоскостью  и  плоскостью  треугольника  обращается  въ  тупой, 
Д0Р0ЛНЯЮЩ1Й    предыдущей   угол%   до  двухъ    прямыхъ.    Тахал    предподожен1я 

Ь исключаются  изъ  разсмогр'Ьн1я,  потому -что  при  этонъ  1Х)чкп  М^.  М^у  3/,  во 
время  д'ЬЙствптельио  происхо;^ящаго  двшкешя  не  могутъ  всЬ  сохравять  свои 
высоты  ивдъ  плоскостью* 


I 
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друше.  Пусть  будутъ  (фиг.  9)  .1/^,  Л/^  п  Д//,  М^  первыя  ц  вторыя 
положен1я  атихъ  точекъ.  Черезъ  сре- 
дины отр1.31|'ойъ  Л/^^//  и  Л/^Л/,'  црове- 
демъ  къ  аимъ  иерпенднкуляры  и  ло1мЯ- 
женъ,  что  точка  ихъ  перес'Ьчсн1я,  С\  и 
есть  искомый  центръ.  Д*йствительео,  точ- 
ка Л/,  можетъ  быть  т^реиедена  въ  поло- 
шен1е  Л//  1фащ1'Е1емъ  фигуры  около  топ- 
ки С,  такъ  какъ  по  построенш  СЛ/,  = 
:=  СД//.  Легко  внд1.ть,  что  при  томъ-же 
враЩ1'Н1И  и  на  тогь-же  уголъ  точка  Д/, 
заиметь  положен1е  Л//,  А  именно,  по  не- 
изменяемости фигуры,   М^М^  ^  М^'М^\ 

а  по  построенли)  СМ^  =  '"Л/Д  СМ^  ^  СЖ,';  поэтому  треугольник» 
СМ^М^  н  СЖ/Л/^'  равны.   Отсюда  слЬдуеть  раненство  угдоаъ: 

^  {м,см,)  ^  ^  (3//СЗ/;), 

Отнимая-же  отсюда  обпцй  уголъ  (М^'СМ^),  находимъ: 

тШъ  и  доказана  тоорема. 

Точку  С  мы  будемъ  называть  цеитромъ  вращен1я,  аквивалевтнаго 
данному  перем'Ьщен1ю  пли,  д.1Я  краткости,  просто  центром  ъ  эк  вив  а* 
лентнаго  вращения. 

21.  Парем-Ьи^енге  т&ердаго  т-Ьла  параллельно  плоскости.  Такъ  бякъ  всЬ 

точки  -гаердаго  гЬла,  расположенныя  на  одномъ  лерпеяднкуляр'Ь  къ  плос- 
кости двнже111я,  им1.ютт1  п€ремЬщсн1я  геометрически  равныя,  то  всЬ  точки 
гЬла,  лежапця  на  11ерпенди1:уляр11,  проходящемъ  черезъ  С\  остаются  при  экви- 
валентномъ  вращенш  плоской  фигуры  около  С  неиодвижнымп*  Поэтому: 

Всякое  перемещение  твердаго  т^Ьда  параллельно  плоскости 
эквивалентно  вращен1ю  его  около  оси,  перпендикулярной  къ 
этой  плоскости. 

Подобно  этому,  всЬ  дальн'Ьйш1е  резуль- 
таты относительно  движен1Я  плоской  фигуры 
могутъ  быть  перенесены  на  двнжеше  твер- 
даго Нла  цара-1лельно  плоскости;  поэтому 
да.1ьше  мы  небу  демъ  каждый  разъ  къ  этому 
возвращаются. 

3.  е.  Показать»  въ  допояпенхе  къ  теорем'^V  Берну лдд^ Шаля,  что  всякая 
хрозфм  точка  плоской  фигуры  д^йствятедъно  повор&чявается  около  точка  С 
ил  тотъ-же  уголъ,  какъ  п  первый  дв'Ь  точки. 

3.  9.  Даво  перезд-Ьще1]1е  шатува  АВ  паровой  мапшвы  (фиг.  10),  опреде- 
ляемое &ращен1е11ъ  крввошппа  О  В  в  а  уголъ  ВОВК  ОпредЬдип»  ось  а  уголъ 
вра1цев1я,  эквпвалевтиаго  этому  перемйщев^ю. 

п.  Ги||01гь.— 1>е11о>А«1й  <гс0|)«гг.  «с  жал  и  к».  в 
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3.  10.  Дано  пере)гЬщен1е  одной  точки  плоской  фигуры,  начальное  поло- 
жен1е  другой  точки  и  разстоян1е  последней  отъ  центра  эквивалептнаго  вра- 
щен1я.  Опред1и1ить  этотъ  центръ  и  перем'Ьщенхе  второй  точки. 

3.  11.  Даны  начальный  положен1я  двухъ  точекъ  плоской  фигуры,  раз- 
стоян1я  ихъ  отъ  центра  эквивалептнаго  вращен1я  и  уголь  этого  вращетя. 
Определить  положен1е  центра  и  геометрическое  м^то  точекъ,  перемЪщенхя 
которыхъ  (въ  смысл!^  §  12)  им'Ьютъ  данную  величину. 

22.  Поступательное  11ере11%щен1е  плоской  фигуры.  Если  перем^щешя 
двуп.  точекъ  плоской  фигуры  геометрически  равны,  то  центръ  эквива- 
лептнаго вращеп1я  находится  на  безконечности.  Въ  этомъ  случае  пере- 
м-Ьщенгд  всЬхъ  точекъ  плоской  фигуры  геометрически  равны.  Такое  пе- 
рем^Ьщен^е  называется  поступательнымъ. 

Если  заран'Ьв  известно,  что  перем^щенхе  плоской  фигуры  поступа- 
тельное, то  оно  опредЬляется  перем*щен1емъ  одной  ея  точки. 

Изъ  геометрическаго  равенства  перем^щенШ  вс4хъ  точекъ  сл^дуетъ, 
что  всякая  прямая,  соединяющая  дв'Ь  точки  плоской  фигуры,  остается 
при  ея  поступательномъ  перемЬщеши  параллельною  самой  себ*.  Обратно, 

если  какая-нибудь  прямая,  перемещаясь, 
остается  параллельною  самой  себ*,  то  дви- 
жете плоской  фигуры  поступательное. 

Если  принять  во  вниман1е,  что  всякая 
кривая  лишя  есть  пред^лъ  многоугольника, 
то  легко  вид4ть,  что  при  поступательномъ 
движен1и  плоской  фигуры  касательный  во 
всЬхъ  точкахъ  какой-либо  проведенной  въ 
ней  кривой  лиши  остаются  параллельными  са- 
мимъ  себ'Ь.  Можно  сказать,  что  кривая  пе- 
ремещается параллельно  самой  себ*. 
Поступательное  движен1е  можетъ  быть  и  не  прямолинейнымъ.  Напр. 
въ  сочлененномъ  параллелограмм-Ь  О^М^М^О^  (фиг.  И),  одна  сторона 
котораго,  0^0^,  удерживается  неподвижною,  протнвуположная  сторона, 
М^М^,  и  неизменно  связанная  съ  нею  плоская  фигура  совершаетъ  посту- 
пательное движен1е,  причемъ  всЬ  точки  ея  двигаются  по  кругамъ  съ 
различными  центрами,  но  одинаковаго  рад1уса. 

3.  12.  Определить  въ  посл4днемъ  механизм'^  полошеше  центра  круга, 
оппсываемаго  точкою  Л/,  пеизмЪпно  связанною  съ  прямою  М^М^. 


Фиг.  11. 


Составныя  перемФщен1а  пдоовой  фигуры. 

23.  Понят1е  о  составиомъ  перемещены  плоской  фигуры.  Составнымъ 
11ерем1,1цен1смъ  плоской  фигуры  называется  такое,  которое  эквивалентно 
нЬсколькимъ  ея  перем'Ь1цен1ямъ,  совершеннымъ  посхЬдовательно.  Число 
такихъ  11ерем!.щен1й  можепэ  быть  и  безконечно  велико.  Можно  напр. 
представить   себЬ,    что   два  данныхъ  вращен1я  около  двухъ  раздичяыхъ 
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.01 


с; 


Фиг,  12. 


дентровъ  разд-Ьлены  каждое  на  и  вращен1й.  которыя  ироисгодятъ  пооче- 
редно то  ОКОЮ  одного,  то  около  другого  центра;  еои  число  п  стремится 
къ  безконечвости,  то  въ  пред1»хЬ  плоская  фигура  иолуиаетъ  тогда  такое 
движен1е.  которое  можно  разсматривать  какъ  одновременное  вращение 
около  двухъ  раалипныхъ  центровъ. 

Для  изучения  составныхъ  1герем'Ьщен1й  достаттно  разсмотр1;ть  пере- 
м11щен1х%  экипвалентное  двумь  посл^>давательн^>^мъ.  А  такъ  какъ  кащое 
нзъ  нихъ  по  теорел-Ь  >$  20  эквивалентно  вращению  около  центра,  то  во- 
просъ  СВОДИТСЯ!  къ  опредЪе1111г>  центра  и  угла  вращен1я,  эквива.!ентиаго 
доумъ  посл1^доватедьнымъ  вращен1ямъ  около 
данныхъ  центровъ  на  данные  урлы. 

24.  Переи%щев1е,  эквивалентное  двуиъ 
данныиъ.    Пусть   Судутъ    С\  и  С,  данные 

центры  вращен1Й  (фнг.  12)  въ  ихъ  нача-1Ь' 
ныхъ  положен1ЯХЪ,  ог,  ц  а^  углы  этихъ 
вращен1й.  Усдоннмся  вращ€Н1я,  происхо- 
ДДЩ1Я  по  направлен1Ю  двтк€Н1Я  стрЬлки 
«шсовъ,  на;^ивать  положительными,  а 
въ  обратную  сторону — отрицательными, 
и  предположимъ  снач^иа,  что  оба  враще- 
Н1я  йоложетельиыя,  Посх!^  мы  увидимъ  (§  28),  что  порядокъ,  въ  кото- 
ромъ  происходяп*  нрашешя,  оказываетъ  нл1яв1г  на  получающееся  при 
этомъ  11оложея1е  гЬла;  условимся  поэтому  заранАб  вращен1е  С^  (а,)  *) 
считать  первымъ.  Когда  оно  происходить,  точка  С^  остается  неподвиж- 
ною, а  С\  переходить  въ  положен1е  С^;  при  второмъ  вращея1н,  около 
Сз'.  положеше  этой  точки  сохраняется,  а  С^  переходить  въ  С/.  Чтобы 
отыскать  положен1е  С  центра  вращенАЯ.  эквивалентнаго  двумъ  совершен- 
кымъ,  нужно  только  принять  точки  С'^  и  С,  за  точки,  определяются  дви- 
женш  плоской  фигуры,  н  иримЬнить  теорему 
Бернулли  и  1Ла*1я:  точка  С  получится  какъ 
11ерес[\чен1е  бнсссктриссъ  угловъ  «^  и  в^- 

Изъ  равенства  треугольниковъ  С^СС^  и 
С\'СС^'  (С/С,  =^  С\С^  по  неизменяемости 
фигуры,  С,'С=С,С,   С\'С  =  С\С  по  по-  * 

строенш)  вытекаетъ  следующее,  пол*е  простое  построешеточкнС(фиг.  13): 

Отъ  (\(\  нужно  отложить  въ  сторону  перваго  вращения  по- 
ловину угла  перваго  вращен1я  съ  вершиною  »ъ  С,  в  отъ  той- 
же  прямой  отложить  въ  сторону,  обратную  второму  вращен1ю^ 
половину  угла  второго  вращен1я  съ  вершиною  въ  (\\  тогда 
точка  С  получится  какъ  точка  перес*яен1я  проведенныхъ 
сторонъ  этихъ  угловъ. 


С. 


"7|С^      ГТ^^ 


>^^1 


*)  Для  краткости  иращенСе  около  центра  С  яа  угодъ  я  будеиъ  обозначать 
свмооломъ  С  (а), 

2* 
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Чтобы  опред'Ьлить  уголъ  а  эквивалентнаго  вращения,  зам^тимъ,  что 
при  вращен1и  плоской  фигуры  около  С  прямая  СС^  поворачивается  на 
уголъ  (С^СС^'Х  который  и  есть  искомый.  Очевидно 

а  =  а^ч-аа.  (11) 

Если  второе  вращеше  совершается  въ  обратную  сторону,  то  всетаки 
приведенное  выше  правило  для  построен1я  центра  С  сохраняется.  Въ 
этомъ  можно  убедиться,  применяя  опять  теорему  Бернулли — Шаля  и 
пользуясь  потомъ  опять  равенствомъ  треугольниковъ  С^СС^  и  С^СС^,  Не 

повторяя    этого,   ограничимся    лишь 


указав1емъ    на    прилагаемые 
два  чертежа  (фиг.  14  и  15). 


зд*сь 


"^ь. 


--■г-. 


Фиг.  14.  Фиг,  15. 

Отличхе  отъ  предыдущаго  случая  состоять  теперь  въ  томъ,  что 

а  =  а,  —  а„  (12) 

причемъ,  смотря  по  знаку  этой  разности,  вращеше  около  С  происходить 
или  вь  сторону  перваго  или  въ  сторону  второго  изъ  данныхъ  вращенШ. 
Если  уголь  второго  вращен1я  считать  отрицательнымь,  то  и  для  настоя- 
щаго  случая  формула  (И)  остается  в-Ьрною. 

25.  Пара  вращеи1й.  Случай,  когда  а^  =  а^  и  вращен1я  происходить 
вь  противуположныя  стороны,  заслуживаегь  особеннаго  вниман1я.  Сово- 
купность двухь  такихь  вращенШ  называется  парою  вращен1й.  При- 
меняя теперь  теорему  Бернулли — Шаля,  мы  видимь,  что  точка  С  ухо- 
дить вь  безконечность,  а  уголь  вращен1я  около  нея  дЬлается  равнымь 
нулю.  Это  показываеть,  что  пара  вращен1й  эквивалентна  поступа- 
тельному перем'Ьщен1ю. 

Величина  послЬдняго,  какь  это  легко  видеть  изь  чертежа  (фиг.  16), 
равна 

6-  =  С^С^  =  С^С^  =  2  С,С^  згпЦ-,  (13) 


направлен1е-же  его  опред'Ьляется  угломь 


(14) 


который  отсчитывается  отъ  прямой  С^С,  вь  сторону  перваго  вращен1я. 

26.  За11'Ьнен1е  поступательнаго  пере11'Ьщен1Я  парою  вращен1й.  Очень 
часто  бываетъ  выгодно  при  изсл'Ьдованш  движен1я  поступательное  пере- 
м'Ьщен1е    замЬнять  парою   вращенШ.    Изь   предыдущаго   видно,   что  для 
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Фпг,  16. 


ЭТОГО  нужно  на  вектор  Ь  л-  (фиг.  16),  опред'Ьляющемъ  теперь  данное  по- 
ступательное 11ерем1>щен1е,  построить  какъ  на  основан1и  равнобедренный 
треугольяикъ  съ  той  или  съ  другой  стороны 
вектора  .^,  смотря  по  тому,  въ  какую  сторону 
должно  произойти  перпое  1фг1щен1е.  Вершн- 
ва  треугольника  будегь  служить  тогда  цен- 
тромъ  перваго  вращен1я,  а  начало  вектора  л* 
центрпмъ  второго  врап1ен1я;  угодъ-же  оооихъ 
враще111й  иум1фяетсл  угломъ  при  верп1ИнЬ 
треугольника. 

Очевидно,    что    зам-Ьна    поступательнаго 
перем1;щен1Я  парою  вращен1Й   «ожетъ   быть   произведена   безчисденнымъ 
множествомъ  способовъ. 

27.  Переносъ  центра  вращен!».  Пара  вращеи1Й  имЁетъ  приложеи1е 
еще  при  другоиъ  прео6разован1и  перемещения.  Пусть  дано  вращен1е 
плоской  фигуры  около  центра  С  (фиг.  ]7)  на  уголъ  а;  требуется  опре- 
делить, какое  вл1ян1е  на  окончательное  иоложеше  плоской  фигуры  ока* 
жетъ  замена  центра  С  другимъ  центромъ 
врап1ен1Я  С\  при  сохранен1и  того-же  угла 
и  того-же  направлен1Я  вращеи1Я.  и  на  осно- 
ван1и  этого  требуется  указать  такое  допол- 
нительное перемЬ1ден1е.  которое,  вмкгЬ  съ 
вращен1емъ  около  центра  С\  было -бы  экви- 
валентно первоначальному  перемЬщен1Ю. 

Сгиюпш^^ъ  плоской  фигур!*  два  враще- 
Н1Я  около  С  въ  противуположньш  стороны  на  данный  уголъ  а.  Отъ  этого 
ничего  не  пзмКняется;  потому-что  1шсл11  двухъ  такпхъ  вращен1Й  всЬ  точки 
фигуры  возвращаются  на  свои  прежняя  м'Ьста.  По  теперь  три  вращен1я 
можно  разсыатривать  состояп1Ими:  тъ  вращен1я  около  С  въ  ту-же  сто- 
рону какъ  и  данное  и  на  тогь-же  уголъ  и  нзъ  пары  вра1цен1й,  которая, 
какъ  уже  извЬстно,  эквивалентна  поступательному  перем1^»П1ен1и>,  опреде- 
ляемому по  формуламъ  (13)  и  (14).  Отсюда  заключаемъ,  что  при  пере- 
нос!, центра  враи1ен1я  изъ  С  въ  С\  нужно,  если  мы  хотимъ  получить 
перемКп1ен11\  эквивалентное  данному,  присоединять  вышеприведенное  по- 
ступательное перем'Ьщеше. 

28.  Вл1ян1е  порядна  перем^и4ен^й.  Въ  §  24  было  уже  упомянуто,  что 
порядокъ,  въ  которомъ  происходягь  два  перем11щен1я  плоской  фигуры, 
вл1яегь  на  ея  окончательное  положен1е.  Въ  этомъ  можно  убЬдиться.  при- 
меняя приведенное  въ  §  24  правило  д-тя  построен1я  центра  эквнв;иент- 
наго  перемкцен1Я  при  двухъ  различныхъ  порядкагь  данныхъ  перем'Ьще- 
Н1Й,  Положен1я  центровъ  эквнвалентпыхъ  вращен1й  окажутся  несовпа- 
дающими  и  буду!^  расположены  симметрично  относительно  прямой  С\С\ 


Фиг,  17. 
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(фиг.  18);  откуда  и  видно,  что  окончательное  положеше  плоской  фигуры 
будетъ  въ  этихъ  двухъ  случаяхъ  различно.  Различ1в  это  можетъ  опред-Ь- ' 

ляться  лишь  н^которымъ  поступатедь- 
^р  нымъ    перем'Ьщетемъ,    такъ    какъ,  по 

формул*  (11)  [или  (12)],  уголь  эквива- 


еГ^ 


^^\^р         лентнаго  вращения   при   обоихъ  поряд-- 


ч\^    '        кахъ  одинаковъ. 


3.  13.  Найти  вращенхе,  эквива.^еитное 
^  тремъ  дан  нымъ  около  различныхъ   т^ент- 

Фиг.  18.  ровъ. 

3.  14.  Указать  условия,  при   которыхъ 
совокупность   трехъ   вращенШ  эквивалентна  поступательному  перем1^щен1ю. 
3.  16.  Опред^ить    вращен1е,    эквивалентное    данному  поступательному  и 
вращательному  перем'Ьщешямъ.  Для  р'Ьшен1я  см.  §  27. 

3.  16.  Определить  пару  вращен1й,  эквивалентную  такому  поступательному 
перем'Ьщен1ю,  при  которомъ  прямая,  соединяющая  центры  вращен1й,  перем'Ь- 
щается  вдоль  самой  себя. 

3.  17.  Показать,  что  вл1ян1е  изм^пепхя  порядка  двухъ  вращен1й  эквива- 
лентно поступательному  перем^щешю 

Л  =  4  С1С2  81п  -:^  8%п  -тр 

по  направлен1ю,  образующему  съ  прямою  С^С^  уголъ 

а, -ьао 


3.  18.  Решить  предыдущую  задачу  въ  прим^ненш  къ  пар^  вращев1й. 

3.  19.  Показать,  что  при  сложед1и  вращательнаго  и  посту пательнаго  пе- 
ремЬщенШ  порядокъ  ихъ  не  вл1яетъ  на  результатъ. 

8.  20.  Заменить  два  посл^довательныхъ  вращешя  на  данные  углы  а,  п  а, 
около  данпыхъ  цептровъ  четырьмя  вращен1ями  на  углы  а^12,  ««/^9  ^1/^  °  ^з/^ 
поочередно  около  т^хъ-ше  цептровъ  и  опред'кшть  вл1ян1е,  которое  оказы- 
ваетъ  это  замЬнен1е  на  окончательное  положен!о  плоской  фигуры. 

29.  Относительное  пере1|Ъ|цен1е  двухъ  плоскихъ  фигуръ.  ВсЬ  резуль- 
таты, касающ1еся  составныхъ  перем-ЬщенШ  плоской  фигуры,  им'Ьюгь  при- 
дожеше  въ  вопросе  объ  относительномъ  перем1>щен1и  ихъ,  одной  отно- 
сительно другой.  Чтобы  судить  объ  относительномъ  перем'Ьщен1и  двухъ 
неизвгЬняемыхъ  гЬлъ  вообще,  нужно  прим']^нить  пр1емъ,  указанный  уже 
въ  просгЬйшемъ  вид*  въ  §  16;  а  именно,  нужно  сообщить  обоимъ  гЬламъ 
одно  общее  перем^щеше,  какъ  еслибы  они  были  связаны  между  собою 
неизм'Ьннымъ  образомъ,  и  притомъ  такое,  чтобы  одно  изъ  гЬлъ  возвра- 
тилось въ  свое  первоначальное  положенхе.  Тогда  составное  перем'Ьщен1е 
другого  гЬла,  состоящее  изъ  первоначально  даннаго  и  вновь  приданнаго, 
и  представить  его  перем4щен1е  относительно  перваго  гЬла.  Применяя 
ето  къ  двумъ  плоскимъ  фигурамъ  5^  и  ^^з,  который  совершили  вращен1я 
С,  (а^)  и  Сд  (оа),  МЫ  ДОЛЖНЫ,  для  опред^лешя  перем4щен1я  фигуры  б'^ 
— 'осительно  /&!,  об-Ьимъ  фигурамъ  сообщить  вращенхе  (?!  ( — а^.  ВатЬд- 
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СТВ1С  ЭТОГО  фигура  ^Ч^!  возвратнтси  въ  свое  первоЕача.т1»ное  положёН1е,  а 
перем'Ьщев^е  фигуры  5„  составлонное  изъ  пе.реАг)ш1енШ  С\{^^)  к 
С^( — а,),  II  представип1  ея  перем'Ьщен1е  относительно  5,. 

3,  21,  Два  круга,  касак>щ1еся  пи-Ьшпимт»  обрлзомъ  другъ-друпц  поверну- 
лось  около  евоихъ  дептровъ  пъ  разиыя  сторопы  ва  углы,  обрагдо-цропорцш- 
вальпые  пхъ  рад1усамъ,  Найтп  ихъ  отпосптельпое  перем^ущеа^е. 

3.  22.  Решить  ту-же  задачу  орп  виз^трепнемъ  касан1и  кругоБъ  и  въ  пред- 
аоложеи!!!,  что  вращения  пропсходять  нъ  одну  сторону. 

3.  23.  Два  СТОЯЩИХ!»  на  одномъ  и  томъ-же  рельсЬ  ваговныхъ  колеса  оди- 
вакоиаго  дгаметра  повернулись  вол'Ьдств1е  п'Ькотораго  пере]1йщбН1я  вагона. 
Определить  относительное  «ерем^щенхе  ка^есъ. 

3.  24.  Колесо  вагона,  катясь  по  рельсу,  повернулось  на  уголъ  а.  Опреде- 
лить перемещен!©  рельса  относительно  колеса^ 


Пбр0М'Ё1ЦбН1я  твбрдаго  т'Ёла  около  неподвиэкна&  точжж, 

30.  Сведен1&  вопроса  къ  вопросу  о  дв11жен1и  сферической  фигуры.  Двп- 
жон1е  твсрдаго  ткт,  въ  которсмъ  одни  его  точьа  ост;ит<:я  не1]удьи;кною, 
мы  будемъ  Д.1Я  краткости  называть  вращен1емъ  около  точки. 

Такъ  какъ  всякое  двнжен1е  твердаго  гЬла  определяется  движен1емъ 
трехъ  его  точек!.,  ие  лежащихъ  на  одной  прямой  (15  2),  то  для  опред!- 
лен1я  его  вращен1я  около  неподвижной  точки  достаточно  зеать  движенге 
двухъ  ого  точекъ»  Ж^  и  М^.  не  лежащихъ  на  одной  прямой  съ  непо- 
движною. Для  упр€щее1Я  изслКдоваахя  полезно  взять  точки  Л/,  н  М^  на 
одннаковомъ  разетоян1п  отъ  неподвижной  точки  О.  При  всякомъ  двпже- 
н1|1  гЬла  эти  точки  будутъ  оставаться  на  поверхности  одного  н  того-же 
шара,  То-же  самое  можно  сказать  относительно  всякой  точки,  лежащей 
на  поверхности  этого  шара  и  вообще  относительно  всякой  сферической 
фигуры,  вепзм'Ьнно  связанной  съ  точками  М^  и  М^.  Прнтомъ  ноложете 
такой  фигуры  вполнЬ  определяется  положеМемъ  точекъ  М^  и  М^,  по- 
тому-что  всякая  ея  точка  и  ггрп  всякомъ  положен! и  Ила  можегь  быть 
построена  какъ  вершина  сфернческаго  треугольника.  имЬющаго  дугу  М^М^ 
своимъ  основан1еА1Ъ.  Знал-же  шложен1е  сферической  фигуры,  легко  по- 
строить иоложен1е  всЬхъ  точекъ  твердаго  гЬла,  такъ  какъ  всякой  его 
точке,  лежащей  на  прямой,  которая  соединяетъ  ее  съ  неподвижною,  со- 
ответствует!, некоторая  точка  сферической  фигуры;  а  по  последней  легко 
найти  каждый  разъ  и  положен1е  данной  точки, 

Въ  дальнейшемъ  мы  будемъ  предполагать,  что  рад1усъ  шара, 
на  которомъ  разсматрмвается  движение  сферической  фигуры^ 
равенъ  единице.  Тогда  все  дуги  большихъ  круговъ  будугь  непосред- 
ственно измерять  соответствующ1е  этимъ  дугамъ  углы. 

Итакъ,  вся  кинематика  твердаго  тела  съ  неподвижною  точкою  сво- 
дптсл  къ  кинематике  сферической  фигуры,  Въ  этомъ  уже  видна 
большая   аналог1я   настояшаго    случая  движен1Я  съ  движен1е1гь  гЬла  па- 
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раллельно  плоскости.  Эта  аналопя  будетъ  видна  и  дальше  во  многихъ 
(но  не  во  всЬхъ)  отношешяхъ. 

31.  Теорема  Дадамбера  (0'А1етЬег1).  Всякое  перем'Ьщенге  твер- 
даго  т'Ьла  около  неподвижной  точки  эквивалентно  повороту  его 
около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку. 

Для  доказательства  этой  теоремы  покажемъ,  что  всякое  перем^щенхе 
сферической  фигуры  по  содержащей  ее  шаровой  поверхности  можетъ  быть 
такъ  произведено,  что  одна  ея  точка  останется  при  этомъ  неподвижною. 
Это  свойство  сферическаго  движен1я  аналогично  свойству  плоскаго  дви- 
жешя,  выражаемому  теоремою  Бернулли — Шаля,  и  можетъ  быть  анало- 
гичнымъ-же  образомъ  доказано.  Разница  будетъ  состоять  только  въ  томъ, 
что  вместо  прямыхъ  линШ  придется  разсматривать  дуги  большихъ  кру- 
,  говъ,  и  вместо  плоскихъ  треуголь- 

А^.^--^^^^  никовъ — ^сферическ1е,  т.   е.   образо- 

\кУ_^.      \^Х.  ванные   дугами    большихъ    круговъ. 

*    ^  ^  -^"""""""Ч"*"---^^  Пусть   будутъ  М^,  Жз   и   М^у  М^ 

^^ч^ .  \  >сл  *  ^^^^'  ^^^  положешя  данныхъ  на  сфе- 

^-\^.\  .'  -'^^^^^^         Р*  точекъ,  опред'Ьляющихъ  движеше 
р'  ~  ^  М*^       гЬла  до  и  поел*  перемЬщешя.  Сое- 

ф      .д  динивъ  Жу^  съ  Ж/  и  Ж,  съ  Ж/  дуга- 

ми большихъ  круговъ,  проведемъ  изъ 
ихъ  срединъ,  А^  и  ^з,  перпендикулярныя  къ  нимъ  дуги  большихъ  кру- 
говъ: точка  Р  пересЬченхя  посл'Ьднихъ  и  есть  та  точка,  которая  при  дан- 
номъ  перем'Ьщенш  сферической  фигуры  можетъ  быть  оставлена  неподвиж- 
ною. А  именно,  построивъ  сферическ1е  треугольники  М^РМ.^  и  М^РМ^\ 
мы  найдемъ,  что  они  равны,  потому-что  стороны  ихъ  соответственно  рав- 
ны: /--^  Ж^Жз  =  ^  М^'М^'  по  неизменяемости  тЬла,  ^  М^Р  =  ^^М^  'Р, 
<— ч  М^Р^  ^^  М^Р  по  построенш,  какъ  дуги,  равно  наклоненныя  къ  пер- 
пендикулярамъ  -^^Р  и  А^Р,  Изъ  равенства  треугольниковъ  следуеть  ра- 
венство угловъ: 

^{М,^РМ^)  =  ^{М,РМ,), 

Отнимая  отсюда  общШ  уголъ  (ЛГ/РЛ/з),  находимъ: 
^{М,РМ,^)  =  А{М,РМ')- 

такимъ  образомъ,  если  сферическую  фигуру,  двигая  ее  по  сфер-Ь,  повер- 
нуть около  точки  Р  на  уголъ  (М^РМ^'),  то  точки  ЗГ^  и  31^  одновре- 
менно займутъ  свои  вторыя  положен1я,  а  поэтому  и  все  тЬло  придетъ  въ 
свое  второе  положен1е. 

Точку  Р  будемъ  называть  полюсомъ  эквивалентнаго  вращен1я. 
Прямая  ОР,  проходящая  черезъ  него  н  черезъ  неподвижную  точку  (Л 
служитъ  осью  вращен1я,  эквивалентнаго  данному  перем'Ьщен1ю. 

Нужно    нм^ть    въ  виду,  что  при  вращен1и  около  этой  оси  точки  Ж^ 
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и  Л/з  описываюп,  не  дуги  Л/^Л//  н  31^Мг'  большихъ  круговъ,  а  дуги 
н^которыхъ  параллельттыхъ  круговъ,  рад1усы  которыхъ  равны  разстоя- 
Н1ямъ  точркъ  3/^  II  31^  отъ  оси  эквнвалентнаго  вращен1я, 

32.  Графическое  мзобрашен1е  налравлешя  вра1цен1я.  Разсматрнвая  вра- 
щен1я   около   рааличныхъ  пг-рй.  проходяпщхъ  Ч1'резъ  неподвижную  точку 
т^^ла,  весьма  важно  условиться  отмечать  какимъ- 
лпбо  СИМВОЛОМ!,   однопременно  н  направление  оси 
и  сторону  вращен1я.  Будемъ  ось  вра1цен1я  нрово- 

ДИТЬ  только  ВЪ  одну  сторону  ОПэ  неподвижной   ОСИ. 

а  именно  въ  ту,  откуда  вращёН1ё  кажется  проис- 
ходя щи  мъ  по  часовой  стр'Ьлк^к  Тогда  положение 
полюса  Р  (фиг.  20),  т.  е.  точки  церес'Ьчен1Я  оси 
со  сферою  будеть  указывать  нетолько  110Ложен1е 
оси,  но  и  направлен1е  врпщеп1Я.  Такимъ  обра- 
зомъ  напр.  при  изм11ненш  вращен]я  на  вращен1е, 
ему  прямо  противуооложное,  нужно  и  полюсъ  вращен1я  взять  Д1аметраль- 
но  иротнвуположнымъ  первоначальному. 

3.  25.  По  даннымъ  перем-Ьщентймь  точехгь  М^  и  М,,  лежащвхъ  пасферй, 
опред*Ьлпть  перем-Ьщен!©  точки  М,  пропзвольпо  взятой, 

3.  26.  По  дппныиъ  перемещен  (я  мъ  точекъ  М^  п  Л/,  указать  геометриче- 
ская м-Ьста  точекъ,  перем-Ьщен^я  которыхъ  (въ  смысле  §  12}  геометрическж 
равны. 

3.  27.  По  т^шъ-же  доввымъ  указать  геометрическое  »гЬсто  точекъ,  пере- 
ы-Ьщегпя  которыхъ  илл  равны  по  величине  или  одинаковы  по  наорав  л  ев1ю. 

3.  28,  Точка  М^  находилась  на  положительной  осп  (зг)  а  точка  Л/,  на  по* 
ложпгелыюй  оси  (»/)  системы  прямоз'гольныхъ  координатныхъ  осей  въ  оро- 
странстй-Ь  трехъ  изм^рев1н.  Построить  ось  вращвн1я^  эквивалент  наго  такому 
пере4Г'Ьщ©н1ю,  при  которомъ  тонка  М^  ш  М^  переходить  на  отри  цат е^1ьн:ыя 
нанравленш  осей  (х)  и  (у|^  нрнчемъ  начало  координатъ  остается  неподвижнымъ. 


Фиг.  20. 


Составное  и  отное1^тедвное  перем'Ьщвнгв  твердаго  т^^ла 

около  точки, 

33,  Опред^лен1е  полюса  и  угла  ерам^енвя,  эмвивалентиаго  двумъ  дан- 
нымъ переиЪщешмъ  около  точкм.  Всякое  перем^щен1е  твердаго  гЬла  онодо 
неподвижиой  точки  должно  быть,  на  оснонан1Н  теоремы  Даламбера,  акви- 
валентно  вращен1ш  около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку.  Предпола- 
гая, что  известны  Р^  (ш^)  И  Рд  (аД  т,  е.  два  вращенгя  на  углы  а^  и 
вд  около  осей,  опред'Ьляе]кГыхъ  полюсами  Р,  и  Р^,  эквивалентный  двумъ 
посл'Ьдовательнымъ  перен'1адев1ямъ,  построимъ  полюсъ  Р  п  найдемъ 
уголъ  а  аквивалентнаго  пмъ  вра1Ц0Н1Я.  Порядокъ  иере»гЬщен1й,  какъ 
будеть  видно  ниже,  вл^яетъ  на  результатъ;  поэтому  условимся  считать 
Р^  нолюсоиъ  нерваго,  а  Р^  иола)Сомъ  второго  вращен1я.  Такъ  какъ 
эти  точки  принадлежать  неизмЬаяемому  тк1у,  то  можно  ими  воспользо- 
ваться  для  опред'Ьлешя  полюса  Р  по  теорем*  Даламбера,  Замечая  поло- 
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ткетй  то^^къ    /',    я    Р^   посл4  оботъ  яосл*довательныхъ  перезгЬщенИ 
(фяг.  21)  й  д^лая  укзалтюе  вгъ  теорезгй  Далаибера  иостроеше,  хы  най- 

день  полюсь  Р  какъ  точку  пересЬчешя 
сферическихъ  биссестриссъ  угдовъ  «^  и  х,. 
При  этоэгь,  аналогично  съ  случаемъ  плос- 
каго  движения,  равенство  сферическихь 
треугольниковъ  Р1\Р^  и  РР.'Р^'  {Р,'Р^  = 
=  Р^\  по  неиззгЬняехости  гЬда,  а  дуги 
Р,Р,  Р,'Р  и  Р^Р,  Р^Р  попарно  равны 
какъ  равно  наклоненныя  къ  перпендику- 
лярамъ  Р^В^  и  Рх^ч)  показываетъ,  что 
полюсъ  Р  можеть  быть  найденъ  по  стЬдую- 
Ш^му  правилу:  Отъ  дуги  /',Л  нужно  отложить  по  часовой  стр'Ьлк'Ь 
половину  угла  а,  съ  вертииою  Р,  и  отъ  дуги  Р^Р^  обратно  часовой 
стрЬлк'Ь  отложить  половину  угла  «з  съ  вершиною  въ  Р^;  полюсъ 
Р  получится  какъ  точка  перес*чен1я  сторонъ  этихъ  угловъ. 

Иъ  виду  принятаго  нами  правила  изображать  положен1е  оси  и  на- 
правлон1с^  вращг>н1я  (й  В2;,  случаевъ  противуположныхъ  вращенШ  и  пары 
вратон1й  встр'Ьтиться  не  можегь. 

Уголъ  вквивалентнаго  врап1ен1я  измеряется  очевидно  гЬыъ,  что  по- 
ловина ого  есть  вй'Ьп1Н)й  уголъ  треугольника  ^^Р^Р  при  точк*  Р: 


Фпт.  21. 


Д,1Я   опред'Ьлон1я   втого    угла   пм'Ьемъ  по  формул*  сферической  тригоно- 
метр1и: 

зги  -^-  вт  ^  сон  (Р,Р,1  (15) 


ГГ)Я         ==  —  сон  (Р^РР^)  : 


СОН  — -  сов  -^ 
2  2 


Для  опред'Ьлон1я   положен1я  полюса  Р  зам'Ьтимъ  еще  зависимости,  полу- 
чаемый изъ  того-же  треуголоника  Р^Р^Р: 


а 


Н1П 


8(П 


(16) 


Фиг.  22. 


н{н(Р,Р,)  ~    нп1(Р,Р)    ~    нт(Р,Р) 

34.  Вд{ями  порядна  вращямМ.  Порядокъ,  въ  ко- 
торомъ  происходят!)  два  данный  вращен1я,  вл1яетъ 
на  розультатъ  персм1ицен1я  сл+аующимъ  образомъ. 
Кслп  прнвсденноо  выше  правило  для  построен1я  полюса  Р  прим'Ьнить  прн 
йзм^нойНомъ  аорядк1^  В|>ащен1й.  то  П(>ложон1е  Р'  полюса  эквивалентнаго 
вратонт  окажотся  (фиг.  22)  симмотричнымъ  съ  прожнимъ  по  отвошен1ю 
кг  плоскости  /\<>/^ 

$.  М.  Плклялть,    что    В|>АЩ<*П10,    эквпвалептяоо   диумъ  вращен1ямъ  на  два 
йркмыгь    угли  кажцпе  около  ваанмно  перпеядпкулярпыхъ  осей  экв1гвалевтно 
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врв1де11{ю  на  два  прямыхъ  уг;га  около  оси,  перпеидакулярноЙ  къ  данвымъ, 
п  что  изм'Ьионхе  порядка  вращеахй  равносильно  въ  даиномъ  случае  вам^^ве- 
н1ю  Боправлеш'я  вращенп!  около  оси  эквивалеатнаго  вращешя  на  наираплен1е 
про  гп  в  у  пол  ож  и  ое . 

3.  30.  Р'Ьшпть  предыдущую  задачу  въ  предположен1н,  что  данныя  оси  не 
образу ють  междт^^  собою  прямого  угла. 

3.  31.  Опред'Ьллтхэ  вращеп!©,  эквипалентпое  тремъ  вращеиСякгь  на  прямые 
углы  около  взаимно  перпеидикулярпыхъ  осей,  и  указать  вл1ян1е  порядка 
этихъ  вращенш. 

3.  32.  Пепзм^яяе^мк?  г1у10  получило  два  вращон1н  около  двухъ  данныхъ 
осей  на  дапные  углы.  Около  какой  осп  нужно  повернуть  т^по^  чтобы  посл^ь 
двухъ  Б  ращен  III  около  т+»хъ-ше  осей  иъ  пзм^неппомъ  порядке,  перевестЕ  его 
въ  подожеше,  получеяноо  имъ  при  первоначалыюмъ  порядке  иращедш*  Для 
р^шеп1я:  Сравнять  между  собою  положен1е  дуги  РР'  (фнг,  22)  прп  двухъ 
разлпчиыхъ  порядкахъ  переыйщеаН!. 

35  Относительное  перем^щенее  двухъ  твердыхъ  т^лъ,  И1|1ющихъ 
общую  нерадвишиую  точку,  Предмдупие  рс;зультатм  11м1;клъ  приложение 
къ  изуч1Ш1ю  относительнаго  иерем'Ьщеавя  двухъ  твердыхъ  гЬлъ  съ  общею 
неподвижнок>  точкою.  Чтобы  судить  о  такомъ*  перемКщен!!»,  нужно  опять 
примЬнить  ир1еяъ,  указанный  въ  ??  10,  т.  е,  найти  эквивсиентное  вра- 
щен1е  для  калсдаго  гЬла  въ  отдельности  и  иотомъ  сообщить  обоинъ  гЬ- 
ламъ  вращение  около  оси  эквивалентнаго  пр^мдепгя  одного  нзъ  нпхТ|  на 
соответственный  уголъ,  но  въ  обратномъ  наиравлен1и:  Тогда  это  иосг||Д- 
нее  т!4Л0  возвратится  въ  свое  иг^рвоначальное  иолижен1е,  а  составное 
перем1ш|ен1е  другого  гЬла,  состоящее  изъ  иервонач^гльнаго  и  вновь  ему 
ириданнаго,  и  представить  его  11ерем'1|Щен1е  относительно  нерваго  гЬла, 

3.  33.  Два  колеса  повернулясь  па  два  прямыхъ  угла  каждое  около  пере- 
сЬкающпхся  взаииво  перпендикулярныхъ  осей.  Опредктить  относительное 
перем-ЬщонГе  каждаго  изъ  иахъ  относнтельпо  другого  (см.  з.  29)* 

3*  34  Дано  отиосительное  вращеа1е  тЬла  Л  относительно  т-кт  В  и  абсо- 
лютное вращен1е  гКла  В.  Опред'Ьлнть  абсолютное  вращеМе  тЬла  А.  При 
этомъ  предполагается,  что  тЬла  имйютъ  общую  неподвижную  точку. 

3,  35.  Зная  11ерем^щеп1е  тЬла  Л  относительно  тйяа  В  и  гЬла  В  отяоси- 
тельпо  т-Ьла  С,  опредйлпть  перем11щеш€  т'Ьла  Л  относительно  ткяа  С  въпред- 
положепш,  что  всЬ  гЬла  им^^ють  об1цую  епподвижную  точку. 


ОбщШ  случай  пбремЪщан1я  твердаго  т^а. 

36.  Разложен1е  перем'к1нен1я  на  поступательное  и  вращательное.  Раз- 
смотр'Ьнные  до  сихъ  поръ  частные  случаи  иере>гЬщен]и  твердаго  тЬла 
играк^тт.  важную  роль  при  изучеи1и  перем1^щен1я  самаго  общаго  вида. 
Такое  иерем].п^ен1е  можеп*  быть  различными  образомъ  составлено  иаъ 
вращательныхъ  и  постуиатсльныхъ  иеремЬщенШ,  а  именно:  Всякое  не- 
рем'Ьщен1е  твердаго  т'Ьла  эквивалентно  двумъ  иерем1ицен1ямъ: 
поступательному,  опрсд'Ьляемому  11ерем1»щен4емъ  одной  изъ  то* 
чекъ  твердаго  т-Ьла,  произвольно  выбранной,  и  враи1ен1ю 
около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку. 


—  й  — 

А1ы    лвштг    уши  (^  2).  Ч1\'  иодоавшк  твердагс»  ткка  впсиш1.  опред^ 

^*ется    доюж^зшеш.    треп,    егс-  точвкъ. 

*^'# 7  **    л«Баящзп.  ва  оджЛ  првноЁ:  поэтоит 

мпя^виш!.  дтих2>  тч^чео.  опред^^хветсв 
л»пж^мк'  воеп»  т4да,  Лусп»  будутъ  ИЖ^'. 
^1/^^.'.  М,М^  дереи^щенш  трезд.  дав- 
НМХ1  4^г('  тч»ч<ж1.  (фиг.  1!?»;.  Разложшп» 
и^ре1гкщ<;н1я  М^й,\  -8/:^:.*  каждое  на 
геол^мричеасуА»  сумиу  двтп.  иеревгйце- 
вх^    1шиип.  оирази1гь.   чтооы    о:шс>    пзъ 


ШкТК^ЛЬбЦ^^    ЛАГГПППЧЗЛЬШ].   11РН11ВВ.   Г.1И- 

X  X.  'л^^'длваыщис  Т)Де^  1Г5  ттаза  тт- 
*«кйГ1»ва<дш11ггх    ^таик    '  МЛ  Ж.»   I 

Йл«^./-     ^А«(    лч»м*>.    Л^г.    ^^%    М,   Д1я)|^*|Л13гт*   аггк  л.-хг,я1^я]л  Ж  .  Ж\ 

(ь^^пи  й^чми\   \л  иш'Туняг^л.йГ)»-  1и:р#^гЬш>;Я1^е  гЬла:  отсюда 
^щл^МкШчп  р»|и^||«<'.и1г.    Ы11»<1М'1  пг!р1!мЬа11!Я1Я  гйлл  можетъ  быть 
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37*  Разложение  перен^ще111я  на  два  вращенЫ.  Другая  система  пере- 
м^щетй,  эквивалентная  данному  иорен^Ьщетю  твердаго  гЬла,  можетъ 
быть  составлена  изъ  двугь  вращешй  окою  не  нерес^каюдшхсн  меацу 
собою  осей.  Пусть  будетъ  перем^щеше  тЬда  задано  ош1ть  перем^щенгямн 
трехъ  его  точекъ  31^^  М^,  М^  (фиг.  25).  Черезъ  средину  прямой  ^^^^// 
цроведемъ  перпендикулярную 
къ  ней  плоскость,  а  въ  этой 
плоскости  произвольную  пря- 
мую ЛВ,  Изъ  построешя  сд4- 
дуеть,  что  перпендикуляры, 
опущенные  изъ  М^  н  М^'  на 
эту  прямую,  равны  н  нм1^югь 
общую  точку  С;  поэтому  мож- 
но вращешемъ  около  оси  ЛВ 
перевести  точку  М^  въ  ея 
второе  положенЕе.  Точки  З/д 
н  М^  займутъ  при  этомъ  нЬ- 

которыя    положения     3/^*    и  фд^,  25. 

Л/з'\    изъ    которыхъ    можно 

ихъ  перевести  въ  требуемыя  положен1я  ЗУ,'  и  М^  гакимъ  перем'1ш^ен1емъ, 
при  которомъ  точка  Ж/  оставалось-бы  уже  неподвижною,  т.  е.  враще- 
н1емъ  около  некоторой  оси  ВЕ^  проходящей  черезъ  эту  точку. 

Очевидно,  что  и  это  разложеше  возможно  безчнсленнымъ  множоствомъ 
способовъ;  но  порядокъ  вращеи1й  теперь  уже  вл1яетъ  на  результап.. 

Осп  ЛВ  11  1)Е  называются  сопряженными  осями  вращения. 

38.  Винтовое  переи%щен1е.  Существуетъ  одно  перем'Ъщен1е  твердаго 
т^ла,  эквивалентное  данному^  которое  отличается  ог1|  всЬхъ  другихъ, 
ему  эквпв1иентныхъ, — перем11щен1е  винтовое.  Винтовымъ  перем1|Ще- 
Н1емъ  называется  такая  совокупиость  поступаниьнаго  и  вращательваго 
перем'ЬщеиШ,  въ  которой  поступательное  перегЬщен1е  параллельно  оси 
вращен1я.  Если  при  этомъ  во  все  время  движен1я  величина  пути,  про- 
ходнмаго  поступательно,  остается  оропорц[она.1ьною  углу  поворота,  то 
всЬ  точки  гЬла  оппсываюгь  обыкновениыя  винтовыя  лнн1н  (§  15).  ВсЬ  эти 
.1ИШИ  им'Ьютъ  общую  ось  и  общую  величину  параметра*  Этотъ  парам^п-ръ 
называется  параметромъ  винтового  перем1;щея1я;  онъ  равенъ 
отношению  величины  поступательнаго  11ерем'1ицен1я  къ  углу 
поворота.  Ось  вращешя  называется  ори  этомъ  винтовою  осью,  Вс% 
точки  тЬла,  лежащ1Я  на  винтовой  оси,  двигаются  по  ней  или,  какъ  го- 
ворягъ,  эта  прямая  скользить  вдоль  самой  себя.  Свийствомъ  двигаться 
вдоль  самой  себя  обдадаютъ  также  и  всЬ  описываемыя  точками  винтовыя 
лиши:  это  сл'Ьдуеть  изъ  сказаннаго  въ  §  15  о  равныхъ  отрЬзкахъ  вин- 
товой ЛИН1И. 

Въ  винтовомъ   движснш   необходимо  раазнчать  два  случая:  1)  когда 
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пЫ'Ууил^'лишг^,  и^.ж%пи:ю^.  происходить  къ  ту  сторону,  откуда  вра1цен1е 
около  ттощ^Л  ^;си  инж^гггл  ирг;исходяпш1гь  по  часовой  стргк1г1,  и  2;  когда 
тиугуинплишг^.  п^;и)гП|/;як;  им^х-п»  обратное  направлен1е.  Въ  первонъ 
с,лу*1П,%  ^^,У'$п»  считать  \\щгл}л^^\п,  винтового  пере]г1;п1ен1я  положитель- 
пмш%  т  т(ф<9пъ  случа1г-  -отрицатсльянмъ. 

Э9.  Тмрма  МоццМ'  '>та  п;о|К;иа  (^Мо/./);,  играющая  въ  кинехатик^ 
<'/голь-ж^!  т1жиу|г;  роль,  какг  т<?01мгмы  Г>срнулли- -Шаля  и  Даламбера,  со- 
/•тоигь  м-ь  гл'Му^'"1'5мг: 

Исяко*'  1иц)^',ц'Ьт^,п\и  тв^фдаго  т^ла  эквивалентно  винтовому. 
Оч^^мидио,    ЦП)  по   <!сть    одно  иэт,  рауложен1Й  перем'Ьщенхя,  указан- 

ныхъ  въ  8  36,  и  имею- 
щее лишь  ту  особенность, 
что  ось  вращен1я  и  посту- 
пательное перем'Ьщен1е  па- 
р{илельны.  Чтобы  пока- 
зать возможность  такого 
разложен1я  н  найти  вс1^ 
ол(5менты,  которыми  опре- 
деляется винтовое  пе- 
рем'Ьщен1е,  предположимъ 
опять,  что  даны  перем'Ь- 
пкчия  трехъ  точокъ  31^, 
Л/у,  Л/,,  но  лежащихъ  на 
•ф^^  ^^^  одной   прямой  (фиг.   26). 

П:шнъ    въ    пространств'^ 
П|юМАтульиу1п  1х)чку   (К   проводгмъ   н:п»   поя   вс^кторы: 

От,  =  м,м,\  Ом»,  -  Л/, .и;,  Ош,  =  Л/,Л/з^. 

Коипм  йт«хг  ги»кгор^>вг  об|>аауюп»  троугольнпкъ  м»^м»,ж,.  который  можетъ 
1т|У0Ч0111Ъ  «ъ  чаотныхъ  олуч;и1Х1*  пр<»дсгапитьсл  въ  ппдЬ  прямой  пли  въ 
ПИЛ*  гочки.  Иоключйи  пока  лтн  яаотныо  случаи  паъ  разсмотрЬн1я,  опу- 
^^ШП^  ил  пл\>окчкгь  (т,т5Ш,)  порпондикуляръ  (>/>  и  сооднним!»  /)  пря- 
мыми лим^ймп  оъ  т'ртииами  Т|нлг\иьника,  Можно  напноать  слудуимшя 
М4>мгтрмч<ук1и  равопствл: 


.V, .V,   =  (0^4^  ~    Ор  I   ;)П1,. 


ЦТ) 


1)1ч>|лдл  ВИДНО.  41^  14 ЛИ  т^^чка^ъ   .V,.  .1/,.  ,1/^  оооощить  поромкион1о  (^к 

А  ол^домпччько  вч'оыу  т^кху  плпл11:и^льноо  ^1гргм^т«^н^о  О/),  то  ия  прп- 

М>Х0М)М    т^ла    потл%1г    вг    лкч'ичаггльно*'    151и1^зкг}иг  огглнотол  сообщить 

»чклмг    Л/,.   ^5.   Д/^   ис'роыКтов»я.    иар;илольныя  пл^ч'кости  {п*^*ркы^^. 
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Мы  зяш^мъ,  что  ирн  этомъ  и  все  гЬдо  ЕерезгЬстится  параллельно  этой 
плоскости  (§  18),  а  поэтому  оно  можетъ  быть  повернуто  около  оси,  пер- 
пендикулярной къ  этой  плоскости.  Такъ  какъ  эта  ось  параиельна  по- 
ступательному перем'Ьщен1ю  Ор^  то  все  перем4щеЕ1е  твердаго  гЬла  пред- 
ставляется какт»  винтовое* 

40.  0Е1ред^леII^6  элементовъ  винтового  11ербм^1це111я,  эквивалект»шго 
данному.  Ор  иредставляетъ  собою  величину  посту пательнаго  иерем'Ьщин1Я 
вдоль  винтовой  оси  и  вмЬсгЬ 
съ  тЬмъ  опред  к1яет1|  наира- 
влен1еэтой  оси.  Осгается  опре- 
делить ея  иоложеше  и  уголт. 
вращен1и.  Для  этого  аам1.- 
тимъ,  что  при  вращен1и  твер- 
даго г}.ла  около  оси  вс1.  его 
точки,  которыя  лез1и1п»  на 
прямой,  пара-шельной  этой 
оси,  и^гЬютъ  геометри чески 
рагшыя  иеремЬи1ен1я.  Про- 
недемъ  какую-нибудь  пло- 
скость Е,  параллельную  пло- 
скости (т^т^т^),   и  изъ  то- 

чекъ  3//' и  31/  опустимъ  на  нее  перпендикуляры  ^//'В^  и  31 /Л^  (фиг. 
27).  Газсматривая  точки  Л,  и  Ддакъ  првиадлежащ1я  гЬлу,  н  предио- 
латая,  что  посд11Днее  совершаетъ  только  свое  вращательное  перем'Ьщен!е, 
для  перем'1,щен1й  точекъ  В^  и  В^  нмЬемъ: 


•  Фяг.  27. 


В,В,'  =  М,"М,\  В^В/  =  31/31^\ 

Точки  В^  И  В^  перем1ицаются  въ  плоскости  Е;  поэтому  можно  къ  нилъ 
приложить  теорему  Бернух1н— Шаля  и  вайти  центръ  эквив^иентнаго 
вращен1я  плоской  фигуры,  которой  онк  иринадлежатт!.  Этотъ  центръ  С, 
находясь  на  искомой  оси,  и  определить  ея  положен1е.  Остается  выпол- 
нить построев1е;  д.1Я  этого  им^емъ: 


В^В^  ^^рт^,  В^В^*  ^  рт^, 

Постропвъ   точку   (\   будемъ  знать   и   уголь   вращон1я.  ^  (В^СВ^')  или 
^  (В^СВ/),  а  также  параметръ  винтового  перемЬщешя: 

Ор 


Р  = 


(В,СВ;) 


41.  Частные  случаи  въ  теореи*  М01^14И.  Точки  1»,.  т??,,  т^  могли-бы 
оказаться  лежащими  въ  одной  плоскости  съ  точкою  О  или,  въ  част- 
ности, на  одной  прямой,  еслибы  перем^Ьщешя  вс^згь  трехъ  точекъ  Л/|,3/|, 
М^  были  пара,1ле.1ьны  одной  плоскости;  а  тогда  перемЬщеше  всего  гЬла 
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было-бы  эквивалентно  простому  вращешю.  Если-бы  точен  ш^,  ш^,  т^ 
совпали^  то  это  увазывало-бы,  что  перем-Ьщешя  точекъ  М^,  М^,  3/, 
геометрически  равны,  т.  е.  перем*щен1е  всего  гЬла  иоступательное. 

Вращательное  и  поступательное  перем^^щен1я  можно  разсматривать 
какъ  частные  случаи  винтового,  когда  его  параметръ  равенъ  нулю  и 
когда  онъ  равенъ  безконечности. 

42.  Пряведенае  каюй-нибудь  совокупности  ^оетупате^ЫIаго  и  враца- 
тельваго  верегЬцен1й  гь  винтовоау.  Если  данное  перем'Ьщеше  твердаго 
тЬла  было  первоначально  заменено  какими-нибудь  поступательнымъ  и 
вращательнымъ  иерем'Ьщен1ями  (§  3&),  то  можно  его  потомъ  преобразо- 
вать въ  эквивалентное  ему  винтовое  сл*дующимъ  образомъ.  Согласно 
показанному  въ  §  27  способу  переноса  центра  вращенхя  плоской  фигуры, 
можно  д'Ьлать  переносъ  оси  вращешя  твердаго  гУа  въ  параллельное  ей 
новое  положен1е,  присоединяя  къ  вращешю  поступательное  перем'Ьщенхе, 
перпендикулярное  къ  оси,  образующее  съ  направле- 
шемъ  переноса  оси  уголъ  ^  -+-  ^  и  равное 


8=2  СС  згп^ 

гд*  ее  разстоян1е  между  осями,  а  а  уголъ  даннаго 
вращен1я.   Принявъ  это  во  вниман1е,   предположимъ 
теперь,  что  данное  перемЬщен1е  твердаго  гЬла  приве- 
Фиг.  28.  Д^^^  (фиг.  28)  къ  вращательному  на  уголъ  а  около  оси 

^1,  проходящей  черезъ  точку  Ж^,  и  къ  поступатель- 
ному «1,  определяемому  даннымъ  перем^щешемъ  точки  ЛГ^.  Если  5^  не 
им^етъ  случайно  направлен1я  оси  ?!,  то  разложимъ  «^  на  геометрическую 
сумму  двухъ  перем'Ьщен1й: 


гд4  в^  направлено  по  оси  вращешя,  а  «'  къ  ней  перпендикулярно.  Оче- 
видно, что  можно  сд'кхать  параллельный  переносъ 
\С  оси  вращен1я  такимъ  образомъ,  чтобы  пришлось 

при  этомъ  прибавить  поступательное  перем^щенге 
5,  равное  и  противуположное  перем^щенш  5'.  Эти 


\ 
\ 
\ 


Д^?:  два  перем'Ьщен1я  взаимно  уничтожатся,  и  останется 

< — у^«^^г — 3 — ^  перем'Ьщен1е  винтовое.  Выполнимъ  требуемое  для 
этого  построен1е  въ  плоскости,  перпендикулярной 
къ  оси  1^,  Пусть  будетъ  С^  (фиг.  29)  сл1>дъ  оси 
на  этой  плоскости,  и  положнмъ,  что  вращен1е  представляется  памъ  поло- 
хительнымъ.  Согласно  данному  въ  §  27  правилу,  нужно  для  того,  чтобы 
потомъ  пришлось  прибавить  перем1>щен1е  5,  отложить  отъ  его  наиравлен1я 
уголъ  у  -ь  2  въ  отрицательную  сторону  и  на  проведенной  сторон*  этого 
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§  44,  ф.   17. 


Фяг,  90. 


угла  ваять  точку  С\  для  которой  вьшодЕяется  равенство: 

5  =  «'  =  2СС,  тп  ^- 

Соотавное  яврем^щен1е  въ  общемъ  случае  движбшя 

твердаго  т'Ьла* 

43.  Сдожен1е  двухъ  вмнтовыхъ  перемещен!!!.  Для  р1»шеи1я  самаго  о6- 
щаго  вопроса  о  составномъ  перем!»[цен|и  твердаго  гЬла  можно  восполь- 
ловаться  указаннымъ  въ  §  42  пр1емомъ.  Предполагая  два  послМоватедь- 
ныхъ  иеремЬщен1я  задаикыми  въ  в»дЬ  вцнтовыхъ  около  осей  /,  и  1^  съ 
поступат!:МЬН!.1М}1  слагаемыми  ч^  и  ^^  и  съ 
углами  вращения  а^  и  «п,  опредУимъ  випто- 
В01*  перемещение,  эквив^ионтаое  совокуаности 
двухъ  данныхъ.  Предполагая,  что  оси  /,  и  /д 
не  пересекаются  и  не  параллельны,  перене- 
семъ  ось  /^  ей  параллельно  такъ,  чтобы  ея 
новое  положение  V  (фиг.  30)  персе Ька-Ю  ось 
/,,.  Чтобы  отъ  этого  переноса  ничего  не  изм1>- 
нплось.  ернсоедннимъ,  но  известному  пра- 
вилу, Поступательное  переэ1*щен1е  ^ч'.  Совокуп* 
ность  трехъ  посту пательныхъ  перемЬпшнай  можетъ  быть  зам1»нена  одннмъ: 

:>ам1лтвъ-же  два  вращен1я  около  пересекающихся  осей  вращешеиъ,  нмъ 
эквнвалентнымъ,  по  правилу  ?5  33,  мы  найдемъ,  что  совокупность  двухъ 
данныхъ  впнтоныхъ  перемещенШ  эквивалентна  совокупности  одвого  вра- 
щательнаго  и  одного  посту  пате  льааго,  которая  способомъ,  указанньшт. 
въ  ;5  42,  можегь  б1|1ть  уже  зам1;непа  вимтовнмъ. 

44*  Относите  л  ьиое  перем^щевее,  П  въ  настоящемъ  ел  у  па!.  всЬ  во- 
просы о  составномъ  перемЫцен!!!  твердаго  тЬла  находягь  приложенхе  въ 
вопросе  объ  относитедьномъ  перемЫленги  двухъ  тЬлъ,  Для  этого  нужно 
только  воспользоваться  соо6ражен1ями,  аналогичными  тЬмъ,  который  при- 
ведены въ  ?;§  16,  29  и  35.  Некоторые  изъ  этнхъ  вопросовъ  встретятся 
въ  ряду  приведенныхъ  ниже  задачъ. 

3.  36.  Показать,  что  при  разложеиЫ  серем'^щенЬт 
указаннымъ  въ  §  3<1  способомъ  результатъ  перемйще- 
Ы1Я  не  нависи тъ  отъ  того  порядка,  въ  которомъ  одй- 
д^'ютъ  поступательное  н  вращательное  перем^^щенш. 

3,  37.  У  куба  съ  ребрами,  равными  едивиц'Ь^  вер- 
шины А,  В  ш  С  получияи  сл4дующ1я  перем'Ьщен1я* 
иершина  А  перешла  въ  В,  В  кь  С,  С  вгь  О  (фиг.  31). 
Показать,  что  такое  перем-Ьщеше  твердаго  типа  воз- 
можно, и   опред-Ьлить  элементы   аквввллентыаго  ему  винтового  пврем*щен1я. 

3.  38.  Пере1д•Ь|деа^в  тЬла,  заданное  въ  предыдущей  задач-Ь^  произвести 
врвщен1ими    около    сопряженныхъ    осей^    взявъ    ось  перваго   вращеа1я  такъ^ 
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чтобы  при  этомъ  точка  Л  перешла  въ  свое  второе  положен1е  и  чтобы  уголъ 
этого  вращешя  быль  прямой. 

3.  39.  Перем^щеше,  данное  въ  задач'Ь  37,  разложить  на  поступательное  и 
вращательное,  припявъ  для  перваго  перевгЬщенхе  точки  Л. 

3.  40.  Параметръ  винтового  перем^щенхя  равенъ  Р;  опредкхить  уголъ 
вращешя,  соотв^тствуюпцй  поступательному  переьгЬщенхю  8  вдоль  винтовой  оси. 

3.  41.  Перем-Ьщенхе  куба  (фиг.  31)  состоитъ  изъ  вращен1я  около  оси  ЛВ 
ни  прямой  уголъ  и  изъ  поступательнаго  перем'Ьщен1я,  геометрически  равнаго 
даагонали  ЛС.  Превратить  эту  совокупность  перем^щешй  въ  винтовое  пе- 
рем'Ьщете. 

3.  42.  Зам-Ьнить  перем'Ьщен1е,  состоящее  изъ  посл'Ьдовательныхъ  винто- 
выхъ  перем'Ьщен1й  около  одной  и  той-же  оси  съ  параметрами  Р„  Рд,  -Р» .  • . » 
однимъ  виптовымъ  перем'Ьщевхемъ  и  указать  услов1я,  при  которыхъ  это  пе- 
ремЬщеше  будетъ  или  только  вращательное  или  только  поступательное. 

3.  43.  Два  винтовыхъ  перем'Ьщенхя  около  параллель ныхъ  осей  заменить 
однимъ  эквивалентпымъ  виптовымъ  перем'Ьщеп1емъ. 

3.  44.  Два  колеса  поворачиваются  около  взаимно-перпендикулярныхъ,  но 
не  пересекающихся  осей  на  два  прямыхъ  угла  каждое.  Опред'кхить  ихъ  от- 
носительное винтовое  перем-Ьщенхе. 

3.  45.  Два  твердыхъ  т^ла  могутъ  вращаться  около  двухъ  различныхъ 
неподвижныхъ  точекъ.  Указать  услов1я,  при  которыхъ  ихъ  относительное 
перемЬщеше  эквивалентно  только  вращательному  или  только  поступа- 
тельному. 

Двиасеше  вектора  и  прямой  динш. 

45.  Э^еиенты,    опреА'Ьляющ1е    движен1е    различнаго    рода    векторовъ. 

Движен1е  вектора  не  им'Ьетъ  непосредственно  реальнаго  смысла,  но  тЬмъ 

не  мен'Ье  играетъ  важную  роль  во  мно- 
гихъ  вопросахъ  механики. 

Что-бы  знать  положеше  опред*- 
леннаго  вектора  и  (§  4),  нужно 
знать  положеше  его  начала  и  его  кон- 
ца; поэтому  его  движете  опред'кляется 
движешемъ  двухъ  его-  точекъ.  Это  дви- 
жен1е  бываетъ  однакоже  большею  частью 
Фиг.  32.  удобн'Ье  определять  другимъ  способомъ: 

для  этого  можно  задать  1)  движенге  его 
начала  и  2)  законъ,  по  которому  изменяются  величина  и  направлеше 
вектора.  Для  последней  ц-Ьли  можно  отъ  одной  и  той-же  заран'Ье  выбран- 
ной точки  откладывать  векторы,  геометрически  равные  вектору  и  въ  его 
различныхъ  положен1яхъ  (фиг.  32): 

6Л  =  щ  ОА  =  й\  ОА"  =  4"; 

зная   изм-Ьнеше   величины  и  направлсн1я  вектора  О  А,  мы  будемъ  знать 
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8лем<:^нты  движ*^н1я  н  для  даннаго  вектора.  Непрерывному  изм*- 
нен1ю  полоаешя  вектора  и  соотвЬтствуетъ  некрерывное-же  взм^веше 
лоложен1Я  точки  ^1,  котория  такнмъ  образомъ  оиксываетъ  а^которую 
.ШН1Ю.  Эта  Л11Н1Я  называется  годографомъ  (Ьо«]о^гарЬ)  даннаго  вектора- 
Знал  для  какого-либо  момента  времени  ооложете  точки  31  и  положение 
точки  .1,  легко  построить  и  положен1е  вектора;  для  этого  нужно  только 
из1|  точки  М  провести  векторъ,  геометрически  равный  вектору  ОЛ. 

Прелыдуной  спо€о6ъ  можетъ  служить  и  для  изо6р1глген[я  движеа1Я 
передвижного  вектора;  но  при  втомъ  нужно  помнить,  что  за  начало 
вектора  можно  считать  петолько  точку  Ж  но  и  всякую  другую  точку 
той  прямой,  на  которой  находится  векторъ  вь  данный  момеатъ  времени. 
Въ  сл'Ьдующемт.  параграфЬ  будетъ  указанъ  другой  сиособъ  для  опр«д4- 
лен1Я  дв11жен1Я  передвижного  вектора. 

Для  изображен1я  движен1я  переноснаго  вектора  достаточно  огра- 
ничиваться изображен1емъ  его  годографа;  потому-что,  ирн  произвольности 
начала  вектора,  можно  считать  его  постоянно  отложеннымъ  отъ  точки  О. 

46.  Движея1б  прямой  птш.  Для  того,  чтобы  представить  двнжбн1е 
передвижного  вектора,  можно  также  задать  движен1е  пряной  лин1и,  по 
ко1Х)рой  векторъ  можетъ  оыть  передвигаемъ,  и  кромк  того  указать  законъ, 
но  которому  изм1|Няется  величина  вектора,  Такъ  какъ  и  помимо  этой 
ц^ли  приходится  въ  механик-Ь  часто  разсматривать  изм*нен1е  съ  тече- 
н1емъ  времени  положен1я  прямой  лин1И,  нлч1мъ  не  ограниченной,  то  мы 
теперь  и  разсмотримъ,  какимъ  образомъ  можно 
представить  какое-нвбудь  перемЬщенте  прямой, 
эквивалентное  данному.  Пусть  будутъ  I  и  /' 
(фиг.  33)  два  110ложен1я  двигающейся  прямой, 
о  кратчайшее  разстоян1е  и  а  уголь  между  ними* 
Кратчайшее  разстояше  будемъ  разсматри вать 
какъ  векторъ,   им'Ьющ1Й  нача,10  на  прямой  /,  а 

конецъ,  на  /',  а  уголъ  л^  плоскость  котораго  перпендикулярна  къ  пря- 
мой (8),  будемъ  представлять  себЬ  полученнымъ  при  вращенм!  прямой  I 
около  оси  (о)  и  условимся  отсчитывать  его  отъ  перваго  направлешя  дви- 
гаюп^ейся  прямой  ко  второму  по  часовой  стрктк'Ь,  если  смотреть  съ  конца 
вектора  о  на  его  начало. 

Поступательное  и  вращательное  перем1ш1еше  прямой  можно  предста- 
вить себ1»  происходящими  одновременно,  а  совокупность  ихъ  какъ  вин- 
товое перем^щеше  съ  осью  (о)  и  параметромъ 


I 


Е  = 


(1^-) 


Псрем'Ь1Ц1!Н1е  вполвЬ  определено,  если  5  дань,  какг  опред-йлевный 
векторъ,  II  ес-ти  еще  дана  одна  изъ  величинъ  а  или  Б. 

3* 


:^    ^ 


ш      -  'ф    г*  -^  V    —   *-"  :}Х  у 


|Г     -**-     —    1^   ^   -г 


^1^*^^т>       «^Ш     91А^%ыт^Ш      <Й45ШЯ   ШЛЛ'т   ф^ЖХЗХЖ   ЖреЖ^ЗЗ.    г:     УГЛЬ. 

г  и  '♦•/^•<»*»  ^^^^  '*^''^  '^«^  ^,пр*кх%лаш1Тк  ЕЯйле-жю^узь  х41|!ТВ11т^льа»> 
^/4#г,^)##г>#г  |^<>  ^г^#к  ;||ИГ|)л:<м  ^тп»^»#^  длхюгы  7^ов^етворс^ь  сЙ171>11шлгь 
1(',4М1Ш0и    ^)  Л/й  щ^мпаргь  Ащал^Хй  плрвзгЬюи*  ^,  прянадлежашар}  г:хт 

Щ^ттл  Ы'.'^шт^у^м  ^\^*г,тя%9^.липыши.   'I)  Хм  :^«а*1еш1  ^  въ  тожъ  же 
ПрМ10(ЩП %  онЛ  м^^мти  <шк  яппр^^рыяпишт    пг/голу-тго  вгь  безконе чжо- 

МИГА^ЙМ^!  |г  ЛИГ  II/л^^иII«^гм  илгугь  и:*1Г'1.йгйги'Л  только  б^зконеадо-мало 
>|  Ии  Л(р*Г  «л«Л1Г^  ги^ш'пшо^'и  ^цлпо.цхщ  I  яи  пхял  изъ  координагъ  не 
^^МШ9т  пбршпи^ум  ЙГ1»  ^»*^'4попгпп/>г:ги,   такт*  клкъ  гЬло,  которожу  принад- 
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итъ  разсматриваемая  точка,  не  можетъ  въ  конечный  промежутокъ  вре- 
мени пройти  безконетасьбольшой  путь. 

Могуп.  встрЬтиться  случаи,  когда  вцшеука:занныя  услов1я  варушаютсд; 
но  это  можеп.  произойти  ори  такнхъ  :1нансн1яхъ  /,  когда  въ  дМстви- 
тельностн  движен1е  уже  срекратилось  или  еще  не  начииа-юсь,  т.  е.  при 
такихъ  значен1Я1съ  I,  при  которыхъ  уравнешя  (22)  не  выражаютъ  дан- 
наго  двнжен1я. 

Чтобы  найти  ио  формуламъ  (22)  перем'Ьпгеше  точки  по  ва^ичнн*  н 
по  направленш.  произошедшее  въ  промежутокъ  времени  отъ  I  до  К  нужно 
подставить  эти  :шачен1Я  и|м*мг'ни  въ  уравнев1я  (22)  и,  опред^Ьлнвъ  из1гЬ- 
нев1Я  коор1ипал>,  применить  ((юрмулы  (20)  и  (21), 

49.  Дв11жен]е  ироекфй  тачки.  Каждое  изъ  трехъ  уравненШ  (22),  взятое 
въ  отд'ктьиостп,  тоже  опредк1яет1>  собою  нЬкоторое  движеше,  а  ииенно 
движен1е  проекфи  точки  на  одной  изъ  координатвыхъ  осей.  Два  изъ  ура- 
внен1й  (22),  взятуя  вмЬсгЬ,  оиред-Кляютъ  движение  проекщи  точки  на 
одной  изъ  координатныхъ  плоскостей. 

50.  Другая  форма  уравнен!»  дви»кен1я  точки.  Въ  §§  12  и  1Э  было  ука- 
зано, что  дв1шен1е  точки  можетъ  быть  онред*.шемо  положешемъ  и  ви- 
домъ  траектор1и  и  длиною  пути,  оройденнаго  точкою  отъ  г1»котораго  дан* 
наго  ея  положения.  Положение  лин1п  въ  пространствЬ  трехъ  изм*рен1Й 
определяется  двумя  уравнен  1ями.  связывающими  координаты  ел  точекъ: 


^1  (^,  У.  ^)  =  О,     г,  (х,  ,у,  г)  =  0; 


длина  пути  вы1>ажается  формулою  (8): 

.^  =  /40- 


(23) 


(24) 


Уравиен1я  (23)  и  (24),  вмкт^^  взятый,  опредЬляютъ  движен1е  точки,  если 
кром1>  того  будетъ  указано,  отъ  какой  точки  31^  и  въ  какую  сторону  на 
траектории  отсчнтывается  дуга  а\  Полезно  условиться  считать  дугу  ^?  въ 
одну  сторону  0П1  точки  Л/^  положительною,  а  въ  другую  сторону — отри- 
цательною; тогда  зиакъ  функщи  {24^  укажетъ  каждый  разъ  ато  напра- 
влен1е  отсчета* 

51.  Переходъ  отъ   первой  формы  уравкенШ   но  второИ.    Отъ  уравненШ 

(22)  можно  перейти  къ  системе  уравнен1п  (23)  и  (24).  Если  положеше 
точки  въ  ыоменп.  /  опред1|Ляется  координатами  х,  у^  ^,  то  въ  моменгь 
1Н-М  ея  координаты  будутъ:  .г  ^-  1х,  */  ч-  ^у^  г  ч-  Дг;  поэтому  полученное 
точкою  перем'Ьщеше  ио  формуле  (20): 


МАГ  =  у  {Хг)'  н-  {^^п^  -н  (Д^)'. 

Въ  приложен1и  анализа   къ  геометр1и   показывается,  что  безконечно^ — ^ 
махая  дуга  отличается   отъ  своей  хорды  на  безконечно-малую   величин^! 


-] 
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высшаго  (третьяго)  порядка  въ  сравнен1и  съ  каждою  изъ  нихъ;  поэтому 
можно  написать: 

1*=  Л5  =  МЛГ  н-Е  =  \/  [АхУ  -ь  (А^)'  -ь  (Ал)^  -ь  8,  (25) 

гд*  е  безконечно  мало  въ  сравнен1и  съ  ЖЖ'  или  также  въ  сравнен1и 
съ  А^.  Двойной  знакъ  передъ  А^  поставленъ  потому,  что,  смотря  по  поло- 
жешю  точки  М  относительно  начала  дугъ,  приращен1е  дуги  можетъ  ока- 
заться или  положительнымъ  или  отрицательнымъ,  вторая  же  часть,  длина 
хорды,  предполагается  существенно  положительною.  Разд-блинъ  об*  части 
равенства  (25)  на  А^  и  перейдя  къ  пред'1^у,  получимъ: 


или 


Зд'Ьсь  можно  воспользоваться  формулами  (22);  определяя  производный 
стоящнхъ  тамъ  функцШ  по  времени,  подставляя  въ  формулы  (26)  и  ин- 
тегрируя, найдемъ: 

^_  5  =  />^[/;чог-ь[/;'(ог-ь[/;чо' .  ^^  -ь  с.       (2?) 

Зд'Ьсь  прибавлено  произвольное  постоянное  С,  потому-что,  какъ  из- 
вестно, функцш,  отличаюпцяся  на  постонныя,  им'Ьютъ  одну  и  ту  же  про- 
изводную. Это  постоянное  можетъ  быть  определено,  если  известно  зна- 
чеше  «о  дуги  «,  соответствующее  какому-нибудь  определенному  моменту  (^. 
Уравнен1е  (27)  можно  написать  такъ: 

±  8  =  т  +  С; 

а  такъ  какъ  ата  формула  определяетъ  5  для  всякаго  момента  времени,  то 

^  ^0  =  П^  -*-  С. 
Отсюда  вычитанхемъ  находимъ: 

Вводя  обозначеше  определеннаго  интеграла,  можно  также  написать: 

±(в-  8,)  =  Г\/[Г'  т  -^  [/»'  т  -ь  [/;'  (о]^ .  й^.       (28) 

Составнмъ  теперь  уравнешя  траекторш  (23).  Давая  въ  уравнен1яхъ  (22) 
■  I  раздичныя  значешя,  мы  получаемъ  координаты  различны^ъ  точекъ, 
ващнхъ  на  траекторш.  Поэтому,  если  изъ  этихъ  уравненШ  исключить 
106  ^^  то  получатся  два  уравнешя   вида  (23),   которыя,   будучи 
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ЦСТВ1ЯМИ  уравнен1Й  (22),  удовлетворяются  веЬми  значениями  коорди- 
натъ  точекъ,  лсжащихъ  на  траектор1и* 

52.  Переходъ  отъ  второй  формы  уравненГй  мъ  первой.  Представммъ 
себ1.  ураваен1Я  (23)  1)1;шенньг51и  относительво  двухъ  и:1'ь  координап»: 

X  =  ф,  (Г),  I/  =  ф,  Гг).  (29) 

Для  данной  ЛНН1И  дуга  5  всегда  моэкетъ  быть  разсматрнваема  какъ  фун- 
КЦ1Я  одной  изъ  коордннагь.  Въ  данномъ  случае  ирездставимъ  себ4  ее  какъ 
фуикгик)  отъ  ^;  а  для  опр(?Д'1иен1я  ;1>той  функции  можно  теперь  легко  со- 
ставить выражеше  ея  нроизводноЁ,  а  именно,  нзъ  формулы  (25)  находимъ; 


Ъ;  (--)]'  ^^• 


-+-  1  -ь  Ыт.  -7- 


(30) 


Съ  другой  стороны: 

*  =  г//(П: 
поэтому  нм-Ьемъ: 

»/[ф/(^)Рн-[ф,Ч.^)?Ч-1  .  (1г  =  фЯ 

Отсюда.  ннтегрирован1е11ъ  об'Ьихъ  пастей,  можно  найти: 

причемъ  произвольная  постоянная  онред'кштсд,  если  будетъ  дано  зна- 
чеше  2  для  какого-нибудь  момента  времени.  Найдя  2  въ  фуякцш  вре- 
меня, можно  уже  определить  другая  дв*  координаты  въ  функщц  ^,  поль- 
зуясь для  этого  уравнениями  (29),  и  придти  такимъ  образоиъ  къ  уравне- 
Н1ямъ  (22> 

3.  46.  Движея1е  задано  уравнеЕ1лми: 

ж  =^  Ы  -\-  А,     у  -^  Ы  -{-  I,    ;г  =  с^  -н  т. 

Определить  5  въ  функи;1И  ^  въ  иредиоложеши,  пто  длина  пути  отсчи- 
тывается  въ  сторону  движения  отъ  положешя  точки,  соотв-Ьтствующаго 
моменту  I  =^  а  О  ТВ, 


-Ь^ч-с^  .  /, 


(31) 


а  Ь  е 

Движение  это  равномерное  и  прямолинейное. 

3*  47.  Показать,  что,  обратно,  если  движбв1е  р&ввои^рвое  в  прямодвдейиое, 
то  ноордпнаты  точки  выражаются  линейнымъ  образомъ  въ  функд1и  времеив* 
3.  48*  Двишен1е  аадано  уравыев1я1ш: 

Покааать,  что  это  движен1в  проиеходЕТЪ  по  кругу  п  притояъ  равномерно. 
3,  49.  Точ1са  движется  равиом-Ьрио  ца  кругу 

^;Э  Ц.  у1  __•»«  —  О,  5—0 
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и  проходить  въ  единицу  времени  длину  Н  пути.  Выразить  координаты  въ 
функщи  времени  въ  предположенш,  что  при  1=0  точка  находилась  на  оси  (х) 
и  что  вращен1е  по  кругу  происходить  вь  сторону  движен1я  стрелки  часовъ. 
Для  р^шеп1а  заметить: 


|=)/'^-(©=р^,.  •=-■ 


<1х        V    ^   '  \вх)        у 
поэтому 


=  Ьа1. 


\/  г^  —  х' 

3.  50.  Составить  уравнен1Я  равном^рнаго  движен1я  по  винтовой  лин1и.  на- 
черченное на  цилиндр'Ь 

л»  =  у2  —  г'  =  О 

и  имеющей  параметръ  Р  (§  15).  Отв.  Если  при  /.=0  точка  лежала  на  оси  (а?) 
и  вь  единицу  времени  поварачивается  около  оси  цилиндра  на  уголь  к^  то 

х=1гео8  (Ае),    у  =  г8гп  (Ы),    г  ==  ЛРе  (32) 

3.  51.  Опред'Ьлить  вь  предыдущей  задаче  длину  пути  вь  функщи  времени 
и  путь,  пройденный  при  цЬломь  оборотЬ  вокругь  цилиндра,  т.  е.  длину  Н 
одного  завитка  винтовой  линш.  Отв. 


(33) 


(34) 


в  =  Л  у/г-»  ч-  ра    ^        5  =  2::  V  г»  ч-  рз. 
3.  52.  Определить  траектор1ю  вь  движен1и: 

X  -.=  а  соз  {к1)  и-  Ь  8т  (АЧ), 
у  =:  а'соз  (Ы)  -н  Ь'вгп  (Л(), 

Отв.  Эллипсъ: 

(а'ж  —  ау)2  ч-  (Ь'х  —  Ъу^  —  (аЬ'  —  6а')^  =  0. 

3.  53.  Опред"Ьлить  траекторш  въ  движен1и: 

ж  гг=  Об*'  -ь  Ье-*', 

у  =  а'в*'ч-Ь'б-*', 

*  =0. 
Отв.  Гипербола: 

(а'ж  —  ау)  (Ь'х  —  Ьу)  ч-  (аУ  —  Ьа')'^  =:  0. 

53.  Уравнен1Я  движен1Я  точки  въ  по^ярныxъ  координатахъ.  Пусть  поло- 
жеше  точки  определяется  полярными  координатами  р,  &,  ф,  гд'Ь  (фиг.  34) 
р — разстоян1е  точки  отъ  полюса,  & — уголъ,  образуемый  прямою,  соединяю- 
щею точку  съ  полюсомъ,  съ  осью  полярныхъ  координатъ,  9 — уголъ,  обра- 
зуемый плоскостью  угла  д  съ  постоянною  плоскостью  СОА,  Тогда  ура- 
внвн1я 

р  =  /;(/),    в  =  /;(/),    ?  =  Га(0  (35) 

опредЪляютъ  движен1е  точки.  Относительно  этихъ  функщи  нужно  конечно 
предполагать  то  же  самое,  что  было  сказано  въ  §  46.  Уравнен1я  траек- 
тор1н  получаются  исключешемъ  перем^ннаго  I  изъ  уравнен1й  (35).  Для 
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выражен1я  же  иройденнаго  пути  въ  функцги   времени  зам'Ьтимъ,  что  беэ- 

конечно  малое   перем1;щев1е  ММ*   можетъ 

быть    опред'Уяемо    какъ   Д1агона.ть  прямо- 

уголькаго    параллелепипеда,    ребра    кото- 

раго,    СХ0ДЯ1Ц1ЯСЯ   въ   точк!^   Л/,    предста- 

вляютъ    перем'Ьщен1я,   которыя   эти   точки 

солучилп    бы   огь   И3511;ней1я    каждой   нзъ 

трехъ    поляраых!-    коордпнап.   въ  отд11ЛЬ- 

ност»: 

Поэтому,  подобно  тому  какъ  въ  §  49,  можно  написать: 
11  следовательно: 


Фиг.  34. 


р^  ^^?7^»  В  (Дф)^ 


*|=1/(:;п"--("г-'-"-(':п'-    <'« 

Поел*  этого  «  найдется  интегрпр1»ван1емъ,  какъ  въ  §  49* 

Обратный   переходъ   можеп*  быть   сд'Ьланъ   способомъ,   ыокаааннымъ 

въ  55  5(1. 

3.  54.    Выразить   въ  поляра ыхъ    координатахъ   равнои'Ьриое   давшевхе  по 

*^ТЗ'1*У  рвД1'уса  г,  предполагая  цеитръ  круга  находящимся  въ  полюсе.  Отв,: 

р  =  г,        Ь  —  %  -н  Ы. 
3,  55.  Опрод-Ьдить  траектораю  въ  двия!ен1и: 

р  =  а/,        4^  =1Ы^        ^  —  0. 
Отв  :  Архимедова  спираль. 

3.  56.  Двджевхе  происходить  по  логариомическов  соврали 

р  г=  «Д**,       9^0, 
иричемъ  Н^Ы.   Определить  «  въ  функц1и  *,    отсчитывал  дугу  огь  положееЫ 


точки  при  (^-0.  Отв* 


а  VI  ^  X* 


(е**'-1). 


3.  57.  Написать  въ  простЬЙшемъ  вид*  уралнвн1я  равном^рнаго  двиясенш 
точки  по  параллельному  кругу  рьд1уса  г,  на  сфер*  рад1уса  Д,  въ  по;1ярныхъ 
координатахъ.  Отв. 


р=^Я, 


П: 


агсёгп 


И' 


^  =  в*. 


Анадитжческов  опред'^^лбнхе  двиясбн1я  плоской  фигуры 
ж  твердаго  т'&ла  парадлежьно  плоскости. 

54.  Число  злементовъ,  определяю едихъ  двкжеЯ1е  плоеной  фигуры.   Мы 

знаемъ,  что  двнжен1е  ея  ипр€д]к1яет€я  двпжея1емь  двухъ  ея  точекъ  (§  19). 
Пусть  будутъ  $1,  т^^  и  ^3,  г^г^  координаты  этнхъ  точекъ,  3/^  и  М,^,  отно- 
сительно коордннатвыхъ  осей  (1)  и  (т]),  какъ-нибудь  расположенныхъ  въ 
плоскости  движен1я.  Движен1е  плоской  фигуры  будеп.  изв-Ьстно,  если  эти 
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координаты  будутъ  даны  какъ  функщи  времени.  Но  эти  функщи  не  мо- 
гутъ  быть  всЬ  четыре  заданы  произвольно,  потому  что,  по  неизменяемости 
разстояшй  между  точками,  ихъ  координаты  связаны  услов1емъ: 

(«1  —  ^2?  -ь  (ъ  -  ЪУ  =  (М.М^У  =  соти 
Итакъ,  движенхе  плоской  фигуры  можетъ  быть  задано  тремя  не- 
зависимыми между  собою  функц1ями  времени. 

55.  Независимые  элементы  движен1я.  Обыкновенно  бываетъ  удобн1^е 
задавать  движете  плоской  фигуры,  вместо  координатъ  двухъ  точекъ,  дру- 
гими элементами,  не  связанными  мещу  собою  уже  никакими  услов1ями. 

Кром1^  неподвижныхъ  на  плоскости  коор- 
динатцыхъ  осей  (?)  и  (тг|),  представимъ 
себ*  еще  координатный  оси  {х)  и  {у) 
(фиг.  35),  неизменно  связанный  съ  дви- 
гающеюся фигурою.  Зная  положеше  этихъ 
осей  относительно  неподвижныхъ,  мы  бу- 
'  демъ  знать  и  положен1е  фигуры  на  плос- 
кости; положен1е  же  осей  {х)  и  {у)  вполн-Ь 
определяется  следующими  элементами:  ко- 
ординатами $0»  ■'10  ихъ  начала  М^  и  угломъ 
а,  образуемымъ  осью  (х)  съ  осью  (?),  угломъ,  который  мы  условимся 
отсчитывать  отъ  направлешя  оси  (?)  къ  оси  {х)  по  часовой  стрелке  въ 
пред^лахъ  отъ  О  до  27г.  Очевидно,  что  6^,  тг|о  и  а  могутъ  быть  задаваемы 
произвольно;  если  они  будутъ  даны  какъ  функции  времени: 

5о  =  /;(0,     Щ  =  ГЛЬ1    «  =  Гз(0,  (37) 

то  этимъ  вполне  определится  некоторое  движен1е  плоской  фигуры.  По- 
нятно, что  и  обратно,  всякое  данное,  движеше  плоской  фигуры  можетъ 
быть  выражаемо  помощью  этихъ  трехъ  элементовъ. 

56.  Уравиен1Я  двитен1Я  точекъ  плоской  фигуры.  Когда  даны  функщи 
(37),  то  координаты  всякой  точки  плоской  фигуры  могутъ  быть  выражены 
въ  функд1и  времени.  Задать  точку  плоской  фигуры  можно  тбмъ,  что  за- 
дать ея  координаты  х^  у  относительно  подвижныхъ  координатныхъ  осей. 
Нужно  помнить,  что  для  каждой  точки  плоской  фигуры  коорди- 
наты X,  у  остаются  постоянными  во  все  время  движен1я.  Для 
определен1я  координатъ  той  же  точки  относительно  неподвижныхъ  осей 
формулы  преобразован1я  координатъ  даютъ: 

;  =  $0  -ь  .г  С08  а  —  //^'п  а 

=  /;  (О  -^^'  ХС08  [/;  (/)]  —  узгп  [Г,  Ш 
1Г|  =2  7]^  ч-  хвт  л  -^  у  С08  а, 

=  /;  (О  -*-  '''8ш  I/;  (/]]  -4-  усо8  [/;  (1)]. 

Эти  уравнен1я  и  можно  разсматривать  какъ  уравнен1я  движешя  данной  точки. 


(38) 
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57.  Ура8ненш  данжен!»  точекъ  твердаго  Нла,  двигающагося  парал- 
лельно плоскости.  Это  двнжеше  определяется  гймя  же  уравнешяни  (38); 
ыричемъ  только  для  каждой  точки  присоединяется  условге  относительно 
третьей  координатной  осп: 

3.  58.  Предполагая,  что  движен1е  плоской  фигуры  задано  указавнынъ 
въ  §  51  саосоуомъ,  написать  уравшш1я  движенш  въ  внд+.  (38).  Отв/,  Есди 
начало  осей  (.г//)  ваять  на  средни Ь  нрямой  31  ^М^,  а  ось(.г)  по  атой  прямой, то 


2  =  :^  («1  н-  у  + 


—  р 


^3  —  ^т 
I 


^-^Г^.^^^-ьа^7    --^-^^'-^7— 


(39) 


С40) 


гд*  I  разстоян1е  между  точками. 

3.  59.  Точка  С\  плоской  фигуры  движется  равномерно  по  кругу  ра- 
Д1уса  г,  поворачиваясь  около  начала  коордипать  С\  въ  еднндцу  времени 
на  уголъ  ш^,  а  сама  фигура  равиомЬрно  вращается  около  точки  С^,  по- 
ворачиваясь въ  единицу  времени  на  уголъ  ш^.  Составить  уравнения  дни* 
жен1Я,  предполагая,  что  при  /^0  точка  С^  находилась  на  оси  (Е)  и  что 
въ  атоп.  моменть  ось  {,/*)  совпадала  съ  осьй>  (;).  Отв.: 

р  г=  ГС05  (ш^)  -^  хео8  (Шд^)  —  ^тп  (ш^О, 

7^  ^  Г  МП  (Ш^#)  Ч-  ХШ1  (ШзО  -Ь  1/С08  (ф^). 

3.  60.  Составить  уривнеехя  дввжен1а  шатуна  М^М^  иаровой  иашвны 
(фнг.  30),  предполагая*  что  мотыль  ОМ^  вращается  равяом'крно,  поворачнвадсь 
въ  единицу  времени  на  уголъ  ш.  Рйш.  Воэьиеиъ  начало  осей  (^т^)  въ  цеетрк 
вращеыш  мотыля,  а  ось  г5)  по  траекторЫ  точки  М^,  Означая  череаъ  а  длжну 
мотыля^  а  череаъ  /  длину  шатуна 

и  предполагая,  что  последи  1Й  прЕ  .^         ' '  % 

^=0  л е жаль   на  оси  (;),   ны-Ьемъ: 

'ц^  =0,      ;,  =  а  сое  {ш1), 

а    изъ   услов1я    аостоянотва  раз- 
СТОЯИ1Я  М|Жз  наЙдемъ: 


5,  =  ?,:^1У'^'-^; 


Фвг.  36. 


причемъ  расположение  фигуры    показываетъ,   что  зд'Ьсь    нужно  ваять  нтшшМ 
зн&къ,  Посл-Ь  этого  остается  прим-Ьнить  формулы  (3;0. 

Аналжтичбсвое  опредфдбше  движенга  твердаго  т^а 
около  неподвижной  точки. 

58.  Число  элементовЪу  опред^ляющихъ  движен1е.  Мы  знаемъ,  чтодви- 
жен1е  твердаго  гЬла  около  неиодвижной  точки  опред'^1яется  двнжешемъ 
двухъ  его  точекъ  3/р  Л/д,  не  лежащмгь  на  одной  прямой  съ  недодвижною 


'•^^^^    ^  .      .    ^,    '    '  ,   'С,   1>    -^•аргя»,  лс^'^Сш^  Т1Чксь.    'м^гь» 

л«^•^^^V  л^гчрмжгг^.    ^?1е^>/чт«    т^с%.  Т1»1>с:;.  ж .   Ж^   г        т^.хгг  :^xл- 
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/^/^^/  ^//^^^  '^г^/^А^^!.  ^^#*^/^й^л    Иуж!»//  олм^^а^.  пжЬть  п  ицт.  ^го  жзъ 


///^^  V,     ^    ///«^  ^^     I    /'^т^  '(^  "г:    1^ 


(42) 


///<»  у,  ^//«^  у,    ♦    /^/«  (>.  тщ  [1^    ♦    /'/м  •/,  СОЛ-/,  =  О,  /  (43) 

тч  н^  I Ш1  »й ^    \    тщ  ||,  П1^  \\.^    I    пт  у,  Л'ол  ^у  ^=  0. 

Ми1и'И'  м1М1|(  «1ммм«ммм<  и<|)  мотко  ШМ)  Ш  написать  и  шесть  другихъ, 
111ИН11<)М1И(^)1   01||/|ИМи1МИ   М|М1ДМ;1у11Мт.: 

1МИ''  [1,     I    1'.|^-  (1,    I    гм;^*'  [1,         1.  ^  (44) 


пи"    ^,       I      ГИ^'    )^      I      »'1М<*   1, 


1; 
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сов  р, 


ст 


II 


С08  Эз  СОЯ  7з  -Н  С08  рз  ^^^  1ш  =^  ^* 


€08  7^  С08  а^^    Ь  €08  Та  сое  «3  ^^  ^^'^  Т|  *^**^  ^д  ^^  *** 
соя  а4  С08  р^  н-  С05  Лд  С08  р^  ч-  с^ог?  01|  соз  р,  =  0. 


(45) 


60.  Углу  Эйлера.  Эйлеръ  (ЕнЬг)  показалъ,  что  вагЬсто  9  уповъ,  свя- 
занныхъ  шестью  квадратичными  закисимостямк,  можно  раэсиатривать  три 
независнмыхъ  между  собпю  угла,  которые  п  называются  его  име- 
немъ.  Они  нграки-ъ  весьма  важную  роль  въ  механнк1|;  а  такъ  какъ  они 
могугь  б1,1ть  отсчитываемы  разлнчнымъ  образомъ,  то  необходимо  заран1>е 
условиться,  какъ  мы  будемъ  нхъ  изм^рять  н  обозначать  въ  нашвмъ  курсЬ. 
Мы  будгмъ  разсматривать  слЬдуюние  углы 
(фиг.  37) 

О — уголъ  меаду  положительными  напра- 
влешими  осей  ^  и  (--), — отсчитывается  отъ 
оси  (С)  и  можетъ  принимать  значен1Я  отъ 
О  до  т.;  онъ  измЬряетъ  также  нак-юнъ  ллос^ 
кости  {.///)  къ  плоскости  (;-ц1.  Изм*Ьнен1ю 
угла  &  соотв1>тствуегь  вращение  около  оси 
0.4,  прямой  Перес Ьчешя  плоскостей  {.а/)  и 
(Етг|),  называемой  лившею  узловъ  (тер- 
минъ  взять  пзъ  астроном1И).  А  именно,  нз- 
М'Ьнен^ю  угла  соотв^.тствуетъ  вращенге  около 
оси,  перш^ндикулярйой  къ  плоскости  угла;  ОЛ  и  является  такою  осью. 
Положнтелънымъ  будемъ  считать  то  направление  этой  прямой,  откуда  вра- 
П1ен1е,  которое  нужно  произвести,  чтобы  отъ  оси  (1^)  перейти  къ  ося  [г)^ 
кажется  происходя  щи  мъ  по  часовой  стрЬлк]». 

9  —  уголъ  между  положительными  наиравлен1ями  оси  (;)  и  диН1И  уз- 
ловъ; онъ  лежитъ  въ  плоскости  (Ет^),  отсчитывается  отъ  оси  (I)  по  часо- 
вой стрЬлкЬ,  если  смотр1»ть  на  него  съ  положнтельнаго  конца  оси  (С),  и 
можгп.  принимать  значения  м^'жду  О  и  27г.  Пзм^нешю  этого  угла  соот- 
в'Ьтствуетъ  вращеше  около  оси  (С). 

Ф — уголъ  между  положительными  наиравлен1ями  лннги  узловъ  н  оси  (^"); 
онъ  лежип>  въ  плоскости  (.г/^).  отсчитывается  отъ  лин1И  узловъ  по  часо- 
вой стр^лк1;,  если  смотр Ьть  на  него  съ  положнтельнаго  конца  оси  (г),  и 
можетъ  принимать  значен1Я  между  О  и  2:г,  Изм^Ьненш  этого  угла  соот- 
в'Ьтствуетъ  вращение  около  оси  (г*). 

61.  УравненЕя  движенш.  Каждой  систем-Ь  значенШ  угловъ  в.  ^  и  ф, 
которые  могуп,  быть  задаваемы  независимо  одинъ  огь  другого.  соотв'Ьт- 
ствуетъ  опредЬленное  иоложеше  подвижныхъ  осей  относительно  неподвиж- 
ныхъ  и  следовательно  определенное  положен1е  гУа;  наоборотъ,  каадому 
положенш  гкда  соотвЬтствуетъ  определенная  система  угловъ  Эйлера,  По- 
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точкою  о  (§  30).  Поэтому  движеше  гЬла  будетъ  изв'Ьстно,  если  коор- 
динаты (61,  т)!,  СО  и  (5а,  "Па»  ^г)  »тихъ  двухъ  точекъ  будутъ  даны  какъ 
функщи  времени.  Но  эти  функщи  не  могутъ  быть  задаваемы  всЬ  произ- 
вольно, потому  что  шесть  координатъ  связаны  тремя  услов1ями  неизме- 
няемости взаимныхъ  разстояшй  трехъ  точекъ  М^,  М^  и  О.  Итакъ,  дви- 
жен1е  твердаго  т^ла  около  неподвижной  точки  определяется 
тремя  независимыми  между  собою  функц1ями  времени. 

59.  Углы  между  координатными  оояии.  Обыкновенно  бываетъ  удобнее 
задавать  движеше  инымъ  образомъ.  Пусть  будутъ  {хуг)  координатный  оси, 
неизменно  связанный  съ  двигающимся  т^ломъ  и  имеющ1я  своимъ  нача- 
ломъ  неподвижную  точку.  Если  известно  во  всякШ  моментъ  времени  по- 
ложете  этихъ  осей  относительно  неподвижныхъ  осей  (5т]С),  у  которыхъ 
мы  будемъ  предполагать  то  же  начало,  то  известно  и  положеше  двигаю- 
щагося  гЬла.  Положенхе  осей  {хуг)  относительно  осей  {Ь\^)  можно  опре- 
делять 9  углами,  которые  мы  условимся  обозначать  согласно  следующей 
табличке*. 


(41) 
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Если  эти  углы  будутъ  даны  какъ  функщи  времени,  то  движете  тела 
около  точки  будетъ  известно.  Нужно  однакоже  иметь  въ  виду,  что  изъ 
9  угловъ  только  3  можно  считать  независимыми  вследствхе  известныхъ 
связей  между  ними: 

С08^  а^  Ч-  С08^  р^  н-  ст^  у^  =  1, 

С08^  «2  ~*~  ^^^^  ?2  ~*~  ^^^  Та  =  1  ^ 
со5^  а,  -ь  со8^  рз  "»-  ^^^^  Тв  ^^  ^  • 
С08  аз  С08  а,  -л-  со8  рз  со8  р,  -н  С05  Уз  еш  Уз  ^0/ 

С08  «3  СО^  0^1  "•-  (^08  р,  С08  Р1  Ч-  е08  у,  СОй"  у^   =  О, 

сов  а^  С08  «3  -Ь  С08  Р1  С08  р2  ч-  тз  у1  €0$  у.,  ^  0. 

Вместо  этихъ  зависимостей  можно  было  бы  написать  и  шест1| 
янляющпхся  следств1ями  предыдущихь: 

С08^  Лу^  -4-  С08^  а^  -4-  €91!''  -     — 
С08^  Р^  Н-  С08^  рз  ►-!-  С 
С08^  у^   -4-  С08^  у,  -+ 
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§  61,  ф.  45. 


сов  р^  тв  7| 
сов  ^1  сов  Л| 

С08  «5  С08  р1 


С08  7^  С08  а^ 

сш  а^  СОЛ  рз 


сое  рд  со»  у,  =г  О,  ^ 

сое  7|  ^^  ^3  ^  ^^* 

С05  а,  сг>^  р,  ^  О, 
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60.  Углы  Эйлера.  Эйлеръ  (ЕиЬг)  показалъ,  что  вм*сто  9  угловъ,  свя- 
'|юныхъ  шестью  квадратнчшлвт  зависимостями,  можно  разсматривать  три 
мезависнмыхъ  между  собою  угла,  которые  и  называются  его  име- 
немъ.  Паи  нграютъ  весьма  важную  роль  въ  механике;  а  тат.  какъ  ови 
могугь  быть  отсчитываемы  различнымъ  образомт!,  то  необходимо  заран1е 
условиться,  какъ  мы  будемъ  ихъ  измерять  и  обозначать  въ  нашемъ  курс!. 
Мы  будемъ  разсматривать  слЬдуюпце  углы 
(фиг.  37) 

О— ^уголъ  между  положительными  яапра- 
влекшми  осей  ^  и  {^'),  —  отсчитывается  оп> 
оси  (С)  н  можеПр  принимать  знапеиш  отъ 
О  до  т:;  онъ  нзм'Ьряетъ  также  наклонъ  плос- 
кости (.г//)  ^^'ь  илпскости  (^г\\  Изм!.нен1Ю 
угла  О  соотв^1|ТСТвуегь  вращен1е  окол(1  оси 
(>А,  прямой  перес'Ьчешя  плоскостей  (.г//)  и 
(Ет]),  называемой  лпн1ею  узловъ  (тер- 
мияъ  озят-ъ  изъ  астроном1и),  А  именно,  из- 
м1>нен1ю  угла  соотв^тствуетъ  вран1ен1е  около 

оси,  перпендикулярной    къ  плоскости   угла;    ОА  и  является  тял**  *»^^«- 
Положительны мъ  будемъ  считать  то  направ.1ен1е  г^той  пряко!.  (^^  ^^^^' 
щеше,  которое  нужно  произвести,  чтобы  отъ  оси  (^  пер<'*1»  ^  *^''  '  *'  * 
кажется  происходящимъ  но  часовой  стрЬлк'Ь. 

9  —  уголь  меаду  положительными  направлешями  ос»  Ф  *  ^^  ^ 
ловъ;  онъ  лежит»,  въ  плоскости  (Етг!),  отсчит||Шается  оп  *^  "  ■*"'^ 
вой  стрЬлк'Ь,  если  смотреть  на  него  съ  иоложительнал^ ^^^  • 

М0Ж11П,  ирийммать  значен1Я   между  О  и  2»*    УЫ^ш^  ^*  *^  ^^'^'^ 
в^  п1е  (Жоло  оси  (ь)^ 


м?1  ' 


ПШОБГ 
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этому  движете   твердаго  гЬла   можетъ  быть  опред'Ьляемо  гЬмъ,   что  эти 
углы  задаются  какъ  функцш  времени: 


»  =  /;(о,  9  =  /;  (О,  Ф  =  Гз(0. 


(46) 


62.  Выражен1я  угловъ  между  координатными  осями  черезъ  углы  Эйлера. 

ВсЬ  9  угловъ  между  координатными  осями  могутъ  быть  выражены  черезъ 

Эйлеровы  углы  при  помощи  фор- 
мулъ  сферической  тригонометрхи. 
Достаточно  показать  это  на  одномъ 
изъ  угловъ,  напр.  «1.  Опишемъ 
изъ  начала  координатъ  шаровую 
поверхность,  рад1усъ  которой  ра^ 
венъ  единице  длины,  и  зам^тимъ 
пересЬчешя  съ  нею  плоскостей 
(5'П),  {^У)  и  {Ь)  (фиг.  38).  Лиши 
перес1>чен1я  образуютъ  сфериче- 
скШ  треугольникъ  ВСВ,  въ  ко- 
торомъ  /^  ВС  ^9,  '--^  СВ  =  ф, 
/-Ч  ВВ  =  а,  а  вн'Ьшнхй  уголъ 
{ВСЕ)  =  0.  По  основной  формул* 
сферической  тригонометрш 


Фиг.  38. 


или 


С08  ВВ  —  С08  ВС  С08  СП  -н  згп  ВС  зт  СВ  со8  (ВСВ) 
С08  а^  =  С08  9  С05  ф  —  8т  ф  згп  ф  соз  &• 


Разсматривая  треугольники  ВСЕ,  ОВС,  ВВС,  РСЕ,  ЕСС,  НСВ,  ГНС 
и  уголъ  (^),  найдемъ  выражешя  для  остальяыхъ  8  косинусовъ.  Вся  си- 
стема формулъ  будетъ  следующая: 

С08а^  =  С08^  С08  ф  —  8171  ф  ЗгП  ф  С08  8, 
С08  «2  = С08  (р  ЗгП^  8гП  ф  С08^С08  &, 

сов  «3  =1  ^п  ф  8гп  8; 

(ЮЗ  р,  =  згп  ф  С05  ф  -н  С08 ср  згп*^  саз  8, 

соз^^  =  —  згп^  згп^  ч-  со8^соз^созЬ,\  (47) 

С08  Рз  =  —  С05  ф  зт  8; 

соз  ^1  =  зги  ф  зт  8, 

с'08  72  =  008^  5гп8, 

008  78  =  созЬ. 

63.  Формулы,  опред%ляющ1я  движен1е  какой-нибудь  точки  гкла.  Когда 
даны  функцги  (40),  то  координаты  всякой  точки  т*ла  могутъ  быть  выра- 
жаемы въ  функц1и  времени.  Пусть  точка  М  будетъ  задана  постоянными 
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§  64,  ф.  48, 


даа  нел  координа1^хМн  ^\  */,  ^,  Ея  координаты  относительно  неподвижныхъ 
осей  ощ)ед1'ая11)тся  формулами  преобразованая  координаты 


^  —  ^  тз  ^1  Ч-  ^^  СО,^1Га  -*-  ^  С<>5  Та? 


1 


(48) 


он'Ь  являются  функшЯхМн  времени,  если  представить  себ'Ь,  что  сюда  подста- 
влены выражеп1я  (47),  прнчемъ  углы  Эйлгра  заданы  какъ  функшн  времени. 

3.  61.  Одинъ  изъ  узловъ  Эйлера,  '^  или  '}^,  остается  иостояваынъ,  другие 
два  изм]1няются  пропорцгональио  времени,  причемъ  предполагается,  пто  въ 
нанальЕы!^  момонтъ  ойЬ  координата ыя  системы  совпадали,  ОпрС'Д'Ьлить  поло* 
шен1я,  к*»торыя  по  прошествии  одной  секунды  заиметь  въ  ^тнхъ  двухъ  дви- 
жен1яхъ  точка,  лежащая  на  оси  (*)  въ  разстоян1и  единицы  отъ  пачаяа  коорди- 
натъ,  и  определить  разстоянге  меасду  этими  двумя  положен1ями. 

3.  62.  Предполагая,  что  одинъ  изъ  угдовъ  Эйлера  остается  постояпвымъ, 
определить  положен1е  оси  вращения,  эквлвалентнаго  нзм4ивП1ямъ  двухъ  осталь- 
пыхъ  у1'<10въ  на  четверть  окруягносги, 

3,  63,  Колесо  вращается  равномерно  около 
оси,  которая  въ  свою  очередь  вращается  рав- 
яом*Ьрво  около  другой  оси,  описывая  около  нея 
круговой  конусъ,  образующ1Я  котораго  накло- 
нены подъ  угломъ  5  къ  его  оси.  Составить  урав- 
нения дпижон1я.  Отв.  Веря  ось  колеса  за  ось 
й),  вторую  ось  вращен1я  за  ось  (С)  и  предпо- 
лагая, что  при  *  =^  О  оси  (*)  п  {х)  лежали  въ 
плоскости  (С;),  иаходимъ  (фиг.  39) 

7Г 


ш1^ 


ш'1, 


Фиг.  39. 


гдЬ  шиш'  суп»  изменеа{я  угловъ  «^  и  ^^  въ  единицу  времени. 

Анадитическое  определен!©  движен1я  твердаго  т^Ьда 
въ  самомъ  обшемъ  случа1^. 

64,  Число  алементовъ,  опред^ляющихъ  движение.  Движение  твердаго 
тЬла  опред1^ляетсл  движен1емъ  трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной 
пря>«ой;  поэтому,  аналитически,  оно  можетъ  быть  опредкияемо  гЬмъ.  что 
координаты  этнхъ  точекъ  задаются  какъ  функщи  времени.  Эти  функаш 
однакоже  не  могутъ  быть  выбираемы  произвольно,  потому  что  9  коорди- 
натъ  связаны  3  услов1ямн,  выражающими  нензм'Ьняемость  разстоятй  между 
точками.  Мы  заклшчаемъ  отсюда,  что  движен1е  твердаго  тЬла  опре- 
д-Ьляется  въ  общемъ  случа*  шестью  независимыми  функц1ямв 
времени. 
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65.  Независимые  киненатическ1е  элементы.  Мы  знаевгь,  что  движете 
твердаго  гЬла  можно  разсматривать  состоящимъ  изъ  поступательнаго,  опре- 
д'Ьляемаго  движешемъ  произвольно  выбранной  его  точки  А1^,  и  изъ  вра- 
щешя  около  этой  точки  (§  36).  Поэтому  движете  гЬла  будетъ  известно, 
если  будутъ  даны  какъ  функщи  времени:  1)  координаты  ?01  '^о^  ^  точки 
М^  и  2)  три  Эйлеровыхъ  угла  &  <р,  ф,  которые  съ  неподвижными 
координатными  осями  (Етг]^  образуютъ  оси  {хр^\  неизменно  связанный 
съ  двигающимся  твердымъ  гЬломъ  и  им'Ьющ1я  точку  Жо  свои.>гь  нача- 
ломъ.  Для  опред'Ьлеяхя  этихъ  угловъ  бываетъ  иногда  полезно  пред- 
ставлять себ*  вспомогательный  оси  (х'у'2:%  проходяпця  черезъ  начало 
неподвижныхъ  осей  и  постоянно  остаюпцяся  параллельными  осямъ  (ху^), 
или  также  оси  (Е'тг]'?')^  остаюпцяся  параллельными  неподвижнымъ  осямъ 
(5т|С),  но  им^юпця  своимъ  началомъ  точку  М^  и  следовательно  участвую- 
щ1я  въ  поступательномъ  движенш  твердаго  т*ла. 

66.  Урав11ен1я  движен1я  точеиъ  т-Ьла.  Когда  даны: 

«о  =  /1(0,        'П,  =  ГЛ0.       ^0  =  ^3  (О, 


то  движете  какой-либо  точки  гЬла,  заданной  постоянными  координатами 
X,  у,  2,  можетъ  быть  выражено  по  сл^дующимъ  формуламъ  преобразован1я 

координатъ: 

5  =  ?о  Н-  хсо^а^  ч-  усоза^  ч-  гсоза^, 

Г1  =  71^-^  хсо8^1  -+-  .V  С05  р2  ~ь  -2^  <^08  рз,  '  (50) 

^  =  ^  -^  X  С08  -^^  -^  у  соя  72  н-  ^С08'(^;  ' 

при  этомъ  9  косинусовъ  могутъ  быть  выражены  черезъ  &,  ф,  ^,  по  фор- 
муламъ (47),  и  такимъ  образомъ,  по  формуламъ  (50),  координаты  5,  тг),  ^ 
заданной  точки  являются  функцДями  времени. 

3.  64.  Составить  уравнешя  равном^рнаго  винтового  движешя  твердаго 
т^ла.  Отв.  Бзявъ  оси  (С)  и  (§)  на  винтовой  оси,  начало  координатъ  въ  поло- 
жен1и  точки  Л/,  при  (^0  и  предполагая,  что  ось  (х)  въ  этотъ  моментъ  совпа- 
дала съ  осью  (5),  получимъ: 

5  =  ж  сое  «1  ~  у  «•я  а„ 

т]  "Г  а?  8%п  а^-*-  усо8  «1, 

при  этомъ  а,  =:  0)^        Со  ^=  с^, 

гд11  ш  —  уголъ  поворота  около  винтовой  оси  въ  единицу  времени,  а  с  —  путь, 
проходимый  въ  единицу  времени  по  винтовой  оси  точкою  Жо. 

3.  65.  Написать  уравнен1я  движения  зенли  около  солнца,  предполагая  для 
простоты,  что  эклиптика  есть  кругъ  и  что  движен1е  по  ней  центра  земли, 
происходить  равпом-Ьрно.  Р-Ьш.  Примемъ  центръ  солнца  за  начало  неподвиж- 
ныхъ координатныхъ  осей,  ось  (I)  возьмемъ  перпендикулярно  къ  плоскости 
эклиптики,  ось  (5)  нлправимъ  къ  точк-Ь  зимняго  солнцестояшя  (фиг.  40)  и  по- 
ложеше  земли  въ  этотъ  моментъ  примемъ  за  начальное.    Точку  Жо  возьмемъ 
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§  07,  ф.  50. 


въ  центра  земли ^  положительную  ось  (^)  по  земной  оси  къ  с:Ьвервону  полюсу, 
)1  предполошимъ,    тго  при  1  =:  О  ось  (х)    деж1пъ   въ  одоскостА   осей  (С)  и  {*% 


Тогда 


?«  =  й  соя  (Щ    Т|о  =:  Е  пп  (Ы),    Со  =  0. 


гд^  П  разстоян1е  земли  оть  солнца,  а 


2х 


365,25  ,  24  .  60  .  60 

Если  пренебрегать  процессгею,  то  линш  узловъ  (прямую  пврес11чен1я 
плоскости  экватора  съ  плоскостью  эклиптики)  нужно  считать  постоянно  со- 
ваадающею  съ  осью  (т^);  такъ  «гто 

Точки  на  земной  поверхиости    перемещаются  съ  запада  на  востокъ;    поэтому 
съ  пол ожитель наго    конца  оси  (г)   вращев1е   аеэали  кашется   отрицательньшъ; 

следовательно,  по  нравялу  §  60, 


причемъ 


2 

2ж 


ф(, 


24  *  60  .  60 

Нлкопецъ^  {)  иззлеряеть  наклопъ 
плоскости  экватора  къ  плоскости  эк- 


лпптнкп: 


О  =  23^  27' 29". 


Фиг.  40. 


После  этого  по  формуламъ  (47)  п  (50)  уже  легко  составить  уравиенш  дви- 
жен1я  любой  то*1Ки  земли. 

Аналитическое  опред'Ьленхе  составного  и  относит  ел  ьнаго 
движен1я  точки  и  твердаго  т'Ёла. 

67.  Составное,  относительное  и  переносное  дв1«жен1я  точки,  иредста- 
внмъ  себЬ,  что  точка  Л  совсршаег!'  н1а:огоро1'  дЕ1ижен1е  до  лкнш  АВ 
(фиг.  41),  которая  въ  то  же 
цмтя  непрер^внымъ  образомъ 
игш1.няегь  свое  иоложенге  въ 
оростраяств'Ь.  Въ  общемъ  слу- 
чаЬ  ата  лин^я  мож^ть  нспре- 
рывнымъ  же  опразомъ  измФ.нять 
и  свою  фор1п\  Абсолютное 
движенш,  которое  точка  Л  по* 
лучаетъ  такимъ  образомъ  въ 
л  ространств'Ь,  назы  вается  ея 
составнымъ  или  сложи ымъ 
двнжен1емъ:  двпженге  же  ея  по 
Л1Ш1И   АН,   если    не    обращать 

виимац|я  на  движ1'Н1е   последней,  называется  относительнымъ:   пако- 
нецъ,  движон1е,  которое  им'Ьла  бы  точка  Л/,  аставалсь  на  лин1н  ^Ш  т^ 


А  7 


Фиг.  41. 


5Л  — 


пбдтгяг»01л   яг   ил|>^1Г0сягсь  таш1о   {«V   гтрострашггвгЬ  оъ  этою  ^ншеI>.  5аг- 

дяиж^и^л  тоткя  сдаглетса  ягзгк  гг^реяосиаго  я  относительнаго. 

Вп;  тякггягостяг.  ^ийл  >!//  лоасетъ  аршаддежапъ  дмггаюагеяуся  твер- 
до>гу  т*^/;  йгя  та(соэгь  с^1а11,  ггри  аналгппескозгь  изучеж1я  сложнаг-) 
Д|«гжля1я  то*тй:1г,  ргграг/гк  родь  форхудьг  юкя^^иатжкк  твердаго  гЬла. 

^1тл«^>т^  ггрг>сх1дятк   ряд1.  а/^солг/гньггъ   полояен!!  тотга  3/.  зазгЬтимъ 

ряд1.  ^я  положм/Цк  >Л  -1!^\  ->/%  ^'^ на  лин1И  Л^В.  соотвг^тствуюпшлъ 

щоу1^.1Пнт.  Л  /Г.  Л,  /"'.,,,.  я  рядъ  полг>жея1й  ЛД  Л 'Я.  Л"^\  Л  "Б". ... 
лк*»1Я  ЛУ/  ягк  йтя  же  яоэг^гяты  вр^яеяи.  я  ярояедежъ  траекторш  3/<;. 
.</'С,  Д/''/'"',  М'^'(У'\..,.  К(/тория  описываг/гъ  т*  тотея  самой  ляяШ  Л  Л. 
гг  к^/торими  то^ка  ^1/  пряходяп.  последовательно  вгь  совпаден1е.  С^ть. 
г/^раяувжая  (/Ап1йи  сягпгеяаяя  ляя1Й,  кожегь  служить  Д1я  последователь- 
иаго  постр^)^гЯ)Я  абс^аг/гяыхъ  полож^гЯ1Й  Л/,  3/,,  ЗД,  3/,,,...  точки  3/:  этн 
го^^ги  ра<шолага1г/гся  1гь  ука^яяой  с1>тя  д}агонально. 

68.  С«етя0;1#я)0  д§1шеяН|  т«чяя  шп  треп  ярямдяиеШмыхъ.  Абсолж^тное 
,у§яж*'пиз  топки  ясж^ггь  пр^.'дстаяляться  составленнымъ  и  бол^е  ч^мъ  изъ 
д»ухг  Дйяж1?й1й.  Напр*  ненках:  двяжен1е  точки,  если  оно  задано  уравне- 
я1яяя  (22),  яож1!ГК  быть  рассматриваемо  какъ  составленное  изъ  трохъ 
Дйиж<гя1й;  точш  лмиж(ггсн   по  прямой  ЛИН1И  ЛБ  (фиг.  42),   параллельной 

оси  (х),    и  это  двиясен1е  выражается 

травяея1еиъ 

^  =  /;  (0; 

дта  лин1я  движется  въ  то  же  время 
поступательно  по  направлен1ю  оси  (у), 
и  движен1е  всЬхъ  ея  точекъ  выра- 
жается уравнешемъ 

у  =  Га  (0; 

представимъ  себ*  наконецъ,  что  плос- 
кость А  В  ВС,  описываемая  движе- 
Н1емъ  прямой  Л  Б,  движется  посту- 
пательно по  направленш  оси  (г),  при- 
чрмь  Д11||жгн1г  т'Ьх1.  ся  точекъ  опредЬляется  уравнешемъ 

^  =  /,  (0. 

Очоиидн^ч  что  при  одновременности  вс+»хъ  трехъ  движеяШ  абсолютное 
дииж1Ч1|(»  точки  будел.  выражаться  уравнешями  (22). 

3.  ее.  1Ьчт:тт1..  что  указяипое  въ  §  Г»8  ра»ложен1е  движен1Я  точки  на  пря- 
мяхиииЧ^иыи  но:1хт)к1и>  шестью  рпалпчпымп  способами. 

3.  67.  ]'л:иожпть    лноикпмь  оГ)|т:1ом1.    ппптоноо    д1Шже1П0  точки  (§  15)  на 

ОТИООИТОЛЫЮО    II    |1СрС1ИМЧ1(И\ 


у 


а>111'.  12. 
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§  60,  ф.  31. 


69,  Уравнения  сложиаго  движен1я  точки.  Пусть  точка  совершаоп»  дви- 

жен]р  по  Ег1л;оторой  линиг,  неизм'Ьнно  свя:шпной  съ  движущимся  твер- 
дымъ  г^лохгь*  Чтобы  выразить  аналитически  составное,  абсолютное  дви- 
жете этой  точки,  зададнмъ  ея  огносительпое  движеа1е  тремя  фуншиями 
времени,  0Щ)ед1иякш1ими  ея  координаты  л-,  I/,  ^  относительно  неизменно 
связянкыхъ  съ  т^ломъ  осей  (хуг).  и  зададнмъ  движен1е  самаго  гЬла  его 
шестью  кинематическими  плементамн  Е,и  т|г*  ^о-  ^»  Т»  '?*  (§  *^"'>).  тоже  какъ 
'  фуикшями  времени.  Поел*  этого  абсолютный  координаты  I,  %  ^  данной 
точки  могутъ  быть  выражены  по  формуламъ  (50).  Нужно  помнить  только,  что 
теперь  координаты./'. /А  *^  не  постоя  нныя  величины,  какъ  это  было 
въ  §  66,  гд'Ь  точка  (.г,  ^/,  я)  предполагалась  относительно  г1к1а  неподвижною, 

3,  68.  Точка  движется  по  плоской  фигур-Ь  пряиол1Тве&[10  и  раввом-Ьрво,  а 
фигура  вращается  равпои'Ьрио  около  постоянпаго  центра  (|<,^  г^^).  Состампъ 
ур&ввев1Я  абсолютнаго  движенш  этой  точки*  Отв.: 

5е  =  ае-1-6»  у=::с*-#-**;  (51) 

{  :=  5^  ч-  т  со*  «  —  у  адя  а  =:  Ее  -Ь  (в*  -4-  Ь)  со$  (ш!)  —  (с«  -»-  л1)  тп  (ш*), 
7^  г-  Т|о  -н  я  в1п  а  -4- 1/  см  а  —  т)^  -♦  (а^  н-  Ь)  «*!•  (шС)  ч-  (с1  -ь  с^)  со»  (ш<). 

Если  прямая  (51)  проходить  черезъ  точку  (5„,  у\^)^  то  точка  (Е,  1Г|)  опись» ва^^т-ь 
Архинедову  спираль. 

3.  69.  Точка  движется  равномерно  по  кругу,  привадлежащему  плоской 
фигуре^  которая  движется  въ  своей  плоскости  посту  пательво,  прямо  лип  ейво 
и  равпом^рпо.  Сог^тавпть  ураанен1я  абсолютнаго  двшкея1л  точки.  Отв.:  Если 
пачило  ппдвпжныхъ  осей  взять  въ  центре  круга,  осп  (;)  и  (д?)  совпадаю щтш 
и  ваправлеппыми  параллельно  поступательному  движев1ю,  то  можно  привить 

Е^  :^  а^  ч-  6,        13о  —  о,        ос  —  0; 

I  =  «^  Ч-  /*  Ч-  г  сое  (О^Х  1Г|  —  г  »1П  (ю*). 

Точка  опясываетъ   лвн1ю,  пааываемую 
циклоидою. 

3.  70.  Плоская  фигура  вращается 
равном1урно  около  начала  коордпнатъ, 
поворачиваясь  въ  еднаицу  времени  на 
уголъ  001  по  часовой  стр-йакЬ.  По  пло- 
ской фигур*  равном-Ьрно  двигается  точ- 
ка М    со  кругу,    рад1усъ   котораго  ра- 

вевъ  Гз,  а  дентръ  С  находится  въ  ра:эстоятн  г,  отъ  качала  коорджнатъ  (фиг.  49); 
точка  проходить  въ  этомъ  круговомъ  движепп!  въ  единицу  времени  дугу, 
иам4ряемуж»  угломъ  щ.  Это  движен{е  происходить  тоже  по  ч€И2овой  стрелки. 
Составить  уравнее1я  движен1я  точки  М.  Отв.:  Если  начала  об^жхъ  коорди- 
яатвихъ  системъ  совпадаютъ,  то  можво  принять: 

«  =^  Г|  Ч-  Гз  €08  (Ша<),  у  ^  Га  пп  {щ^)\ 

Е  =  Г1  С09  {щг)  Ч-  г,  см  [(Ш1  Ч-  ОЦ)  *] 

Т|  =:  Г1  тп  (о),*)  Ч-  г,  ПП  [(ф^  ч-  %)  (]. 

Яии1Я,  аписываемая  точкою  Л/,  иазывается  циклическою. 
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8.  71.  Кпкъ  впдоизм-Ьаяются  формулы  оредыдущеи  задачи,  фдрД|^  илн 
другое  вращеЕ1е  происходить  обратно  пасопой  стрйлкЬ.  Отв.:  Сообраано  съ 
этимъ  ыЬияются  знаки  у  ш,  или  ш^- 

3.  72.  Составить  ураинеыгя  аисодютиаго  д(ли}ксн1Л  точки,  которая  дпигяется 
равпом-Ьрио  по  винтовой  лннш^  нмчерченно!!  оа  дилипдр^,  въ  то  вррмз^  какъ 
П0СЛ11ДВ1Й  совершаетъ  равномерное  вввтовое  дви}К0Н1е  около  оси,  пересекаю- 
щей ось  цияивдра  подъ  прямымъ  угломъ.  Для  р"Ьшен1П  принять  во  В11вман10 
задачи  50  и  *14. 

70.  Составное  двише!Н1е  твердаго  т%ла.  Положнмъ,  что  твердое  ткю 
совершаегь  движенчг*  относиимьно  другого  тв^'рдаго  гУа,  которое  само 
находитсл  въ  движ*'Н1н;  тогда  абсолютное  движен1е  пвфваго  г1>ла  назы- 
вается составнымъ  или  (;ложнымъ.  движение  же  его  относительно  дру- 
гого тктл  относите  л  ьны11Ъ;  а  двлжеше,  которое  оио  нм1>ло  оы,  еслнбы 
было  нензм'Ьнпо  сйя:тно  со  вторымъ  г1иомъ,  наз1|1Е*ается  переноснымъ 
дв1шен1емъ. 

Составное  движение  можетъ  являтьо!  ре:*ультатогь  и  бол11е  ч'Ьмъ  двухъ 
составляющихъ  двпжевШ.  Можно  представить  геб^  последовательный  рядъ 
гЬлъ,  Н31.  которыхъ  каждое  нл1||егь  определенное  двпжен1е  относительно 
смежнаго  съ  нимъ,  и  опредЬллть  движение  каждагсз  илл,  этпхъ  т1лъ  отно- 
сительно одного  и;П|  нихъ,  считаемаго  уже  пеподпижнымъ.  Такая  система 
гЬлъ  называется  кпнематическок»  цЬпью.  11зучен1е  движен1я  ея  слу- 
жить основан1емъ  кинематики  машпнъ  или  теор1и  механпзмовъ  (си.  по- 
дробнее въ  глав'Ь  IV*), 

71  Составление  ура811ен1й  слошнага  двишен1я  твердаго  гЬла.  Для  этого 
можно  восиильжжатьсн  форму.т.ми  (лО),  11оложих1ъ.  что  дано  двпжен1е 
тЬла  ^"  относительно  8  и  двпжек1е  гЬла  N  относительно  неподвцжкыхь 
координатиыхъ  осей,  Проведемъ  въ  гУл'Ь  5  неизменно  съ  ннмъ  связанныя 
координатньш  оси  (^•^/^),  и  также  въ  г^^лЬ  ^''  связанный  съ  нимъ  оси  (У */::'), 
Пусть  уудуП|  Ед,  т1о,  ^,  8,  «,  ^  кинематические  элементы,  оиредкляющ1е 
ла10жен1е  осей  Сл/<г)  относительно  осей  (;т):),  н  также  х^,  //^,  г^^,  Ь\  9',  1>^ 
алемеаты,  опред1ияющ1е  положен  1е  осей  (^//'г')  относительно  осей  Сгу:^). 
ГкЬ  эти  12  ллементовъ  предполагаются  данными  функшями  времени. 
Чтобы  определить  а*3солютнос  дви;кекп:*  какой-нибудь  точки,  принадлежа- 
щей гЬлу  8'  и  заданной  постояннымп  для  пся  координатами  У,//',*' отно- 
сительно осей  (х'|/^)^  можемт.  написать  ел Му юная  дв*  системы  уравнен! п: 

от  =  оГо  Ч-  а-'  со$  а^'  н-  //  гол^  а^'  -ь  г'  а>8  а^* 

1^  ^  у^-^  ж'  сов  Э/  *ь  у  сон  р^'  -4-  у  са$  р,'    [  (52> 

Д  ^  Г^     Ь  Д*^  ССИ?  у /     Ь  //*  ^^ГКЧ  •^^  Ч-  г  С08  7я' 

5  2^  ;у  н-  Л?  соч  «^  н-  I/  СОЯ  ог^  -ь  *  С08  а, 

1Г]  =г  7[^)  ч-  X  со»  р ,  -ь  ^  сон  р 2  -ь  -г  ст  Ра    ^  ( 53 ) 

^  —  ;^^  Ч-  ^ссов^^  'I-  1/С05  72  "♦'  ^ео4?7з 


53    — 


73,  ф.  53, 


ЗдЬсь  .г,  у,  2  суть  координаты  данной  точки  гЬла  А'',  но  относительво 
осей  иуг)^  и  нредцолагается,  что  а/,  «^^  ....  *1г  выражены  известным!» 
образомъ  чер^-зъ  О',  ф\  ф',  и  точно  такъ  же  ^^,  «з:  —  Ъ  черезъ  §,  ф,  ф. 
Если  въ  формулы  (53)  нодставити  выражешя  ддя  х,  I/,  г  по  формуламъ  (52), 
то  и  получатся  непосредственныя  выражеа1я  абсолютныхъ  координатъ 
данноЁ  точки  въ  фуяЕсши  времени. 

Легко  внд'Ьть  взъ  ирсдыд)'щаг1>,  какъ  нужно  ностунать  для  опред11лешя 
абсолютнаго  движен1я  точекъ  какого  либо  члена  кинематической  цЬди, 
когда  число  этих1.  членовъ  болЬе  двухъ. 

3,  73.  11лоск«я  фигура  5|'  пращается  раввомйрво  около  •точки  С,  принад- 
лежащей другой  плоской  фигур'Ь,  которая  въ  той  же  плоскости  равиоийрао 
вращается  огсоло  иеподвпжяой  точки  О.  Составить  уравве1?1я  абсолютнаго  дви- 
жев1Я  точекъ  фигуры  8'. 

3.  74.  ТЬло  ^^  вращается  равномерно  около  оси  /%  принадлежащей  тЬлу 
#9,  которое  равномйрпо  вращается  около  оси  1\  пересЬкающейся  съ  первою 
подъ  прямымъ  угломъ  и  принадлежащей  тЬлу  5,  вращающемуся  около  непо- 
движной смги  /,  перпендикулярной  къ  осямъ  V  и  Г.  Составить  ураввев1л  абсо- 
дютнаго  д«ижен1я  точекъ  тЬла  5". 

72.  Уравнен1я  относительнаго  движенКя  точни.  Въ  §  69  было  показано, 
какъ  составить  уравнения  абсолютнаго  движея1я  точки,  когда  даиы  ея 
относительное  и  переносное  дипжен1Я,  Эти  же  уравненЫ,  если  ихъ  р11- 
шить  относительно  л\  у,  г,  могутъ  служить  для  011ред1;лен1я  относнтель- 
наго  движенш  точки  по  даянымъ  абсолютному  и  переносному. 

3.  75.  Въ  пространств-К  трехъ  язм'ЬрвВ1Й  даво  прямолинейное  и  равно- 
м*Ьрное  двнженхе  т-очки.  Определить  ел  движенге  относительно  твердаго  тЬла, 
вращающагося  равномерно  около  данной  оси.  Отв.:  Примет*  ось  пращен!»  за 
ось  (С)  и  за  ось  (>)  и  прбдположимъ,  что  оси  (;)  и  (х)  въ  начальный  моиеитъ 
совпадали;  тогда 

5  =:  я?  со*  (шГ)  —  у  »т  (и>0, 

но  съ  другой  стороны  дано: 

Исключал  нзъ  шести  уравнен1Й  $,  Т|,  С.  нвходизкгъ; 

х=^  {а^  -^  Ь)  сои  (шО  -•-  {с1  н-  (1)  /я«  {шГ)^ 
у  =:  —  (а<  -4   '^  »"*  и»>0  ч-  </*/-♦-//)  сое  (и)<)| 

73.  Относительное  движен1е  точенъ  двухъ  твердых!»  тЬлъ,  двигающихся 

независимо  одно  отъ  другого.  *>го  движение  можеп>  быть  опредияемо 
сл'Ьду!^ии1мъ  о01к1;*омъ,  Вудемъ  предполагать  размеры  обоихъ  гЬлъ  не- 
ограниченными, чтобы  им'Ьть  воз-можность  предполагать  одну  п  ту  же 
точку  иространства  прннадлежап^ей)  въ  данный  моментъ  и.1н  тому  или 
другому  гЬду;  а  это  1гредположен1е   необходимо,   чтобы   можно   было  для 


•    <^-  / 

/ 

/ 

•  у  *-'■  /у/ 

///  ■*  1 

»'^» 

■    ..        .  ■.  #-. 

/'■•■'/  '  V  .   -> 

/../,//■-../       ■/■     /   ;,5      ^^        ш        ^        ,,    ,        »     •-  . 

,     ■'    '  '       /         //       •'        '•'        *\'//,у,"  .'.''*'•     •  •■    ■« 

...    м  /  .7=*'      '  /    /     '/      п' !•    ■4'|1г1'г      '  :?'<^ '.'.;';*   '/.     '   ■     ..   ,.     /Л   .    .".'..'..      ,'..,. 
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'Ь        г       ^1     /'  г  г/    '*/<    чч\,'  »г1'</.,*     м-'     ?.■    . /;г'  *<  . . /'Г.' 'г // р,     ■>,('•  И'- я  г ',Р^* 

,,   ('     ,,        I   н     «г   'I   пгг|,(  ^1  м  МИ/.  <1'Г     ми'|»'гммм.  // »/»1И.    |;/г»0||МИИ  опр':- 
(I  1.1    I    (<    к  ./«|.  ||. /'  м1<    м  /  М  '  «  //    'мгМГ"  мм  '1М1'г   <|М  о   (///•;   ИЛИ    \^'^и^(}^}\}^^п,\ 
\ц       мм     11111    '.п    '.ИМ      нН||«|(мМММ    М|М1    МИММ111М    ДМ1Н1И    УГЛОИ'Ь    М(^адУ 
И!  III      II    I     (  •111    I  II  .(гтИ'ИММ-  I     И)  1'|| 

I    .    .      .  .       «,     .  |1       «,  I       .  М-'|1,     ПИ(</       I       »'МЧ    ,-,     Г'1Ш*,',', 

1.1  *  •,      I     '  •'•  р..  I  »•■»  р,"     I     V^т  ^^  »'|»я  ■)[,', 

И  и|1и  и  а  ИИ!    нни  ии.>  (<1<  |1.(     Ни  ми   <иимь   иоирооЬ  мы  ио\|т6н||0 

V     -»  »         ^       .       .4      4,>»%х\     чЧ«чЧ*«    ^^4^1^,-^    «     ПУ^%Л\1КЧ».1К»ГК  'ЧТЧ'  *> 


—    аэ 
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3.  77.  Два  ти^рдыхъ  т^л&  совершаютъ  равно«^»рныя  ввнтопыя  двлжетя 
около  парйллельныхъ  осей,  Опред-^лить  аналитически  пхъ  отиосдтельвое  двп* 
жетпо  и  найти  услов1я,  при  коаюрыхъ  это  дввжев1е  будетъ  иди  чисто  вра- 
щательнымъ  или  чисто  постз'пательпымъ.  Д,1«  р-Ьгаеи^я  аош^иеиъ  ось  (С)  по 
пряной,  перес^экающей  дааиыя  винтооии  осп  подъ  прялымъ  углоиъ,  к  ось  (;) 
по  первой  винтоиоп  оси^  жкгорую  при^геиъ  в>гЬст^  съ  тЬиъ  и  за  ось  (х)»  Ось 
(х')  возьмемъ  по  второй  винтовой  •►си.  Тогдл^  при  н'Ькоторыхъ  очонпдныхъ 
иред110ЛОЯсен1Ехъ^  ношио  написать; 

Относительное  дввжеи1е  будеть  чисто  вращйтвльны1съ,  если  к^^к\  и  чисто 
иоступательнымъ,  если  ш'  ==:  —  ш. 


Аналитическое  опред'Ёлеше  положеша  и  движения 

векторовъ. 

74.  Элементы  для  определен  1я  векторовъ  различнаго  рода.  Такъ  какъ 
движение  онредЬленнаго  вектора  «  (§§  4  и  45|  опрехк1яется  движек^емъ 
1*го  начала  Л,  и  его  конца  Л,,  то  аналитически  это  движен1е  мояготъ 
быть  определяемо  координагами  этихъ  точекъ,  ^о- "^о- ^  ^  ^^  "^1^1^  ^^»^"ь 
функшямп  времени,  ирпчемъ  эти  координаты  могутъ  быть  задаваемы  нро- 
нзиольно.  Птакъ,  двнженк'  опредЬленнаго  вектора  определяется  ана- 
литически шестью  незаиигимыми  алементами. 

Еа1и  начало  годографа  вектора  н  {^  45)  взять  въ  начал*  координап., 
то  координаты  точки  ,1  на  годограф*  выразятся  слЬдующнмъ  образою»; 

«5  ==  ^1    "  ^0»    ^\  ^  Ъ  —  %»    <*;  ^  м  —  ^-  (^^) 

Указанный  въ  55  45  способъ  изображать  движен1е  опред^левнаго  век- 
тора помои1ью  годографа  сводится  къ  тюму,  чтобы  задавать  въ  функцги 
времсаи,  вместо  шести  мементовъ  ^,  7)д,  ^ц,  ;^^  7)^,  ^^,  элементы  5,,*  ц,,  Сд, 
14^  ,  1*^  и^,  изъ  которыхъ  три  110сл1>дн1е  иредставляютъ  собою  слагаемые 
даанаго  вектора  по  координатнымъ  осямъ. 

Для  оиред1аен1Я  110ложен1я  и  движен1я  передвижного  вектора  и 
ш±ть  надобности  знать  вс1  шесть  алементовъ,  а  достаточно  задать  его 
три  слагаем ыхъ  и^,  и^,  и^  и  прямую,  на  которой  онъ  лежать;  поэтому 
число  вс'Ьхъ  влементовъ  равно  теперь  пяти.  ДМствительно,  сшгае- 
мыми  вектора  направление  его  прям(^й  уже  определяется,  потому  что  для 
ея  угловъ  съ  осями  коордияагь  имЬемъ: 


€08 


и 


-  3 


иг 


€08  1  =: 


(55) 


I  у -+-1«^' 


а  иоложен1е    прямой    п^гйдемъ,   задавъ    напр.  дв*    координаты    точки  ел 


—     56    — 

пересЬчешя  съ  одною  изъ  координатныхъ  плоскостей.  Ниже,  въ  §  75,  мы 
увидимъ  другой  бол-Ье  важный  для  механики  способъ  определять  пере- 
движной векторъ. 

Наконецъ,  переносный  векторъ  вполне  определяется  тремя  эле- 
ментами. 

Во  всЬхъ  трехъ  случаяхъ  элементы,  опред^ляющхе  векторъ,  предпо- 
лагаются функщями  времени. 

75.  Моменты  вектора.  Если  5^,  -ц^,  Со  представляютъ  координаты  какой- 
нибудь  произвольно  заданной  точки  на  прямой,  на  которой  лежитъ  пере- 
движной векторъ,  то  уравнеше  этой  прямой  можно  такъ  написать: 


Н  ^Ч|  ^г 

Сравнивая  эти  отношен1я  йопарно,  находимъ: 


(56) 


(57) 


т,  е.  для  даннаго  передвижного  вектора  первый  части  этихъ  равенствъ 
им^Ють  постоянный  значен1я,  не  зависящ1я  отъ  положетя  точки  (5,  тг),  ^;) 
на  содержащей  его  прямой.  Эти  выражен1я  называются  моментами 
вектора  относительно  коорданатныхъ  осей  и  будутъ  обозначаться 
такъ: 

^^  =  '^":  —^^^71^ 

^=  0/^  —Ы'^,  (58) 

Равенства   (57)    цоказываютъ,    что    при    передвижен1и    вектора 
вдоль  самаго  себя  его  моменты  не  изменяются. 

76.  Координаты  передвижнаго  вектора.   Когда  даны  для  передвижного 
вектора 

"$,     "т|»     ^'С'     ^Ь     ^^1^     Н-с,  (^'0 

то  мы  знаез^гь  нетолько  величину  и  направлен1е  его,  но  и  положен1е 
прямой,  на  которой  онъ  лежитъ;  потому  что  два  изъ  уравнен1й  Г58)  мо- 
гугь  б1,]ть  тогда  разсматриваемы  какъ  уравнен1я  этой  прямой,  такъ  какъ 
удоилстноряются  координатами  вс+>хъ  ея  точекъ.  Третье  изъ  уравнешй 
(5.^)  Г)уд1'гь  уже  сл1аст1иемъ  двухъ  остальныхъ,  потому  что  равенства  (56) 
11|)«'Д(*т;пияютт>  сооон)  только  два  уравнешя.  Также  и  непосредственно 
нидио.  МТС  пк'сть  .олемснтовъ  (Г)9)  связаны  между  собою  зависимостью 

//.     }х.     \     и      и      -I     //.    а^    _^  О.  (60) 


—    57    — 


§  78,  ф.  63. 


которая  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  рсау-1ьтагь  исключев1Я  ггере- 
м+.пныхъ  5,  т|.  С  пзъ  урапнен1Й  ("рН). 

Все  11редшествующее  иикааываегь,  чти  шесть  какихъ-либо  але- 
ментовъ  (59Х  снязанныхъ  услов1емъ  (60)»  вполн*  0пред14ляютъ 
передвижной  векторъ. 

Так1е  элементы  называются  координатами  ае.редвижного  век- 
тора. 

Когда  задается  движете  нередвижкого  вектора,  то  координаты  его 
должны  бытв  даны  какъ  функщи  времени. 

77.  Координаты  прямой  лмнЫ.  Эти-же  шесть  координап,,  если  зада- 
вать не  аиеолштныя  тмнпнны  ихъ,  а  только  ихъ  отношения,  могутг  слу- 
жить для  опред|1лен1я  положен1я  прямой  линш.  А  лмевво,  положенге  иря- 
мой  можно  оиред^^лять  ноложешемъ  передвижного  вектора  неоиред-Ьленной 
Д.11ШЫ,  а  таь'ой  векторъ  вполн1>  оиред'1;ляется  отношешями 


*        '|       '       *        ч       ' 


(01) 


лринемъ  должно  быть  соблюдено  условге  (60), 

Въ  еастоящемъ    глучаК   элементы    (ЬЩ   называются  координатами 

прямой    ЛИН! и. 

Если  прямая  двигается,  то  координап.1  ея  являются  фуякфями  времени* 

78.  Моиентъ  вектора  относительно  точки.    Моментъ!   вектора  нградутг 

<зре:шычаЙно  важнун»  роль  въ  механике.  1*азсмотримъ  ихъ  геометрическое 
значен1е.  Уже  формулы  (58)  иоказываж»тъ,  что  моменты  суть  величины 
двухъ  измЬреяШ,  т»  е,  площади.  Разсмотримъ  сначала  следующее  выра- 
жение:   __^___ 


^оао  можеп>  быть  такъ  преобразовало: 


(62) 


'С')1«5'- 


II    '-4-  «г*)--  ^-«5  -^  Ч« 


йзвачая  черезъ  р  разстоян!е  начала  Л  вектора  отъ   мачала    1»' мх^лк- 
яагь  о,  а  черезъ  и  самый  векторъ,  имЬемъ: 


Ы^  -ь  7)*1     ч-  0^-  =^  ^  иехт  (р.  *»); 


поэтому 


^  ^  У'р'и*  —  0*11*  сел*  (рм)  =:  ри  «и  (р,  И к 


(63) 


II  острой  въ  пара-!ледограммъ  О  ЛВС  (фиг.  44),  мы  увидммъ,  ть  |1 
иамЬряетъ  величину  плошадй  эюго  оараллслограмма*  Э^емс^п>  ^  мазы* 
ниется  момеятомъ  вектора  н  огаосптеаьао  точкм  О. 


^^ 


»'^ 


Ул^/^й^^/-^  т^А9(гш$^^9и  рожи  /^,  лг/  '/п.  п^ш^кл^ш  ОЛ  гъ  ш^пм- 

»Яу>*  н^'М^орл,  оулож^.пплго  яа  перпен- 
;1Н%1л$1рХ  %ъ  гглоскостя  лараллел»> 
грнщщн  ни  ту  сторояу  отъ  ^той  пло 
^'.^ог/ги,  о'пгудА  уголг  ^р,  и)  предста- 
НАН^'П'И  мищъ  отсчитаннымъ  по  дви- 
Ж'?«и>  ^/грЬлки  1асойъ.  Начало  этого 
Ж'Г>^го(т,  гк'/гапйгь  ироиивольиымъ,  т.  е.  гЗу- 
дм1иг    ятотг    и^кторь    считать   лерено- 

Кл'ли-Лы  ипктор'Ь  «/,  оставаясь  на  той-же 
||р|1М(1Й^  иим'Ьнилъ  свое)  направление  на  иро- 
тиму11(»ложно(\  то  и  мом(!Нгь  (ТО  нужно  было- 
Ш  1(мнП|м);М)11<  мми|мр(1мг,  мрпгммуположиымг  первоначальному. 

^й.  ^ЮМИриЧвОИОв  1И|ЦОМ1о  М0М«МТ01Ъ  )А  |А^ ,  К"  •  1>УДемъ  ироекти- 
|)ИИ)||)|  и.шжидь  ^ЫН(^  поочпрпдии  на  координптныя  плоскости  и  озна- 
чим ь  1ИИ  11ри|»иц1и  МРрпиь  •V.,  ,Ч  .  |Ч,.,  ИинЬстно,    что  проокшя  какой-нп- 

пудь  и.шти дм  ми  Лр^м^и^  млоог^ооть  риини  проиииодон1ю  данной  площади 
М|^  »ти)*ММУ)'Ь  у1\|(и  мо(К\У  оПЬимм  м.чоокоотями;  поотому  разсматрнваемыя 
М)мичм11м  ММ0.1ИИИИ  м\\тм\^  мы|т(^йгь  ткг: 

Ч    —  )к  ^-^у^с  цц  IV       »'^'ц    -  у^  ♦''^^  (^^»  ч)^       '^'»   -  >*  ^^'^^  (.1^»  ^)-      (^^) 

Г^  мну^>^Л  \1мр\>иы,  г<^-ж\^  М|нч^ки<м  «л\>тм«  О.^^^^МV^жноразсматрн- 
н<и^  ^?^к^  Цн>ц^цгы  ^Ц1^\чипч1ьи^>  1мчк«  ^^  г|и^хг  т^кгоровъ  м^.  я,,  я, — 

V'^пц>^  >^1^  ^^^^^^^  ^^«чч^^^^^^[1!н^^ш>>  т>  фчЧ^^^^*^  1^-^  Точи  .4'.  11ри>ек 
ю^  ^^^>^^^    <  ^,^  п.^ччлчч^^  ^ч;  \\.  ^^^«^'^Пч  г*-жо  ^^|X^р|я»Iп^  V  "^  ^^^^'^^  ^^ 
>л>»гл  ^^^^V.^    Г  ^^V^N1^^>^  •!,.  П|ч\чп^^  1н^^>^  IV  яа  пэ^^!^^!^  1^  яж1^гь 
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IX  ^- 


Ч\-^>  ч.^Л  "ч 


л.     «1  1^'     ЯЛГ. 


^^•1^. 


§  79,  ф.  б(*; 


Изъ  двухъ  заакопъ,  падвившнхсл  зд^си  всд1^дств1е  извдечешя  корвя^ 
11)^жно  выбрать  так1е,  чтобы  для  1трехъ  моментовъ  }*р.  и-  ,  ^^  удовдетво- 
рядось  установлейное  въ  §  Ть  цравидо  динейнаго  взображешя  моментовъ. 


^Ф-г 


Покажемъ,  что  нужно  удержать  верхте  зиаки.  Чтобы  въ  этомъ  убе- 
диться, досгаточно  сделать  испытан (е  на  какомъ* нибудь  частномъ  случае. 
Возьмеп!  напр.  векторъ  н  въ  плоскости  {у\'^)  параллельнымъ  оси  (С) 
и  пгЬющпмъ  начало  въ  точк'Ь  А  на 
положительной  оси  (-»]).  Непосред- 
ственно видно,  что  моментъ  такого 
вектора  равенъ  и  ,  ОЛ  н  долженъ 
(Зыть,  по  установленному  правилу, 
отложенъ  на  положительной  оси  (I), 
такъ  что 

^л.  =  а  .  ОА. 
Съ  другой  стороны,  теисфь  Е=0, 

и ,  =  и,  и  формула  (65)  даетъ 

Сравнешо  показывает!.,  что  зд-^сь  нужно  удержать  знахгъ  (ч-).  Та- 
кимъ-же  образомъ  можно  это  нров'Ьрнть  п  для  остальяыхъ  моментовъ; 
поэтому  окончательно: 


6,.  =  и    —  Т1г*^  ={*;,. 


(66) 


Ы' 


М1>«М11'    ']имк(     скииить    чт<'  («...  у   .  ^^  <:\11  К'.  н«гЯ7Ы  отвосвтелк- 

|11>  иичили  ^хии\1иииигч.  и\пи'1Ы^^  }1ттс5\-  Ь'-ст'.р;!  ва  1:о<*р111ат- 
111x14  11Д(|1  <.и1  1  м  Ь'!.  лиЛ1Ш1Лшгв'1  ми  <}л<:11г  11а:514!ьать  моневтъ 
11|и>(  1.11111  411»и1иго  |1гЬ11г|)и  ни  ^1Л^^^'.ч'}^.  ^:«'р:^^вдн^*т^ярнтю  къ 
|.|11.1|||-1|||1*\  41.    сии.    11|11К'Т1>    Ы1*ыт'1<  ы%    ла1^^^аIX'   К1'|:тора   отвоси- 


I 


^    суть    мо- 

ы<и1ы  флинта  В(*ктора  отно- 
( шсл.во  1<к»рлинатныхъ  осей. 
1^  1 11  в  с  в  (  в  1 1»! .  ияиъ  показываетъ 
1.)ииш(-&1(     ф(»|1вул1.     (Г)4)     в    (66), 

1|]|ГЛ( 'ИШЛак^ТСЛ   Ыв^СТ'}^   съ  т*мъ 

||]ич1.и1ЛМ11  1и1,тара  |1  на  коор- 

Л11Ьи1  11Ы\'|.    1)С.в\1., 

.ичии.  иотиму  Д4и1о  пчаько  разлг*- 

а»,     мтг   ОНИ    т^гяюп.    чр1'.яккг9а1но 

,   V.'V,   у|а|*»г.т^.  .^■!1)11гл11ч*^ак»1'^  11гж,  раз- 

«.,  ь    /11     'д,,     ,    _    и»     ■*,:     "^.  • --        /'.•■■     ■.-.    "      —    -•      '..7      к    >  "" 


...    г  .      ::        ■     1      :     а!      ^л^  \  ■    и 


11* П.    :■   .»•  5-  .-  5. 


II    .и^л'М1^^-•    г^.чг '_•.••..       ;;•:..* 
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§  80,  ф.  68. 


воначадьнымъ  коордннатиумъ  осямъ  и  проходящнхъ  черезъ  точку  О' 
(^0  1  ^0  1  ^Л*  Координаты  какой-нибудь  точки  (;,  -г^,  1^).  лежащей  на  пря- 
мой передвижного  вектора  /(,  относительно   новыхъ  коорднпагныхъ  осей: 

а  ооатому  моменты  относительно  этнхъ  осей: 

1^'^  =  71*иг  —  '^'и^ ^  (Г1  —  т)^ )  и.  ^  (I;  —  ^)  и^ -  ^^  ^у^^и.-^-^и^^ 

Для  определен!}!  момента  вектора  а  относительно  оси  Г,  нужно  было 
бы  приложить  формулу  ((>7)  къ  выражен'шмъ  {^8}. 

3.  78.  Когда  моментъ  вектора  относительно  данной  точки  равенъ 
нулю?  Отв.:  Когда  векторъ  лежип*  на  прямой,  проходящей  черезъ  эту 
точку, 

3.  89.  Когда  моментъ  вектора  относите,1ьно  данной  оси  равенъ  нулю. 
Отв.:  Когда  векторъ  лежитъ  на  прямой,  пересекающей  ось  или  ей  па- 
раллельной (пересЬкающеЙ  ось  на  безконечностн), 

3.  во.  Указать  вс^  векторы,  которые,  при  од ао«ъ  и  томъ  ше  кратчайшемъ 
разстоянш  оть  оси,  им*Ьютъ  одинаковую  величину  момента» 

3.  81.  Указать  вей  векторы  одинаковой  длины,  моменты  которыхъ  относи- 
тельно данной  оси  равны. 

3,  В2.  На^ти  координаты  прямой,  заданной  уравнев!яив: 

$  —  а^  Ч-  Ь,  п  —  сС  н-  *^ 

Отв.  Для  этого  нужно  представить  Э1'я  уравненГя  въ  видй  (56),  т,  е. 

а  с  1      ' 

ШНФ  КЩП»  у  воординатъ  прямой  дллпа  вектора  роли  не  Еграетъ,  то  можяо^ 
для  простоты,  принять: 


(68) 


\^^^ 


иг  ^  I; 


поел*  этого,  по  формуламъ  (ПТ)  п  (58): 

^хг  =  г/,       1к    =  —  6,        \1^  =  Ьс  —  <1а* 

3.  83.  Куда  нужно  перенести  начало  коордипать,  чтобы  моментъ  вектора 
«,  задвннаго  его  координатами  «^  »    **    ,  «*  ,  р.^  .  [1   ,   р,г ,  относительно    этой 

точки  нм-^лъ  данное  ванравлен1е,  опред^ллемое  углами  а^  ,3,  7  ^''^  осями  коор- 
динатъ*  Отв.:  Въ  какую-нибудь  точку  (;<,,  1Г|«»  1^)  на  прямой 


Н-^  '"П.":; 


'^"^   ^   ^Т)7_"^**^"^^  "'! 


^^С"  =;.%^-^'%''{ 


со«  а  со^  р  сов  *{ 

^Д*  ^0»  ^(^>  Со  предполагаются  текущими  координатами* 
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УЛ  А  ВА    п. 

Сплошное  движеше  и  скорости.  Геометричеекое 
и  аналитическое  иэсл^^доваше. 

Сяборооть  точп. 

91.  СИА1ММ1  ^11|||ИТЬ.  1И  $;  13  было  у1и1аано.  что  движеше  точее 
моэшо  сннтть  и;^Ии ткииг,  осли  »131И>с'гна  ея  ара^'ка'^^рхя  и  известна  джя 
»к'мкш\)  ыоыеит  н^теын   шммчииа  пути,  иройдеииаго  со  ней  отъ  е1^ко- 

»^    -^Г{()^  (69) 

Вм6<»()1*1«ъ  ДЖ1  ь'цкикг-миЛудь  момента  вр<?мени,  ^,  и  ^>^,,  и  вычисхимъ 
110  формуд1)  (<)!))  слютцигтнуипиЗ^н  имг  Д4иви  ир<;йдениаго  пути: 

Р«*;*ногть  <^|  ^4  11|И'Дс*тайля«т^  А1ину  пути,  иройд^'ииаго  В1»  промежутокъ 
щнлминм  /|      /).  01нишен1(« 

V       ^     ;^  (70) 

д»|^гь  иониг!^  о  скорости,  о  бмстрт^Ь,  съ  которою  былъ  пройденъ  путь 
^1  ^^  ДКЙогниимьно,  мы  говоримъ:  двнж(»н1о  происходил.  гЬмъ  быстрее, 
чк^мь  о^иьиий  путь  проходить  1Ч1чка  нъ  данный  промежутокъ  вре- 
мони,  1ин  глкшо,  чЬмь  мсньппй  промсжу1Ч)къ  времени  прот1»къ  при  про- 
Хчи1^д^М1«  длнмнгг>  пуги.  Пситшу,  если  мы  хотимъ  скорость  движешя 
М4)^дм1^  чм\М\^мц  1ч>  мы  Д1ажны  поставить  1т>  число  въ  такую  зависи- 
ккчп>  иг^  1Цн\*Д|^ннахч^  пути  и  оп»  П1к>межутка  времени,  чтобы  оно  уве- 
Д114мн^|\ч>  сь  чн^имчмнам^емъ  ие^шаго  «иемента  и  съ  уменьшешемъ  вто- 
|чц^V  )ЬV  1кЧ\>  >акx\н\\ВV  1ик1\1\^  IIVЛм^яен^м  сижг^нъ  пропорцюн^иьностн 
1Никч^||^  щчч*1ч\Ш;    ич^^^I^^му    «ч^пчписмю  ирмшмп»  для  и.иЛрени  скорости 

V^^IК^ш\^м\е  и|ч\Щ>М1ШЛ1\>  ихди  зсу  ^^ч^п!^ТVп^11омт  промг^жттку  времени 
ш^л^^гньл^^^  ч^^е^м^ж^  01.*}^^ч•»V^^^  д^мжт^м:*. 

клд*  ^ммгм51^л  ^•л'сх*  .'^^^.чкг»;*   в^:»  >У18*ч1г^  огъ  в^йггд1\^   чнол;!  елв- 

*й  91И|^1^  11И»ацц<1а1»|1ЯГ#  дмпими  Е^лдялдм  чл:с>,хг»  ?:у  зглх:;г>' 
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одну  сторону  по  лиши  движен1я  и  въ  сторону  яротивуположную.  Въ  криво- 
линейномъ  же  движеши  направлеше  скорости  определяется  направлен1емъ 
касательной  къ  траекторш  и  непрерывно  измЬняется.  А  именно,  зд-Ьсь  на- 
правлен1е  скорости  определяется  гЬмъ  направленхемъ,  которое  принимаетъ 
въ  предал*  направлен1е  безконечно-малой  хорды,  изображающей  перем-Ь- 
щен1е  точки  въ  элементъ  времени  Л^;  а  это  направлен1е  и  есть  напра- 
влен1е  касательной. 

Такъ  какъ  скорость  характеризуется  числомъ  и  направлен1емъ,  то  она 
можетъ  быть  изображаема  векторомъ.  Этотъ  векторъ  им-Ьегь  своимъ  на- 
чаломъ  двигающуюся  точку  и  направленъ  по  касательной  въ  сторону 
движен1я. 

Скорость  есть  векторъ  определенный  (§  4). 

Въ  дальнейшемъ,  говоря,  что  дана  скорость,  мы  будемъ  подразуме- 
вать, что  дана  нетолько  величина  скорости,  но  и  ея  направлен1е. 

85.  Графическое  изображен1е  закона  скоростей.  Часто  бываетъ  полезно 
графически  изображать  законъ  движен1я  такимъ  образомъ,  чтобы  можно 
было  при  этомъ  судить  и  объ  изменен1и  скорости.  Если  видъ  траектор1и 
въ  разсмотрен1е  не  входитъ,  то  часто  прибегаютъ  къ  следующему  пр1ему. 
Проведя  въ  плоскости   чертежа  две  взаимно  перпендикулярныя  оси  О  А 

и    ОВ  (фиг.  49),   будемъ   на   одной 

изъ  нихъ  откладывать  значенхя  пере- 

0  менной  I,  принявъ  какой-нибудь  от- 

Е^^.^^^'^""  Р       рЬзокъ   за   единицу    времени,    а  на 

^Пр       "  другой  оси  ппдобнымъ   же   образомъ 

;  откладывать  значения  переменной  8, 

Ймв  вычисленный  по  формуле 

Г^^ А  «  =  /-(0.  (72) 

.(.  Точки,  построенный   по  этимъ  коор- 

динатамъ,  лежать  на  лин1и,  которая 
графически  изображаетъ  законъ  движения  (72).  Такое  построен1е  употре- 
бляется между  прочимъ  въ  железнодорожной  практике  при  составлен1п 
такъ  назыв.  графиковъ  поездовъ. 

Средняя  скорость  для  промежутка  времени  СС'  =  А/,  какъ  видно  изъ 
чертежа: 

равна  тангенсу  угла,  образуемаго  хордою  кривой,  изображающей  законъ 
движешя,  съ  осью  временъ.  Въ  предел!,,  когда  средняя  скорость  обра- 
щается въ  скорость  для  момента  /,  эта  хорда  принимаетъ  направлен1о 
касательной. 
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§  67,  ф.  73. 


86.  Другой  слособъ  графическаго  нзображенгя   закона  скоростей.  Если 

требуетс^I  дать  ваглядное  11рсдставлин1е  объ  нзм1.йеЕ1И  величины  скорости, 
то  можно  дЬлать  построете,  подомное  предыдущему,  откладывая  только 
на  оси  ОБ  (фиг,  50),  вмЬсто  иройденнаго  пути,  величину  скорости,  т,  е. 
строя  точки,  координатами  которыхъ 
служагь  I  и  V,  Ли111Я  ВЕ,  опредЪяе- 
мал  этими  точ1сами,  даетъ  изобра;кете 
закона  скоростей.  На  основаши  фор- 
мулы (72)  им1>1*мъ: 


5  =    /  V  (11^ 


{1Ъ) 


Фшт,  60, 


есш  дугу  &•  отсчитывать  отъ  полож«*н1я 

точки  при  (—1^,  Принимая  же  во  вни- 

мам1е    геометрическое    значение   атого   интеграла,  мы   виднмъ,  что  длняа 

пути,    пройденнаго   точкою   отъ   момента   I^    до    какого-либо   момента    ^ 

изображается  тетфь  площадью,  ограниченною  лин1ею,  которая  выражаетъ 

закопъ  €кгфост1*й,  осью  временъ  и  двумя  ординатами. 

87,  Годогоафъ  скоростей.  Н  предыдупцй  сиособъ  даегь  только  тогда 
полное  поият1е  о  законе  скоростей,  когда  отпадаатъ  вопросъ  о  напра- 
влении скорости.  Существу егь  тре'пй 
графи ческШ  пр1емъ,  для  яасъ  наиболее 
важный,  позволяющШ  одновременно  судить 
объ  изм1;нен1Н  и  величины  и  направлен1я 
скорости.  Для  этого  можно  воспользоваться 
11онят1емъ  о  годограф*  вектора  (!{  15). 
Огь  произвольно  взятой  точки  О  (фиг.  Г>  I ) 
будемъ  откладыЕтть  векторы,  геометрически 
равные  скорости  точки  М  въ  различпыхъ 
посгЬдовательныхъ  иоложен1яхъ  посл^ЬднеЙ: 


0А  =  1\     ОА' ^ 


О  А'  =  ^^^ 


Фяг,  &1* 


Иещуерывному  движен1ю  точки  М  соотвЬтствуетъ  непрерывный  рядъ  то- 
чекъ  А,  обра^ующихъ  сплошную  лишю,  называемую  годографомъ  ско- 
рости. Эта  ЛИН1Я  нетолько  даеп>  понятие  о  томъ,  въ  какой  завнсимости 
между  собою  находятся  величина  и  направлеюе  скорости,  но  позволяетъ, 
если  дана  траектория  точки,  для  каждаго  положешл  Ж  иосгЬдней  построить 
скорость.  Для  этого  нужно  провести  въ  М  касательную  къ  траектор1и  и 
пзъ  Т0ЧШ1  О  прямую,  ей  параллельную,  до  пересечения  съ  годографомъ. 
Огр1и1ииъ  ОА  п  предсгавитъ  искомую  скорость  по  величин!,  и  но  на- 
нравлешю. 

3.  84,  ОттгЬтвть  а  а  сл'Ьдующ1е   вопросы,  относя  щ1еся    къ  периоду    графи- 
ческому способу:  а)  Какъ    иэобраапт!»    раввом^рвое    движете  съ  дхшмою  ско- 
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рротью?  Ь)  Чему  соотв^тствужхгь  отрезки  лив!^,  нзображюощеЙ 
жен1я,  параллельный  оси  временъ?  с)  Можетъ  ли  у  этой  дин1и  бмгь 
параллельный  оси  («)?.<!)  Чему  соотв'1^тотвуетъ  приближен1е  эгоИ  лжн1ж 
временъ?  е)  На  что  указы  ваетъ  переходъ  этой  лин1Л  по  друг-ую  сторову  « 
ремень?  1Р)  Что  предполагается,  если  эта  лин1я  не  проходить  чвреэъ  втчяа 
воординатъ? 

3.  85.  Ответить  на  т^  же  вопросы  при  второмъ  графическомъ  способе. 

3.  86.  Ответить  на  вопросы:  а)  Какой  видь  им^етъ  годо1^тф^  окороом 
въ  прямодвнейномъ  движенхи?  Ь)  Какой  видъ  им^етъ  онъ  при  равеом-^раон^ 
хфнволинейномъ  движенгя  по  плоской  кривой  и  по  лин1и  двоакоМ  ирщвжт^^ 
с)  Кавъ  найти  при  помощи  хюдографа  положенья  точекъ  на  траантор1я,  еоот- 
в^тствующ1я  данной  величине  или  данному  направлевио  скоро  стк?  й} 
найти  положеи1я  точки,  соотв4тствующ1я  наибольшей  или  наииеяыпеЙ  СЯ10' 
роста!?  е)  Какой  видъ  им^етъ  годографъ  при  равном^рномъ  внвтовомъ  да№ 
жев1и? 

3.  87.  Найти  среднюю  и  наибольшую  скорости  въ  теченХе  первсмК^  второ1^ 
третьей  и  т.  д.  секунды  въ  движен1и,  называемомъ  гармоняческжМъ: 

при  раздичныхъ  ц^Ьлыхъ  значен1яхъ  числа  «I. 

88.  Угдовая  скорость.  Если  точка  двигается  по  кругу,  имеющему ;|||^^1 
д1усъ,  равный  единице,  то  путь  ея,  какъ  дуга  такого  круга,  нзм-Ьряегъ 
уголь  а,  на  который  при  этомъ  поворачивается  рад1усъ,  проведевный  къ 
двигающейся  точк^Ь.  Движеше  можетъ  быть  гл^съ  задано  гЬмъ,  тго  дая1 

Производная 


изм^ряетъ  съ  одной  стороны  скорость  точки,  а  съ  другой  сторожи  ско- 
рость изм'Ьненхя  угла  и  называется  въ  посл'Ьднемъ  случае  угловоШк^ 
скоростью.  Мы  будемъ  обыкновенно   означать  ее  буквою  ш.  Если  кру- 
говое движен1е   равномерное,  то  угловая   скорость   постоянна:   въ  ато1П| 
случае  въ  абсолютныхъ  единицахъ  она  изм^ряеть  уголь,  на  который.^ 
поварачивается  радхусъ  круга  въ  одну  секунду. 

3.  88.  Опред']^лить  угловую  скорость  вращешя  земли.  Р'Ьшен1е: 
щен1е  земли  равном1;рное  и  совершается  въ  сутки  на  уголь  2^;  ноэто! 

-^  =  2476^760  =  ^'^«°^^2^- 

3.  89.  Угловая  скорость  колеса  равна  пяти.  Сколько  оборотовъ  1П 

9  л        150 
дъластъ  колесог  Отв.    ^-« 

89.  Относительная  скорость  двухъ  точенъ.  Въ  §  16  было  дано  псищ^с 
объ  относптелыюмъ  перезгЬшенш  двухъ  точекъ.  Этому  представлвн1ю  С| 
отв'Ьтствуетъ  п  относительная  скорость  двухъ  точекъ.  Предположим^  1 
формул'Ь  (10;.  что   какъ  абсолютное   такъ  и  относительное  перем&щвв 


Г8, 


вконечнсьмелы,  и  построимъ  на  11аираБлен1ш1ъ  этихъ  векторош.  векторы, 
имъ  11ро11орд1оналыгые: 


(77) 


Геометрическая  зависимость  отъ  уведичеа1я  всЬхъ  лннейныхъ  рази^ровъ 
въ  одномъ  и  томъ  же  отношешн  не  язм^няетсл;  иоэтом)' 

При  переход*  къ  пред'Ьжу  отношен1я  (77)  обращаютса  въ  скорости,  и  мы 


находи мъ 


т.  е.  отиоснтельеая  скорость  двухъ  точекъ,  двигающихся  неза- 
висимо одна  отъ  другой,  есть  геометрическая  разность  ихъ  абсо- 
лютных!, скоростей. 

3.  90,  Построить  годографъ  относительной  скорости  двухъ  точекъ,  двигаю- 
щихся въ  данной  плоскости  равнои'Ьрйо  по  двумъ  кругамъ  розличдаго  рад1уса 
въ  одну  и  ту  же  сторону  и  совершающпхъ  полные  обороты  въ  одинаковое 
время*  Отв.  Годографъ — кругь. 

3.  91.  Р-Ьшпть  ту  же  задачу  въ  предположенш,  что  точки  двигаются  по 
кругамъ  рапныхъ  рад1усовъ  съ  одинаковою  скоростью,  но  въ  развыя  стороны. 
От  В-  Годографъ — прямая  лнв1в, 

3.  92.  Построить  годографъ  отпосительнаго  двишен1я  двухъ  точекъ,  наъ 
которыхъ  одна  движется  прямолжнвйно  и  равпом'Ьрно,  а  другая  совершаеть 
равномерное  круговое  движен1е.  Отв.  Годографъ —кругь» 

Слож8я10  скоростей  въ  движенш  тожви. 

90.  Законъ  олошешя  скоростей  относительнаго  и  переноснага  двишеи!й« 

Въ  §  67  было  дано  гюнят1е  о  составномъ  движенш  точки.  Оиред^лииъ 
скорость  *'  абсолютнаго  движен1я  точки,  зная 
для  даннаго  момента  времени  ея  скорости:  г^ 
переноснаго  и  г.^  относительнаго  движеЕ1Й.  Д-ш 
этого  выд1шшъ  въ  сЬти,  изображенной  въ  §  <17 
на  фиг.  41,  одинъ  элементъ  ея  МУМ^М* 
(фиг.  52),  въ  которомъ  3/  иредставляетъ  абсо- 
лютное яоложеше  тошн  въ  моментъ  ^,  Му,  М' 
и  ^У'  ея  положен1я:  въ  абсолютпомъ»  относн- 
тельномъ  и  переносвомъ  движен1яхъ  въ  мо* 
ментъ  *  -ь  Д/.  На  хордахъ  ММ^  и  Л/Л/'  и 
М'М\  отлояшмъ  отрезки: 

Прея'!>лы  этигь  отношен1Й  предстанляюгь  скорости  г,  г',  и  »',  абсо.1  ют- 
наго,  иерениснаго    и    относктельнаго   двшксн!^.  Относительно    перв.гго  п 

6* 


С.,..-; 
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третьяго  отношенШ  это  понятно  само  собою,  относительно  же  второго  от- 
ношешя  нужно  заметить,  что  еслибы  точка  М'  своего  вгЬста  на  линш 
ММ'  не  вгЬняла,  то  отр-Ьзокъ  М'С  представлялъ  бы  въ  пред'Ьл'Ь  ско- 
рость переноснаго  двнжен1я  этой  точки;  но  съ  переходомъ  къ  пределу  мы 
вмЬсто  точки  М^  разсматриваемъ  на  линш  ММ  точку  ЛГ,  и  поэтому 
векторъ  М'С  обращается  въ  предал*  въ  переносную  скорость  точки  М. 
Въ  треугольник*  МАБ: 

МЛ  =  МВ'^ВА; 

но  на  основаши  подоб1я  треугольниковъ  МАВ  и  ММ^М': 

ВА  =  М'М.  .  ^^  =  ММ.  .  ^7  =  М'С. 
^    ММ'  *    л^ 

/  (МВА)  =  ^  (ММ'С); 
следовательно  ВА  =  М'С  и  поэтому 


МА  =  МВ'^  М'С. 

Это  соотношенхе  в^рно  при  всякомъ  Л^,  а  поэтому  сохраняется  и  въ  пре- 
д^л*;  т.  е.  _       _       _ 

V  =  V^  -^  V2.  (79) 

Скорость  абсолютнаго  движен1я  есть  геометрическая  сумма  ско- 
ростей переноснаго  и  относительнаго  движен1й. 

91.  Распространен1е  закона  сложежя  скоростей  на  большее  число  сла- 
гаеныхъ.  Въ  §  68  было  на  прим^р*]^  показано  понят1е  о  движети  точки, 
составленновгь  изъ  бол-Ье  ч*мъ  двухъ  движешй.  Законъ  сложен1я  скоро- 
стей прилагается  и  къ  такимъ  случаямъ.  Можно  сначала  приложить  его 
къ  двумъ  слагаемымъ  движен1ямъ,  разсматривая  одно  изъ  нихъ  какъ  от- 
носительное, а  другое  какъ  переносное,  и  написать: 

Разсматривая  же  V'  какъ  скорость  новаго  относительнаго  движенхя,  можно 
гринять  во  внимаше  новое  переносное  движен1е  со  скоростью  «;,  въ  дан- 
ый  моментъ  времени  и  написать: 


родолжая  такимъ  образомъ  дальше,  пока  не  дойдемъ  до  скорости  абсо- 
)тнаго  движешя,  получимъ  для  последней: 

V  =  ь\  -^  V^  -\-  <^з  -ь  . . .  (80) 

92.  Разложен1е  скорости.  Понятно  также,  что  можно,  разлагая  данное 
^олютное  движен1е  на  несколько  составляющихъ,  применить  къ  ско- 
угяъгь    правило   разложен1я   векторовъ   на  геометричесюя  соста- 
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Какъ  частный,  но  особеяяо  важный  результагъ  въ  связи  со  сказан- 
пышъ  въ  §  68,  отгЬтимъ:  Скорость  всякой  точки  иожетъ  быть  раз- 
сматриваема  какъ  геометрическая  сумма  скмростей  трехъ  пря- 
молиисйныхъ  движен1Й,  происходя  щи  хъ  параллельно  коордн- 
натяымъ  осямъ. 

93.  Геометрическое  пр11ло)нен1е  слешей  1я  скоростей .  Сложен1е  и  разло- 
жеше  скоростей  им^етъ,  какъ  это  будетъ  видно  въ  дальн1^йшемъ,  важное 
значен1е  въ  мехааик11.  Пока  укажемъ  прнложете  этого  къ  геометриче- 
ско\гу  вопросу:  о  построен! и  касательной  къ  данной  лин1И.  Идел  этого 
приложешя  была  даеа  Рооервалемъ  (ЕоЬегуа!,  1602^1675)  и  состоять 
въ  с-тФаувлцемъ: 

а)  Всякая  лишя  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  траекторЫ  точки. 
Ъ)  Движен1е  этой  точки  можетъ  быть  пред<.тавлено  какъ  составное  изъ 
движен1Й  иросгЬйшаго  вида,  с)  Предполагаются  изв1>стными  способы  про- 
ведешя  касательных!,  къ  траектор1я>П1,  которыя  описывала  бы  точка  въ 
ка^кдомъ  изъ  слагаемыхъ  движенШ.  с1)  Предполагается  изв^стнымъ  отно- 
шение между  величинами  скоростей  (и.1Н  про11орц1ональньгхъ  и«ъ  безкск 
нечно-малыхъ  перем  [ицен1Й;  слагаемыхъ  движен1Й. 

11осл1|  этого  построен1е  касательной  къ  данной  лин1и  въ  данной  на 
вей  точк1»  можетъ  быть  выполнено  по  закому  сложения  скоростей  сл1^дую- 
щпмъ  образомъ:  1)  На  касательныхъ  къ  траектор1ямъ  слагаемыхъ  дви- 
жен]й,  изъ  точки  перес1^чен1Я  посл+.дннхъ  съ  данновэ  лин1ею  въ  данной 
на  ней  точк1>,  откладываются  отрЬзкн^  пруцоршональные  скоростямъ  сла- 
гаемыхъ движенГй.  2)  Опред'Ьляется  геометрическая  сумма  этихъ  отрЬз- 
ковъ,  которая  и  будетъ  имЬть  на11равлен1е  искомой  касательной. 

3*  03.  Построить  касательную  въ  какой-нибудь  точк'Ь  фигуры  Лис  сажу. 
Р4ш.  Якнш,  вазываем^ыя  фпгурамн  Лиссаясу  (^^88а^ои$),  оплсыпаются  точкою, 
движен1е  котором  слагается  сзъ  двухъ  ваая1ШО-перпеади1«уш1римхъ  прямо- 
линейныхъ  гармоническпхъ  движея!!!,  т,  е.  такихъ.  законы  которыхъ  выра- 
жаются уравнек1нкя: 

Можно  цредставить  себй,  пто  точка  движется  по  прямое,  следуя  закону,  вы- 
ражаемому первою  изъ  атнхъ  формулъ  (относительное  движеМе),  въ  то  время 
какъ  зта  прямая  двигается  поступательно  и  тоже  прямолинейно  по  перпенди- 
кулярному къ  себ'Ь  направленхю,  по  закону,  выражаемому  второю  формулою 
(переносное  движение).  Для  подожвв1а  точки,  соотв-Ьтствующ1ию  и^1которому 
моменту  (,  ии^емъ: 


>1_ 


(И 


■=.  а^щ  сов  {Ь^  ч-  П|*)« 


г,  —  ^  -  ал  во»  (Ь,  -♦-  я,*). 


Напрявлепхе  этихъ  скоростей  изв-Ьстно;  виар&влбше  шсъ  геометрической  суммы 
и  есть  напраалон1е  искомой  касательной. 

3.  д4.  Построить  касательную  къ  А  рзс  я  недомой  спирали.  Рйш.  Прове- 
демъ  изъ  точки  О  (фиг.  оЗ)  ряд^ь  вскторовъ  р,  ддикы  которыхъ  пропорц1о- 
пальны  угламъ  I},  образуемымъ  ими  съ  некоторою  постоянною  прямою  ОЛ; 
концы  этихъ  векторовъ  лежать  на  лити.  называемой  Архимедовой  спиралью 
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(сравнить  съ  задачею  55;.  Пусть  будетъ  а  коэффищентъ  пропорщопальности 
между  векторомъ  и  углозгь;  такъ-что 

й=а1К  (81) 

Ра<;кладывая    дввжен1е    точки    по    Архимедовой     сппралп    на    движете    по 
вектору    и    на    движен1е,    зависящее    отъ    вращен1я     вектора,    для    скоро- 

Сем.  также  §  %),  причемъ  знаемъ  и  напра- 
влеп1я  этихъ  скоростей  при  дапномъ  положе- 
н1и  точки  М.  Абсанотнмя  величины  этихъ 
скоростей  намъ  знать  ненужно,  для  отноше- 
н1я  же  между  ними  мы  им^^м'ь  зависимость 
по  формул*  Г81): 


стей    этихъ   дввжен1й    вм^емъ 
О 


'""^ 


Фиг.  53. 


по  которой 


Откладывая  отъ  точки  М  вдать  вектора  ОМ  и  перпендикулярно  къ  нему  въ 
сторону  движен1я  отрезки,  пропорц1ональные  а  и  р,  и  складывая  ихъ  геоме- 
трически, мы  и  получимъ  направлен1е  искомой  касательной. 

3.  95.  Построить  касательную  къ  обыкновенной  циклоид*.  Р*ш.  Обыкно- 
вевною  циклоидою  или  ор  то  цикл  о  идою  называется  лнн1я,  которую  опи- 
сываегь  точка,  лежащая  на  окружности  круга,  когда  этотъ  крухть  въ  своей 
плоскости  катится  беаъ  скольжен1я  по  прямой  лии1и.  Пусть  будетъ  0^  (фиг.  54; 
центръ   круга   въ  томъ  его  положен1и,  когда   точка,  описывающая   циклоиду, 


служить  точкою  касан1я  круга  къ  прямой.  Когда  кругъ  соверпгитъ  некоторое 

кат»н1е  и  центръ  его  заиметь  положен1е  О,  а  двигающаяся  точка  положен1е  Л/, 

то,  по  свойству  катан1я  (беаъ  скольжен1я),  будемъ  имЬть:  ЛМ=ЛМ^.  Поэтому 

в  путь,  пройденный  прямолинейно  центромъ  круга,  равенъ  дуг*  ЛМ;  а  всл'Ьд- 

ога1е  этого  движеп1е  круга  можно  разсматривать  происходящпмъ  сл*дующимъ 

образомъ:  онъ  поворачивается   около   своего   центра  и  въ  то  же  время  пере- 

х^^щается  поступательно  в  прямолинейно,  причемъ  путь,  проходимый  каждой 

его  точкою  въ  поступательно мъ  движсп1и,  равенъ  пути,  проходимому  точкою 

вв  его  окружности   при   его  вращательномъ  двпжеи1и  [сравнить  съ  задачею 

(в8)].    Поэтому    дввжен1е   точки    М  можно    разсматривать  какъ  сложное  изъ 

Двухъ  раввом*рныхъ:  дввжеи1я  по  кругу  и  двпжен1я  прнмолинейнаго  парил- 

'^йьво  данной   1фямой.  Такт»  какъ  скорости  этихъ  движеп111  равны,  абсолют- 

'^'^яячвны  ихъ  при  построеп1и  касательной  никакой  роли  не  пграюгь, 

ваправлея1ямъ  слагасмыхъ  движен1й  точки  произвольные  от- 
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р^31Ш  равной  длины  и  построжвъ  пхъ  геометрическую  суаиу^  мы  п  иолучииъ 
паправлеше  касатедьвон  къ  циклоид-Ь, 

3*  9в.  Построить  касательпую  къ  кривой,  описываемой  »ъ  предыдущем!» 
лвпжетпи  точкою,  не  лежащею  на  окружности  катлщагося  круга  (циклоидвль- 
вая  лпк1н  или  грохоидз).  Для  р^шеи1а  принять  во  внииа111е,  что  при  вра- 
щательномъ  двшкенги  круга  скорости  его  точекъ  иропорц1оиальиы  ихъ  раз- 
стоя  п1нмъ  отъ  центра, 

3,  97.  Построить  касательную  къ  кривой,  описываемой  точкою,  неяэм-Ьпио- 
связанною  съ  кругомъ^  катящимся  по  вп'Ьшпев  иди  по  внутренней  сторонок 
окружности  другого  круга  (эпв-  пли  гиаоцикличесхЫ  лин1и)  *). 

См«  далЬе  задатп  107  о  108. 


Аналитическое  опредФлен1в  скорости  точки. 

94.  Опред-^ленш  скорости  точки  по  ея  уравнен1Я111Ъ  движенЕя.  <1юрнула 
(2Н)  даетъ  намъ  выраже111е  для  величины  скорости,  какъ  иронзводной 
пути  по  времени:  

когда  движеаге  точки  задано  уравнен  1Я  ми  вида  (22). 

Для  0|]редЬлен1я  направления  скорости  найдемъ  косинусы  угловъ, 
которые  она  образуетъ  съ  ослмк  коордннагъ.  Цаправлен1е  скорости,  каш» 
касательной  къ  траектор1И,  есть  пред1'|Льное  направлеше  секущей,  про- 
ходящей черезъ  поло5кен1я  М  и  Л/'  двигающейся  точки  въ  моменты  ^  и 
/  -ь  А/.  Означая  черезъ  г,  //,  ^  и  ./•  ч-  Д*г,  //  ч-  Д*л  «  -4-  Д.  координаты 
силгь  положений  и  принимал  во  вннман1е,  что  Дл\  Д»/,  Дг  проекщи  хорды 
ММ'  на  координатныхъ  осяхъ,  имЬемъ: 


Дх 

мзг 


С08  (ММ\  г)  ^ 

гд* 

ММ'  ^КМ' 

Па  основаши  сказаннаго  выше: 


со.(ММ\^^)  =  ^^,    с(>.(ШГ.г)=^^, 


д^- 


(А^Л 


€08  {V,  Х)  =:  Цт,  С08  (ММ\  х)  =  Иш,    л,д>|    =  ?^'«* 


Дх 

дТ 
мм* 

д/ 


V 


Такъ  же    могутъ    быть    выраик^ны   го^(1\1/)  и  б'(кя(г^^).   Означая  черезъ 
'V»  *>  *'•  проскцш  вектора  г  на  коордиаатныхъ  осяхъ,  можемъ  написать: 

(}х 


I»  =  г.го>?  ((\  ^^ 


^>  =  '^  •  ^^^  ('>  !^)  = 


с1у 

Л* 

(к 


(84) 


*)  Позже  (5  107У  мы  увидимъ  дру1'ое^  бол-Ье  простое  построен {е  касатель- 
ныхъ  къ  крндынъ,  нолучаехымъ  при  поиощи  кптпмгя  одной  дип^н  но  другой. 
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Итакъ,  проекц1и  скорости  точки  на  прямоугольныхъ  координат^ 
ныхъ  осяхъ  определяются  какъ  производныя  координатъ  этой 
точки  по  времени. 

95.  Друг1я  толиован1я  предыдущихъ  форнулъ.  Проекщя  М^  двигаю- 
щейся точки  М  на  оси  {х)  им-Ьеть  въ  кавдый  моменгъ  ту  же  коорди- 
нату X,  какъ  и  сама  точка  М.  Движен1е  точки  М^  определяется  поэтому 
первымъ  изъ  данныхъ  уравненШ  движен1я,  т.  е. 

X  =  /;  (О, 
а  производная  стоящей   зд^сь   функши  есть  скорость  этого  прямолиней- 
наго  движешя;  поэтому  можно  сказать:   Проекцхя  скорости  точки  на 
координатную  ось  равна  скорости  проекц1и   этой  точки  на  той 
же  координатной  оси. 

Принимая  во  внимаше  сказанное  въ  §  92,  можно  также  разсматри- 
вать  1„  Гу,  г^  какъ  скорости  грехъ  ирямолинейныхъ  движснШ,  изъ  кото- 
рыхъ  составляется  данное  движен1е  точки. 

3.  98.  Составить  выражен1я  для  проекц1й  скорости  движен1Я  точки 
по  кругу  рад1уса  г,  лежащему  въ  плоскости  (ху)  и  им-Ьющему  центръ 
въ  начал'Ь  координатъ.  РЬт.  Въ  этомъ  движенп! 

.г  =  г  С08  а,      //  =  г  ,<?///  а,  (85) 

гд*  а  =  /ХО 

произвольно  заданная   функщя   времени.  Дифференцируя  выражен1я  (85) 
по  (,  находимъ: 


(86) 


гд'Ь  о>  —  угловия  скорость  ($5  88). 

3.  99.  Плпить  предыдуп1ун)  задачу  нъ  предположенхп,  что  центръ  круга 
находится  Н1»  въ  начал!,  координап»,  а  въ  точкЬ  М^  {/\^,  у^).  РЪш.  Пе- 
ренеся координатный  оси  поступательно  въ  точку  37^,  имТ.емъ  д.1Я  но- 
ьыхъ  координатъ  точки  М: 

У  =  г  —  х^,      у'  =  у  —  //о, 
и  но  формуламъ  (86): 

V,  =     -  Ч'/  =  —  <о  (//  —  Уо)^   1 
г^  =       шх'  =       (О  (х  —  .г^,),   ) 

^.  100.  Определять   скорость  равном'Ьрнаго  винтового  двпжсихя.  Для  р1>- 
V.  форкуды  (82). 

Оосташять  уравнев1е  годоЕфафа  скоростей  (§  87)  въ  движенхи,  за- 
МШвпит  (88).  Даа  рЪшен1я  прпнять  во   В11има1пс,  что  г^,  Гу,  г. 
ШтрЕВЖТЬ   шить   координаты   точки   на  годографФ»,  если  за  начало 
таяшь  яачшю  хоордииатъ. 
*дкда»  то  же  самое  для  дввжепЫ,  опред^^яемаго  уравпен1ями  (34). 


»•,= 

—  г  и!п  а 

(Ь 
(К  " 

(1% 

■  (И  ■"  =  - 

-  Щ, 

*•,  = 

г  сон  а 

(1а 

(II  ^ 

(1а 

(И  •'■  == 

а).г, 
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§  96,  ф.  02. 


96.  Сноростя  точки  въ  полярныхъ  координатахъ.  Пусть  будетъ  движе- 
Н1е  точки  задано  уравнениями  {35).  Это  двнжен1е  можно  разсматрнаать 
какъ  сложное,  составленное  нзъ  тррхъ  двнжрн1й,  соотв1»тствуюшцхъ  нзмЬ- 
ненхямъ  каждой  нзъ  координать  въ  отд-Ьльностп,  ГтредЬливъ  скорости  въ 
этихъ  слагаемыхъ  движеншхъ  и  гтриложивъ  къ  ннмъ  закоеъ  сложены  ско- 
ростей (§  91),  мм  н  получнмъ  выражен1}|  д,1Я  скорости  точки  въ  коляр- 
иыхъ  коордикатахъ. 

Если  тпуЬвйепл  только  координата  р,  то  точка  нъ  иромежутокъ  вре- 
мени  отъ  Мо  ^н- Д^  нолучаеть  иерегЬщеа1е  Л/1/^  =  Др  по  той  прямой 
ЛИНИ!,  съ  которою  совиадаеп^  въ  моменгъ  (  векторъ  р.  Этому  персм-Ьще- 
вт  со11Тв1л€Гвуе1П|  скорость: 

Лр  </р 


Р  М        й1 


(88) 


направленная  но  и[т}1моЙ  (р)  нъ  ту  или    другув>  сторону»  въ  аависимостн 
огъ  знака  Лр. 

Если  изменяется  только  координата  1>,  то  точка  въ  тотъ  же  проме- 
жутокъ  времени  проходип»  въ  плоскости,  въ  которой  въ  моменп!  I  ле- 
житъ  уголъ  &,  дугу  круга  МЛ1^  =:  рД&*  Этому  перемЬщенш  соотв^Ьт- 
ствуегь  скорость: 


г..г=  Нт 


^^=р1ш.^^-,^^ 


=  Р 


(89) 
или  другую  сто- 


касательная  къ  кругу  рад1уса  р  и  напраЕ.1енная  въ  ту 
рону^  сообразно  со  знакомъ  А&. 

Если  иим'Ьняетсл  въ  иромежутокъ  времени  отъ  (  до  (-^М  только  ко- 
ордината 9,  то  точка  М  перемЬщается  перпендикулярно  плоскости  угла  О 
по  дугЬ  круга,  котораго  цектръ  лежитъ  на  оси  (К\,  плоскость  къ  этой 
оси  перпендикулярна,  а  рад1усъ  равенъ  р5|п0.  Этому  перемЬщенхю  соот- 
вКтствте'п.  скорость 


рш^ь^^  Ду  л*'? 


(90) 


осрпендику лирная  къ  плоскости  угла  *>. 


Скорости  г 

г 


р 


'Ъ  » 


V,  взаимно  перпендикулярны;  поэтому 


^^л^=т-''(!,)-'-"«'»(й)"-<»') 


3.  103.  Двнжен1е  точки  задано  въ  полярныхъ  координатахъ.  Опреде- 
лить проекши  ел  скорости  на  координатныхъ  осяхъ  (>г//^Ь  Р'Ьш.:  По 
<|>ормуламъ  преобразован1я  коордииатъ,  если  ось  (х)  совместить  съ  осью 
полярныхъ  координалъ,  а  ось  {у)  ваять  въ  плоскости,  ог-ъ  которой  огсчн- 
тынается  уголъ  ^,  имЬемъ: 

X  =  р  €0$  й,  I 

«у  =г  р  ^т  Ь  сй8  ф,  (92) 

г  =  р  тп  О  тп  ф.  I 
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Дифференцируя  по  <,  находимъ: 
г^  =  V    созЬ  — г;^  згп  &, 

г 

г?^  =  V    8111  &  С05  ф  ч-  г;с^  С05  О  С05  ф  —  г;^  зъп  ср,  /д^ч 

г;^  =  V    5гп  &  8ьп  ^-\-V^  С08  Ь  8т  ^  -н  г;    С08  ср. 

3.  104.  Движен1в  точки  по  плоскости  удовлетворяетъ  услов1ямъ: 

Р  .^& 

Опред-Ьлить  годографъ  своростеё,  предполагая,  что  начало  его  въ  полосЬ, 
а  ось  (х)  совпадаетъ  съ  осью  подярныхъ  координатъ.  Р^ш.  По  формуламъ 
(93),  считая  тамъ  <р  ^  ^1  им-Ьемь: 

V^  =  V  С08  8  —  «'{к  в»л  8;    I 

Vу  =1  V  .-гп  ^-ЬV^  сов  0;   | 
но  по  формуламъ  (94): 

сеппЬ  с         с 


(95) 


^^  = 


''В^  о  ^  -  (1ч-есо5д); 


Р  Р      '         ^"р 

подставляя  это  въ  формулы  (95)  и  принимая  во  вппман1е,  что  Гд.,  1?^    суть  ко- 
ординаты х\  у*  точки  на  годограф-Ь,  им^емъ: 

ж'  = ЛП  О,       у'  = 1 С09  О. 

р  р       р 


Исключая  отсюда  Й,  получаемъ: 


уравнев1е  круга.  Формулы  (94)  опред'Ьляютъ  движен1е  точки,  притягиваемой 
къ  неподвижной  точк*  силою,  обратно-пропорцшнальною  квадратамъ  разстоя- 
н1й  (движенхе  планеты  около  солнца).  Первое  уравнен1е  есть  уравнете 
коничесваго  сЬченгя,  фокусъ  котораго  лсжить  въ  полюсЬ  полярныхъ  коорди- 
натъ (центръ  притяжен1я),  а  второе  уравнен1е  выражаетъ  т.  назыв.  законъ 
площадей  (см.  §§  283  и  284). 

3.  105.  Показать,  что  въ  движен1и,  опред^ляемомъ  уравнен1ями  (33)  или 
(84),  тоже  оправдывается  второе  изъ  уравненШ  (94). 

Гбомбтричеок1я  производныя  вектора  и  скорости 

его  точекъ. 

97.  Геометрическая  производныя  вектора.  Въ  §  4  мы  условились  раз- 
личать три  рода  векторовъ;  определенные,  передвижные  и  переносные. 
Разсиотримъ  сначала  изм^ненхе  вектора  посл^дняго  рода,  какъ  случай 
наиболее  простой.  Такъ  какъ  съ  течен1емъ  времени  мЬняются  только  его 
величина  и  направлен1е,  абсолютное  же  положен1е  его  никакой  роли  не 
играетъ,  то  можно,  согласно  съ  сказаннымъ  въ  §  45,  во  всяк1й  моментъ 
проводить  его  изъ  одного  и  того-же  произвольно  взятаго  начала  О.  Пусть 
будетъ  0^  =  и  положен1е  этого  вектора  въ  зюментъ  I  (фиг.  55),  а  ОА'=и\ 


98,  ф.  96* 


его  положеше  въ  моментъ  /-нД^.  По  правилу   геометрнческаго  сложе111я 
можно  написать: 

Вокторъ  АА\  который  нужно  геометрически  приложить  къ  вектору  м, 

чтобы  получить  и\  будемъ  называть 
геометрическнмъ  прнращенаемъ 
вектора  и  и  означать  символомъ: 


АА'  =  ш, 

употребляя  знакъ  т  въ  отлич1е  отъ 
знака  алгебранчес1:аго  ярнращен1я  Д. 
При  ненрорывномъ  нам'Ьне111и  лекто- 
ра и  безконочно-малоиу  приращен1ю 
М  €0отв1|тствуотъ  и  безконечно-малое  хи,  которое  будеп».  вообще  говоря, 
того-жи  порядка  малости  какъ  и  М,  Условимсн  называть 


Фиг,  55, 


и^  =  Нт  . 


Т1* 

Д'^ 


(90) 


геометрическою  производною  вектора  и. 

Геометрическую  производную  мы  будемъ  разсматривать  какъ  новый 
векторъ,  т.  е.  приписывать  ей  определенное  направление;  за  направлен1е 
Пу  прнмемъ  то  направлен1е,  которое  получаетъ  АА'  въ  предкгЬ,  когда, 
съ  уменыпешемъ  Д^  точка  А*  стремится  совпасть  съ  точкою  А.  При  не- 
прерывномъ  измЬнен[и  вектора  н  точка  А  описьшаегь  Л1ТН1ю,  годографъ 
вектора  п  (§  15);  А  А"  является  поэтому  безконечно-малош  хордою  этого 
годографа,  которая  въ  пред'кгЬ  пркнвмаегь  направлеше  касательной  къ 
годографу  въ  точк-Ь  А.  Такъ  какъ  при  глюмъ  пред-Ьлт.  (1)^) )  представляется 
скоростью  двнжеи1я  точки  во  годографу,  то  можно  сказать:  Геометри- 
ческая производная  вектора  есть  скорость  на  его  годографЬ, 
или  также  она  есть  скорость  конца  вектора,  если  его  начало 
остается  неподвижны мъ. 

Векторъ  п^  мы  будемъ  считать  векторомъ  переноснымъ;  поэтому 
можно  за  его  начало  брать  и  точку  О. 

98«  Соетавнуя  части  геометричесной  вроиаводном.  У  перемкннаго  век- 
тора мы  различаемт.  изм+.неше  его  длины  и  изм*нен1е  его  направлен1я. 
Если  у  вектора  происходитъ  только  одно  изъ  этихъ  изм-ЬненШ,  то  его 
геометрическая  производная  можеп*  быть  н^гзвана  частною  геометри- 
ческою производною  или  по  ведичин'Ь  или  по  направлен1ю. 

При  пзмЬпеши  только  величины  вектора  точка  А*  лежнат»  на  прямой 
О  А  съ  той  пли  другой  стороны  оп.  точки  А.  смотря  по  тому,  увеличн- 
вается-ли  или  уменьшается  векторъ.  Въ  обоихъ  случаяхъ  мы  им'Ьемъ 

ти  ^  Д/г 
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а  для  геометрической  производной  по  ведичин-Ь: 

Ли       с1и 
<  =  /|т.-  =  -^,  (97) 

т.  е.  она  выражается  обыкновенно  пронзводною  отъ  и  какъ  функцш  вре- 
мени. Векторъ  щ'  направденъ  въ  одну  сторону  съ  и,  если  производная  и 
по  ^  положительная,  и  въ  противуположную  сторону,  если  она  отрица- 
тельная. 

При  изм^ненш  только  направлешя  вектора  треугольникъ  АО  А'  равно- 
бедренный; полагая  <  АОА'  =  а^  им^емъ: 

тм  =  2м  ;?1м  ^  , 

а  для  геометрической  производной  по  направлен1ю: 


2м  5111  ^  2  ^ям  ^  ^ 

м/  =  Кт  .    — — —  ^  м  .  Ит  .  — — ^  =  и  .  Ит  .  —  =  мо),         (98) 

пт  .  —  =г<|), 

можно  разсматрнвать^  кагь  угловую  скорость  вращешя  вектора.  Въ  пре- 
дал* угогь  {ОАА')  д1лается  теперь  прямьпгь;  отсюда  видно,  что  геометри- 
ческая производная  1»ектора  по  величине  къ  нему  перпендикулярна  и  ле- 
жмть  вгъ  пл«хкости.  которая  предсгавдяетъ  предельное  положеше  плоскости 
мекгоровъ  мим'. 

Возвращаясь  опять  къ  общему  случаю  изменения  вектора,  рааложимъ 
его  псоное  геометрическое  приращеше  А  А'  (фиг.  56)  на  частным  при- 
ращения: А' А — по  величине  и  АЛ'  по  направлен1ю,  такъ  что 

-^  =  АЛ  =  ЛЛ^  -4-  лЛ. 


В 

•^иг.  -Ух. 

Нл  н1Г1азлга1лх:г  АЛ    1.  А  А'  гтлгжюгь  вект>?ры: 

Л:  ЛГ 

и.ъ  -•::•'. л  г7-7::^з^21:ь1  ЛЛ  Л    г  АВ'В    слг^луеть   тогда   (сравнить 


99,  ф.  101. 


Прижимая  но  внцмаиСе,  что 


В'В* 


и  что  эта  зависимость  сохраняется  и  ири  переходе  къ  пределу,  а  стоя- 
щ1е  въ  ней  векторы  обращаются  въ  полную  и  въ  частныя  геоиетрическья 
производныя  п^^  и  я/,  находимъ: 

^  ^  1^  -Н  м/,  (99) 

гд-Ь  /*/  и  и"  01фед1.ляштся  по  формуламъ  (97)  в  (98). 

Такъ  какъ  кромЬ  того  векторы  и^'  и  и/  взаимно  пернендикулярны,  то 


».  =  !/(§)' *•■»•• 


(100) 


3.  106.  Сравнить  геометрическш  проиаводныа  съ  выражеешнн  для  ско- 
рости въ  полярпыхъ  К1>ордпнатахъ, 

99.  Геонетричесная  производная  опреА^леняа^о  вектора  съ  лодвижнымъ 
началоиъ.  Дипженк'  такого  вектора  вполнЬ  оиредЬляется   движеи1емъ  его 
вачала   Л   и    его    конца    В   (фиг.  57); 
поэтому    его    геометрнческ1Я    производ- 

Еыя,  определяющая  изменение   его  дли-      а  г — — ^ 

ЕЫ  и  его  направлен1я,  находятся  въ 
определенной  зависимости  отт*  скоро- 
стей точекъ  А  \^  Я.  Пусть  будутъ 
ЛВ   и    Л  В'    положения    даннаго    век*  Фиг.  67- 

тора  и  въ  моменты    /   и    /н-Д/.   Пере- 

мФ.щен1е  этого  вектора  можно  считать  состоящим!»  изъ  двухъ  перемеще- 
ний: ноступательнаго,  Л  А'  =2  ВВ\  а  вращательнаго  около  точки  .4',  при- 
чемъ  В'В  нредставляетъ  перем'Ьщеше  конца  вектора;  поэтому  можно  на- 
писать: 

Эта  зависимость  сохраяитсл.  если  векторы  ВВ\  ЛА  и  В'В\  безъ 
изм*нен1я  ихъ  направлен^,  увеличить  въ  одномъ  и  томъ  же  отноишти, 
разд'Ьливъ  мхъ  на  М\  она  сохранится  также,  если  мы  будемъ  переходить 
къ  пред11лу,  застав-1яя  М  стремиться  къ  нулю.  Но 


,.        АЛ' 


,,      ВВ' 


,.      В"В* 
а1 


представляютъ  скорости  точекь   А  и  В  и  геометрическую    пронзводнуи 
вектора  м.  Итакъ: 


Отсюда  заключаемъ: 


V^=  V^^и,, 


^*1  =    "^В  —  ^А^ 


(101) 


Т.  е.  геометрическая  производная  вектора  съ  иер' 


—    78    — 

чаломъ  измеряется  геометрическою  разностью  между  скоростью 
его  конца  и  скоростью  ого  начала. 

100.  Скорости  точекъ  вектора  постоянной  длины.  Будемъ  проектиро- 
вать геометрическое  равенство  (101)  на  направлен1е  самаго  вектора  и  и 
на  направлен1е  \,  къ  нему  перпендикулярное  и  лежащее  въ  плоскостп 
векторонъ  п  и  м^.  Принимая  во  внимаше,  что  (§  98): 

и^  €08  (^1,  и)  =  -^- ,     и,  соз  {и,,  I)  =  сом,  (102) 

полу  чае  мъ:  .       .  .       .      Л/  /.^«ч 

'*/?  гаг?  (г^,  и)  —  г^  соз  (г;^,  «^)  =  ^  ,  (ЮЗ; 

Въ  частности,  если  длина  и  постоянна,  то  производная  и  по  (  равна 
нулю,  н  тогда 

«'^  соз  (V^,  и)  =  г^  соз  (г^,  и).  (1 05) 

Игакъ,  если  векторъ  во  время  движен1я  сохраняетъ  свою 
длину,  то  проекц1и  скоростей  его  конца  и  его  начала  на  его 
направлбН1е  равны. 

Это  нм^стъ  важное  прнложен1е  въ  кинематик']^  твердаго  т^^а,  гд1^ 
указаннымъ  свойствомъ  обладаетъ  всякШ  векторъ,  соединяюпцй  дв*]^  точки 
тНкла.  Если  на  двигающейся  прямой,  нензм^няющей  своей  длины,  и  всЬ 
точки  сохраияютъ  свои  относительныя  положешя,  какъ  это  будетъ  у  то- 
чекъ всякой  прямой  лнн1н,  принадлежащей  твердому  т^лу,  то  вышеука- 
занное свойство  приюжимо  къ  концамъ  пронзвольнаго  отр']^зка  этой  пря- 
мой; иначе  говора.  проекц1н  скоростей  вс^хъ  точекъ  неизм'Ьнной 
пряной  на  ей  направлен1е  равны.  Въ  частности,  если  въ  какой- 
нибудь  номеитъ  скорость  одной  точки  нензм'Ьнной  прямой  къ 
ней  перпендикулярна,  то  это  будетъ  у  вс*хъ  точекъ  этой 
ар  иной. 

Формулу  (104)  принйнинъ  къ  движен1ю  вектора,  который  постоянно 
касается  къ  траекгар1н  своего  начала.  Тогда 

Г^«>:?(Г^.  /,)  =  О, 

тать  чтч) 

т.  е..  если  векторъ  касается  траектор1и  своего  начала^  то  его 
геометрическая  прон^^водная  по  направлен!»  определяется 
такъ-же.  какъ  если-бы  начало  вектора  оставалось  неподвиж- 
шннъ. 

^  '•7.   Цлотрлить  1»1С41телънхю  къ  конховд^  Паскаля.  Г*»ш.  Ллн1я.  на> 

•***  1Сояx^">лдV-4^^    Паокаля    получается    с-яНкдующимъ    построошемъ,    II зъ 

-*  (ф^шт.  л?^к  лсжап^е^!  в*  окружное^»  круга    р«д1ус41  «ч  будемъ   прово- 
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§  101,  ф.  105. 


—  ^^  3 


Фиг,  58, 


длть  дрямыя  въ  плоскости  круга  л  на  нихъ,  оть  точекъ  пересечен  (а  съ  кру* 
гомъ,  отклидывать  отрЪзкл  дав  вой  дшгны  Ь»  Проследи  въ  положенш  ионцовъ 
атнхъ  отрезкой!.,  мы  увидпмъ,  что  они  образуютъ  замкнутую  лпнЧю,  которая, 
есяп  Ь<С2и,  образуетъ  иетлю,  пер^сЬкая  сама  себя  въ  точк*  А,  л  если  5<2а, 
то  такой  петли  не  образуетъ;  если 
Ь  =  2а,  то  врииая  образуетъ  въ  точк* 
А  точку  возврата  (точку  съ  двойного 
касательною)  п  въ  этомъ  случа!^  на- 
зывается кнрд1оидою  (сердцевидною 
лпы1ею). 

Чтобы  построить  касательную  къ 
какой-либо  конжовд'Ь  Паскаля^  за*Нк- 
тимъ^  что  Ь  есть  векторъ  вепзиЬкио^ 
длины,  котораго  одннъ  конецъ  7>  (фиг. 
ОЭ),  двигается  по  кругу,  а  другой  ко- 
нец^ь  Б,  оаисываетъ  кодхоиду,  ВмгЬсто 
того,  чтобы  строить  иепосредственцо 
касательную  иъ  точк!»  В  кь  этой  линш, 
построимъ  сначала  нзв'Ьстнимъ  споео- 
бомъ  косате:пзНЗ'го  къ  кругу  въточ1гЬ  I/. 
Произвольный  отрЬзокъ  2>А'  зтоЙ  каса- 
тельков  можно  принять  за  скорость 
точки  Х».  Разложим ь  последнюю  надв^к 
слагаемыхъ:  на  скорость  ВР^  перпендикулярную  къ  АВ^  ш  на  скорость  Ь& 
вдоль  этой  прямой.  1»'  есть  скорость  вращательнаго  движев1я  около  точки  А; 
а  такъ  какъ  скорости  вращатель  и  аго  движеиш  нропорщ  опальны  раастояп1Я1Гь 
точекъ  оп^  центра  вращенхя  (см,  иодроби^е  въ  §  107),  то  мы  получимъ  вра- 
щательную слагвемую  скоро- 
стп  точки  В^  если  въ  этой 
точк^  возставимъ  перпендн* 
кулнръ  къ  ЛВ  и  пайдсмъ  точ- 
иу  Н  его  пересЬчен1я  съ  Л1*\ 
Съ  другой  стороны,  по  свой- 
стау  движешя  оеизмЪнной 
прямой^  другая  слагаемая^  В^ 
скорости  точки  В^  вдоль  пря- 
мой АВ^  равна  такой'Же  сла- 
гаемой 1Ш  скорости  точки  В. 
Геометрическая  сумма  скоро- 
стей ВН  и  В*/  и  даетъ  иаправле- 
н1е  клсательно!!   къ  конхоид-Ь. 

Э.  108.  Построить  касательную  къ  ковхоид-Ь  Нпкомеда.  Та1гь  назы- 
вается кривая^  описываема»!  концомъ-  прамолииейваго  отр^ак&  веиэ1сЬвиой 
длины,  который  лежнтъ  на  прямой,  проходящей  черезъ  неподвижную  точку, 
и  другой  конецъ  котораго  скользптъ  по  некоторой  дайной  прямой,  не  прохо- 
дящей черезъ  точку  О.  Р'Ьшен1е  подобно  р^шевШ  задачи  101, 

101.  Геаметрнчеекое  д||фференцироаан1е  гедметрической  суммы  и  гео- 
иетркчесиаго  произведенгя.  Такое  дифферснци1юваи1е  аналогично  оГллкпо- 
венному  дифферсшцированш  суммы  п  ороизведеЕХя  двугь  фунщШ*  Пусть 
будеп.  ^      _      ^       - 


Фиг,  б^. 
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11} 


Д.1 

на 

УК 

ир: 

Н11( 

ар)* 


ГЛК! 
!       IV 

!  ч  -ч  I 


1д)«  н.  ).  а,.,    нокшры  илм'Ьняюшк'ся  по  величин!  и  по  направлени 
11:ш||т«н1гмь  Л  Пупь  И'ь  момепгь  / -н А/  Гфиг.  60): 

I»      -    к    «    т//,     г'  :-^  I:  -н  т/",     и:'  =  и:  -ь  т/г , 

N   —  а    \    1ц  ^^  а'  -\    /;'    ♦    ге?'  ч- , 


|ЧЧ'к«Д.1 


Та-  ^  'и  -+-  т/  ■  I    т/г  н 


с 


Гцнч!  ПО  н:и1|тнл1'н1я11ъ  нгих'ь  геоисгричсскихъ  приращенШ  вект 
>  Н(>.П1Ч(>ним('  нь  о'гноии<н111  единицы  К1.  А/,  и  переходя   бъ    пред'Ьлу, 

ходимъ  зависимость  между  геомс 
1,^^  Т^" ч        ч''скими  производными: 


■'*у  ; 


*^-*      ц« 


"1    =  "1   -+-   "I 


го. 


( 


Въ  ^  10  было  дано  поняпе  о 
мотрическомъ  произведенш; 


^       » ,  ас  =  и  ,  г-  .  соз  (и,  г). 

Фиг.  ы\  V   ч      / 

Но  и)кп1ич*тт11  <иомонт;|  времени  Л/  оно  обращается  въ  слгЬдуш 


нг   —  \^л  ч-  ти)  м"  -н  тг); 
а  но  1ци1нилу  1:е1ч»мкож-.к:л  гчч^чегричеокнхъ  суммъ  (§  10): 


О IV  паи 


у  Л' 


Ирп^ 


л^ 


р.и1сма1ри!*.иь  чллъ  .>-. ч:-'-.17»:-:л.л  ::•:::  эМ'/агя  вектор«эвъ 


и- г;) 


||'.м1'.'.ч\    ■>.••.■'. л 


.14  1.!'  .4  ГП     ;'■       Ч 


■":•  з-ь  -1  и  '-.  -Эта 
1    :  '  :1  ЗН1еа1Я  хвтхь  ф 


1'^.:   .'     1* 


—    81    — 


§  102,  ф.  109. 


Линбйчатыя  поверхности. 

102*,  Движеше  передвижного  вектора  и  прямой  лиши.  Изм'Ьнев1е  дливы 
1К4иравлен1я  иередвнжЕШго  вектора  можетъ  быть  цо  прежнему    опред*- 
вемо  его  геометрическою   ироизводною,  пакъ   п    нзмЬнен^е   иереносЕаго 
[вектора.  Новымъ  эленентомъ  является    изм1;нен1е   11одожен1я   прямой,  на 
[которой  лежип»  передвижной  вскторъ.  Для  вполне  опредЪ*1еннаго  вектора 
[это  было-оу  еще  недостаточно,  и  по:яому  мы  определяли    его  нзм1^нен1е 
квнымъ  яутемъ  (§§  99  и    100);    для    передвижного-же   вектора   изм1энек1е 
П1оложен1я  прямой  является  каь*ъ  разъ  характернымъ  элеиентомъ:  мы  на 
[него  и  обратнмъ  теперь   наше  главное    внпман1е,  гЬмъ  болЬе»  что  часто 
1ередвижной  некто ръ  спец:1ально  для  того  н  разсматривается,  чтобы  этимъ 
[опред'Ьлять  ноложен1е  и  дв1[жен1е  прямой  лпн[п  въ  пространстве   (§  77). 
Пусть  будутъ  (и  I'  положен1Я  въ  моменты   /   н  ^ч-Д/  прямой  лиа1п. 
[непрерывно  перемещающейся  въ  дространств^.  Эти  положен  1Я  вообще  го- 
воря между  собою  не  пересЬкаются  и    не    параллельны;    пусть    будетъ  8 
кратчайшее  разстояше  и  а  уголъ  между  ними.  Перем-Ьщенае  прямой  нзъ 
\1  въ  Г  можно  разсматривать  какъ  состояд1ее    изъ  поступательнаго  пере- 
|м1^щен1я  АВ^^  (фиг.  33,  §  38),  при   которомъ   прямая  переходить  въ 
1оложен1е  ^",  и  изъ  врап1ательнаго  около  оси  ЛВ  яа  уголъ  а.   Совокуп- 
юсть  этихъ  перем'Ьшен1й  [1редставляеть  винтовое    перем^ЬщеК1е   съ   осью 
1В  и  съ  параметромъ  (§  38) 

а 
Если  Д/*  безконечно  мало,  то  8  и  а  тоже   безконечно   малы,  прнчемъ 
[,отноп1ен1е  ихъ  вообще  говоря  конечное;  пре^^лъ  его 

8 


а 


а 


и 
ш 


(109) 


Рпредставляетъ   пред'Ьльное    звачеше   параметра  винтового   псрегЬщенья. 
[Совокупность  скорости  поступательнаго  движен1я  и  угловой  скорости  около 
оси,  параллельной  этому  движен1ш,  мы  будемъ  называть  винтовою  ско- 
юстью  ик  ш),  а  выражец1е  (109)  нараиетроиъ  винтовой  скорости. 
Движение  прямой  I  можно  считать  пзв'Ьстнымъ,  если  для    вслкаго  мо- 
мента времени  (или  для  всякаго  положения  прямой)  даны:  точка  .1,  с.1у- 
дая  началомъ  отрЬзка  6,  и  направлен1е  и  параметръ  вяатовой  оси, 

103,  Линейчатыя    поверхности.    1Тзучен1е    вопросовъ,    связанныгъ    съ 
^вышеука:^анными    элементами,  относится   отчасти    къ  общему   вопросу  о 
*вннтовомъ  двпжен1п.  которое  будетъ  ниже,  въ  этой  глав*  разсмотрКно,  а 
отчасти  къ  теор1и  лннейныхъ  поверхностей,  какъ  такихъ  поверхностей,  ко- 

1рыя  описываются  движен1емъ  прямой  линш.   Не  вдаваясь   въ  изучение 
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Фиг.  61. 


^1!Гихъ  поверхностей  во  всей  полвогЬ,  разсмотримъ  н-Ькоторын  ихъ  основ- 
ныя  свойства,  который  понадобятся  намъ  въ  кннсматик'Ё  твердаго  гЬла, 
Пусть  будутъ  I,  1\  Г,  Г*\,,,  (фиг,  01)  посл-Ьдовательныя  безконечно- 
блвзкш  между  собою  положев1я  двигающейся  прямой.  От5г{1тпмъ  кратчай-  ^ 
Ш1Я  разстоян1я  ЛВ,  А'В\  А'*В'\.,,  между  нями.  Пос-Ндовательныя  пере-^И 

м^щен1Я  прямой  можно  разсматривать  ^ 
кдкъ  вннтовьш  перемЬщен1Я,  осями 
которыхъ  служатъ  прямыя  АВ,  АЪ\ 
Л  "В",...  Соедияпмъ  точки  А,  А\ 
Л"....  а  также  тоЧ1ш  Д  В,  В'\,.. 
прямЕлмп  ЛНН1ЯМН;  при  переход'!*  къ 
пред11лу,  когда  кратчайШ1Я  разстоян1я 
стремятся  къ  нулю,  ломанный  лин1н 
АЛ' А' ,  , ,  и  ВВ'В"  .  .  .  сливаются 
въ  одну  ЛИН1Ю,  1:оторая  называется 
лин1ею  съужен1я  линейчатой  поверхности.  Каждой  точкЬ  на  этой  линш 
соотв1>тствуетъ  некоторое  значен1е  параметра  в,  характеризующее  безко- 
вечио-малое  перем*Ьщен1е  прямой  I  изъ  одного  положешя  въ  смежное  ■ 
съ  ннмъ.  ^Ж 

Параметръ  е  можетъ  им'Ьть  всевозможный  значен1я  огь  О  до  ос^  и,  ™ 
съ  переходомъ  отъ  одной  образующей  къ  другой,  м1шяется  немрерывнымъ 
образомъ.  Разсмотримъ  два  крайнихт!  случая:  когда  постоянно  в^О  и 
когда  е  =  оо.  Если  постоянно  ш=^о,  то  о  постоянно  равно  нулю  или 
постоянно  остается  величиною,  безконачно-малою  высшаго  порядка  въ 
сравнеши  съ  а.  Им1я  въ  виду  переходъ  !:ъ  пред1иу,  можно  въ  обоихъ 
случаяхъ  считать  5  равнымъ  нулю  и  полагать,  что  посл1.довательныя  по* 
дожен1Я  двигаюп1ейся  прямой  между  собою  пересекаются.  ПрнмЬромъ  та- 
кого движенья  можетъ  служить  движете  прямой  касающейся  къ  какой-либо 
ЛИН1И  двоякой  кривизны.  А  именно,  въ  приложен1яхъ  дифференц1альнаго 
исчисления  къ  геометр1И  показывается,  что  у  лнн1и  двоякой  кривизны 
кратчайшее  разстоян1е  между  касательными  въ  двухъ  безконечяо-близ* 
кихт»  точкахъ  этой  кривой  есть  безконечно-малая  высшаго  порядка  въ 
сравиенш  съ  разстоян1емъ  между  этими  точками,  или  также  йъ  сравне- 
ЯШ  съ  угломъ  между  касательными  въ  этихъ  точкахъ.  Итакъ,  ,^ти  каса- 
тельныя,  какъ  образу ющ1Я  линейчатой  поверхности,  могутъ  считаться  пе- 
ресЬкающимися.  Всякая  линейчатая  поверхность,  удовлетворяющая  на 
асФ-хъ  своихъ  образуюишгь  условию  5^=0,  можетъ  быть  разсматриваема 
какъ  геометрическое  м4сто  касательныхъ  къ  лин1и  двоякой  кривизны. 
Разсмотримъ  посл*довательный  рядъ  такихъ  образующихъ  I,  1\  !\  Г",.„ 
(фаг,  62)  я  соединимъ  последовательный  точки  ихъ  перес'Ьчен1й  прямыми 
АА\  А'А*\  А^*А*'\.,  Такъ  какъ  каждый  изъ  этихъ  отрЬзковъ  приаадлежитъ 
одному  изъ  положен1й  двигающейся  прямой,  то  ломанная  лин1Я  АА'А**А"\.. 
обратится  въ  ирел^жЬ  въ  такую  кривую,  къ  которой  всЬ  положенья  двк- 


4 


^ 


|^Ь 
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гашщейся  прямой  касаются.  Эта  лне1я,  представляющая  собою  то-же,  что 
въ  общенъ  случа'Ь  литя  съужешя,  называется  ребромъ  возврата  по- 
верхности. Если  ребро  возврата  даио,  то  этнмъ  развертывающаяся  по- 
верхность вполне  определяется. 

Сама  поверхность  называется  въ  этомъ  случаЬ  развертывающеюся, 
потому  что  она  можетъ  быть  развернута  въ  плоскость  разгмбан1е1гь  на 
безконечно-малые  углы  около  посдЬдовательныхъ  своихъ  образующихъ. 
Чтобы  это  выясннтц  разсмотрнмъ  многогранникъ,  который  опредЬляс^тся 
до  перехода  къ  пределу  последовательно  пересЬкающвмяся  мевду  собою 
образующими  I,  1\  Г\  Г'\,,,  Совм'Ьстимъ  съ  плоскостью  двЬ  смежныя 
0бразующ1я,  /  и  Г;  поел*  этого,  разгибая  многогранникъ  около  ребра  Г, 
можно  и  оМующую  прямую  Г'  совм'Ьстить  съ  тою-же  плоскостью,  и  т,  д. 
Такймъ  образомъ  можно  уложить  въ 
плоскость  всю  поверхность  много- 
гранника, не  производя  ни^Д'I^  ни 
разрывовъ,  ни  ср^чадокъ,  То-же 
самое  будетъ  и  въ  пред-Ьл*,  когда 
многогранникъ  обратится  въ  ли- 
нейчатую поверхность. 

Другой  крайи1Й  случай  лияей- 
чатой  поверхности  является  при 
услов1и  е  =  оо,  что  равносильно 
предположенш,    что    01  =  О,    т.  е. 

что  всЬ  образуюпця  между  собою  сара.1лельяы.  Линейчатая  поверхность 
называется  въ  этомъ  случае  цилиндрическою,  а  ея  лин1Я  съужеяк 
обращается  въ  безкоиечно-удаленную  точку.  И  въ  этомъ  случаЬ  поверх- 
ность становится  развертывающеюся. 

Э.  109.  Ук11зать  ллпш  съз*жен1я  лвнейчатвго  гвперболовда,  имеющего  до4^ 
раввыхъ  вощественеыхъ  осп,  и  показать,  что  у  этой  поиерхвостп  е  постоянно. 
Отв.  Ллтн  съужешя  есть  кругъ.  Постоянство  аараметри  г  можно  пидЪть  иэъ 
того,  что  укаапнвыи  гинерболопдъ  можетъ  быть  оолученъ  д&пзвеи1емъ  прлио- 
лине^^наго  отр-Кзка^  опирающш'ося  саовмн  коацаии  въ  оиружооети  двухъ  рав- 
ныхъ  круговъ,  леж&щвхъ  въ  двухъ  параллельныхъ  плос1{остяхъ  такймъ  обрпг- 
801гь,  что  прямая,  соединяющхш  пхъ  центры,  къ  этнмъ  плоскостямъ  перпен- 
дмкупярна.  Сл-Ьдуеть  заметить,  что  посл^довательвыя  кратчайшЫ  разстояа1я 
ад^оь  не  будутъ  хордами  лиекп  съуженхя;  они  вс^  наклонены  къ  плоскости 
этой  лнн1а. 

3.  110.  Указать  днве&чатыя  доверхлости  второго  порядка^  у  которыхъ  на- 
раиетръ  &  не  им-Ьетъ  везд4  постояв  наго  значевхя.  Отв.:  ДинеМчатый  гипер- 
болоидъ  съ  эллннтическнмъ  главны  мъ  с-кченгемъ  и  всяхШ  гнперболнческШ 
параболоидъ  или  косая  плоскость. 

Э.  111.  Описать  поверхность,  которую  обраауеть  прямая,  пересекающая 
прн  споемъ  дв11же1з1и  прямую  л  ниш  *  подъ  постоя  внымъ  угломъ  р  и  винто- 
вую ЛИН1Ю,  пм-Ьющую  лн111ю  «  своею  осью.  <^)тв.  Поверхность,  получаемая  та* 
кпмъ  двнжен1емъ,  называется  винтовою  или  геликоидомъ.  Для  вс-1)хъ  ея 
образующнхъ  параметръ  г  им1кегъ  одно  л  тоже  аначеше.  Линхя  съужешя  вин- 

и* 


Фиг.  Г|2. 


—     84    — 

70ВАЯ  ЛЯЯ1Я.  Я)г1^к»щ»я  прямую  л  своею  осью;  она  совпад&еть  съ  аитею  «.  если 
уго;гь  ^  прямой;  жь  пос;гКдяв1ГЬ  случжк  отрезки  этой  лишж  Х1редста&тяж>гь 
пиУсг^  съ  гКиъ  1фА'ггайт1Я  разстояв1я  меясду  образующими.  Такая  поверх- 
жкггь  пляитчугчтг.я  пряимм'Ь  гвликоидоиъ.  Напр.  ребра  ступеневъ  обыкво- 
веияой  ВЯЯТ0ВГ1Й  лестницы  принадлежать  такоИ  поверхности. 

3.  112.  РизсиоотИк^ь  геликоидъ,  образуемый  диижешемъ  прямой,  которая 
переснимет»,  поль  постояяиммъ  угломъ  7  винтовую  лин1ю  и  ваклонена  кь  оси 
п/к:л*Кдяей  тг/же  подъ  постояиныиъ  угломъ.  однакоже  ея  не  пересекая,  и  ува- 
зять  услов1е,  при  к^/гороиъ  зтоть  геликоидъ  становится  развертывающеюся 
поверхностью.  Отв.  Лин1я  съуясен1я  опять  винтовая  съ  тою  же  осью.  Поверх- 
ность делается  развертывающеюся  при  т'^^- 

%,  113.  У  какой  развертывающейся  поверхности  ребро  возврата  обращается 
въ  то1ку?  Отв.  У  конической  поверхности. 

104.  ?ш9мт\ь  между  разм|лгымющеюся  ш  иеразвертывающеюся  по- 
1#рхиоотя«и  яо  отиошеи!»  къ  яасателъиой  плоености.  Касательная  пло- 
скость т,  данной  точк*  М  къ  какой-либо  поверхности  можетъ  быть  опре- 
д'Ьляема  какъ  предельное  положение  плоскости,  проходящей  черезъ  эту 
и  перезг  двЬ  друпя  къ  ней  6езконечно-близк1я  точки  М'  и  М"  поверх- 
ности. При  этомъ  положен1е  ка- 
у^  М'  М  сательной   плоскости   не   зави- 

~^  ПГ         7  •        ситъ  отъ  того,  какимъ  образомъ 

:'  \      №\Н  ТОЧКИ  Ж'  и  М^  стремятся  къ 

^У^'''-^-:^^^^" " у  'Г^ совпаденш  съ  точкою  М,  Осно- 

"^-""--^С^  вываясь  на  этомъ,  можно  ви- 

1г     "^         /'       д^ть,  что  касательная  плоскость 

Ф      -^^  во  всЬхъ  точкахъ  одной  и  той 

же  образующей  какой-либо  раз- 
вертываищейсл  линейчатой  поверхности  общая.  Пусть  будетъ  /  образую- 
щая, содоржпп1ая  точку  М\  точку  Ж'  возьмемъ  на  той  же  образующей, 
а  М"  на  смежной  съ  нею  образующей  V,  которая  у  развертываю- 
щейся понерхкости  перосЬкаотся  съ  I.  Очевидно,  что  плоскость  ММ'М" 
остш«тся  та  жо  самая,  гд'Ь  бы  мы  не  взяли  точку  М  на  образующей  /; 
ВТО  будсп.  и  въ  предал*,  когда  плоскость  ММ'М'  обратится  въ  каса- 
тельную. 

1*аасмотрпмъ  теперь  нсраавертывающуюся  поверхность.  Пусть  будетъ 
Л/р  (фиг.  Г>3)  точка  образующей  /,  лежап^ая  на  лиши  съужешя,  ЛГ^о'=^ 
кратчайшее!  разстоян1е  мех^оу  /  и  1\  а  М  какая-нибудь  другая  точка  на 
прямой  /;  М*  возьмемъ  на  той  же  прямой,  а  М"  на  образующей  V  въ 
точкЬ  перес*чен1я  ея  п»  плоскостью,  проходящею  черезъ  М  и  перпенди- 
кулярною къ  /.  Касят<мьнок)  плоскостью  въ  М^  служить  предельное  по- 
ложен1е  плоскости,  год(»ржащей  /  и  8,  а  плоскость  ММ'М'  образуетъ 
съ  иреды,\ущею  упи  ь  р  =  ^  (^/'З/Л^),  для  котораго 

,„ч^  Х1/''_  ..  ,.    (да 
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Переходя  къ  предЬлу  и  принимая  во  вниман1е  формулу  (109),  находимъ: 


Пт.  1д^  =  М^М,1 


ьпи 


1д  а 


^  Ж. Л/ .  //т.  V  = 


ЖЛГ 


(ПО) 


Отсю; 


по 


>пзующей  каса 


видно    ато  при  11ёр1'М'Ьщен1и  точки  Егаса 
^  те-тьнсШ   плоскость  поворачивается*  При  удален1и  точки  М  въ  безконеч- 
В  ность,  она  д-Ьлаетсл  перпендикулярною  кг  касательной  плоскости  въ  точ- 
к-Ь  3/^;   а   при   переходе  точки  М  вдоль  всей  образующей,  поворол*  ел 
щ  составляеп*  два  прямы хъ  угла, 

'        105.  Аналмтичбское  опред'^ленЁе  движан!»   прямой   и  €оставлен1е  урав- 

нен1Я  описываемой  ею  поверхности.  Вг  §  77  ое^ло   показано,  что  ппложе- 

Н  Н1е  прямой  определяется  отношеншми  ея  шести  коордпнатъ  нг,  н^,  <*;;, 


I*?.  ь.^  ?^: 


при    УСЛ0В1И 


'т,^'т^^-'Ч^:=*^- 


(т) 


Задавая  эти  пять  отношенШ  въ  функдш   времени,  мы  и  получнмъ  трав- 
^   нен1я  двпженш  прямой. 
Н        За  уравнен1я  прямой  можно  принять  два  нзъ  трехъ  уравнешй  (§  75): 

■  въ  КОТ( 
Н  гамм,  а 


(112) 


Н-5  =  г^и^^  —  ^п^, 

въ  которыхъ,  цри  данномъ  /,  координаты   прямой  яв.1яютсд  коэффицтеа- 


I 


гами,  а  1л1Г1»С  текущими  -координатами  точекъ  ирямой.  Исиючивъ  Гиэт» 
двухъ  уравненШ  (112),  мы  и  получимъ  уравнеше  поверхности,  описываемой 
данною  прямою, 

3.  114,  Выразите  къ  фувкц!»  вреиени  координяты  прямой  (1%  оопсывающеЛ 
раивом^Ьрньшъ  аивтовымъ  дввжен1емъ  поверхиость  прямого  геликоида  (см. 
3.  111),  в  составить  уравпеш'е  этой  поверхности.  Р^ш*  Ось  (^)  направимъ  по 
лнпш  съужешя  геликоида  (по  оси  винтового  дЕижеи1я),  начало  вектора  ?,  опре- 
д^ляющаго  споимъ  пояожен1вмъ  прямую  лпн1ю  (Г),  возьмемъ  1»а  оси  Г^),  Озаа- 
чая  черезъ  а  уголъ  вращен1я  этого  ве1ггора  около  оси  (I),  можно  взятье 


а  —  аг,     1  —  Щ 

к  тогда  для  конг^а  вектора  %  1^1  соя  (а<),  'цигхХ  81п  (о*),  такъ-что 

м»  =  7  со*  (а%\    м^  —  I  *|»  (<и),    «г  —  0; 
X  Т| 

[А^  =  —  *>^< .  пп  (а*)»    ^**  ~  ^*  *  ^^  (*>01    И^  =  О- 


(118) 


Мы  пм^емъ: 


и,  по  форму л-Ь  (ИЗ), 


»9(м)  =  |,   1  =  1«г«,(|): 


будетъ  уравеен1емъ  искомой  поверхности. 


—    87    — 


§  107,  ф.  ПЗ. 


разсматривають  какъ  пред^Ьлъ  ломанной  лиаш,  составленной  нзъ  прямо- 
лииейныхъ  отр'Ьзковъ,  Не  агЬдуетъ  думать,  что  эти  дуги  будугь  непре- 
м]:>нно  дугами  круговъ  кривизны.  Ниже,  нзч>  прпмКровъ  будеп.  видно, 
что  центры  этихъ  дугъ  могуп*  находиться  даже  по  другую  сторону  кри- 
вой, ч-Ьмь  центры  кривизны.  Во  вслкомъ  случае  круговые  элементы  траек- 
тории отличанлся  отъ  дЬйствительныхъ  ея  адементонъ  только  на  безко- 
нечно-ма.1ыя  величины  высшаго  порядка,  потоагу  что  и  гЬ  и  другие  эле- 
менты отличаются  на  безконечео-малыя  величины  высшаго  порядка  отъ 
ихъ  общихъ  хордъ.  На  основанш  этого  можно  сказать,  что  безкояечяо- 
малое  вращее1е  плоской  фигуры  около  центра,  построеннаго 
по  теорем1^  Бернуллн  и  Шаля  (§  20),  нетолько  эквивалентно 
д-Ьйствнтельному,  но  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  таковое, 

Центръ  вращен1Я  называется  при  этомъ  мгновеннимъ  центр  ом  ъ. 
Сплошное  движение  плоской  фигуры  можно  разсматривать  какъ 
рядъ  посл11довател1,ныхъ  безкоиечно-малыхъ  вращений  около 
мгновенныхъ  центровъ. 

Такъ  какъ  скорость  точки  есть  пред'Ьлъ  отношен1Я  безконечно-малаго 
перем'Ьщен1я  къ  элементу  времени,  а  круговые  элементы  траектор1и  отли- 
чаются на  безконечно-малыя  высшаго  порядка  отъ  ея  дЬйствительныхъ 
эдементовъ,  то  можно  сказать:  Во  всяк!й  моментъ  времени  ско- 
рости точекъ  плоской  фигуры  распределены  такъ,  какъ  если  бы 
плоская  фигура  совершала  вращен1е  около  н^котораго  центра. 

Въ  этомъ  смысл*Ь  мгновенный  центръ  называется  также  центром'ь 
скоростей,  какъ  такая  точка,  скорость  которой  въ  данный  моментъ  вре- 
мени равна  нулю. 

107.  Построе«1е  мгиоввннага  центра  по  двишенно  двухъ  точекъ.  При- 
м11няя  указанное  въ  §  20  построеиге  центра  С  эквивалентнаго  вращешя 
къ  безконечно-малому  перем-Ьщенш  фигуры,  мы  найдемъ,  что  равнобе- 
дренные треугольники  31^СЛ1^'  и  Л/^СЗ/з' 
(фнг.  64)  будутъ  игЬть  при  основан1яхъ 
Л/,ЛГ/  и  М^М^  уголь 

/  {м:м,с)  =  ^  (ж;л/,С)  =  ^  -  ^, 


с 
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оезконечно-мало  отличающШся  отъ  прямого. 

Наиравленш  З/^Ж/  п  М31./  въ  пред!>л1» 

опред'Ьляй)Тъ  направлен1я  скоростей  <\  и  ^\ 

точекъ  3/^    и    3/^;   поэтому  эти   скорости 

перпендикулярны    къ  ирнмымъ,  соединяю- 

щимъ  эти  точки  съ  мгновепйымъ  центромъ.  Отсюда  вытекаетъ  слЪду  101,^1.^^^,^^ 

правило  для  иостроен1я  мгиовеянаго  центра  по  заданнымъ  движенгямъ»  д,^-^  :^  ^^ 

точекъ  Ж,  и  Ж,  плоской  фигуры:  мгновенный  центръ  находито^щ^ 

лересЬчен1н  нормалей  къ  траекторгямъ  точекъ  М^  и  З/д.  и  ^1 

Денаыхъ  нзъ  соотв%тственныхъ  положен1Й  этихъ  точекъ. 
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Пусть  будетъ 


ш  ^  !пи. 


Ь 


угловая  скорость  вращетя  прямыхъ  СМ^  н  СМ^;  ою  общая  нетолько 
для  всгЬгь  прямыхъ  фигуры,  проходящихъ  въ  данный  моментъ  через 
точку  С,  но  и  вообще  для  вс'Ьхъ  лрямыхъ,  принадлежащнхъ  фигурЬ,  Тан 
какъ  (§  88)  угловую  скорость  можно  разсматрнвать  какъ  отношен1е  С1 
росги  точки  при  дввженш  по  кругу  къ  рад1усу  этого  круга,  а  для  вс 
Ш1хъ  точекъ,  пр1г  вращательнолгь  движении  плоской  фигуры,  дуги,  прохс 
димыя  ими,  пропорд1ояальцы  рад1усамъ  этнхъ  дугь,  то  это  же  справед- 
ливо и  для  скоростей;  поэтому  можно  написать: 

и  вообще  для  какой-нибудь  точки  Л: 

т.  е,  скорости  всЬхъ  точекъ  пропорциональны  ихъ  разстоян1ям 
отъ  мгновенваго  центра. 

Можетъ  случиться,  что  указанное  иостроенге  мгновенваго  центра  дас^ 
точку  на  безконеадости;   это  будетъ  указывать,  что  въ  разсмагриваемы 
момен'гъ  времени   скорости   расиред1;лены  такъ,  какъ  еслибы  фигура  со- 
вершала поступательное  движение.  Понятно,  что  въ  это1'ь   моментъ  о 
рости  всЬхъ  точекъ  геометрически  равны. 

3*  116,  По  скоростям!,  двухъ  точекъ  плоской  фигуры  построить  скоро 
третьей  точки,  пользуясь  свойствоыъ,  выражаемыяъ  формулою  (105), 

3.  117.  ДвижевЕв  плоской  фигуры  задано  т-Ьмъ,  что  дв4  то^кп  ея,  ЗГ^  п  Л/д 
принуждены  оставаться  ни  двухъ  кругахъ  съ  централш  въ  0^  и  0^.  Такое  дни 

»ен1е  достигается  помощью  мехапиама,  пграю 
^^  щаго  важную  роль  въ  прикладной  кивемат] 

*   «  (кипематик!    машинъ)  п   называемаго    ш 

,'       *  н  и  р  ц  ы  мъ  ч  е  т  ы  р  е  X  с  т  о  р  о  н  ы  и  к  о  м  ъ^  потому 

что  опъ  состоигь  пзъ  четырехъ  членовъ, 
соедпкеппыхъ  мешду  собою  посл'^довательво 
шар  вирами.  Схематически  этоть  мехаиизмъ 
можетъ  быть  изображепъ  четырехуга1ьни* 
комъ  0^Л1^М^0^  (фиг.  1^5),  въ  которомъ  каж- 
дая сторона  своимъ  положен1емъ  онредЬляетъ 
твердое  т^ло»  двигающееся  параллельно  плос- 
костп.  Т-кло  (О^ Оу)  называется  основа В1емъ 
^иг.  65.  четырехсторонника    и  иредполагаетси    непо- 

дйвжаымъ,  два  гкта,  {О^З!^)  и  (0,^М2}*  вра- 
1цаю1ц1дся  около  пар&ллельиыхъ  осей,  нроходлщнхъ  черезъ  точки  О,  к  0^^  на- 
зываются мотылями  пли  кривошипами,  четвертое  т^ло  (ЛГ^ ^^а)  соввршаетъ 
бо.тЬе  сложное  движеи1в  и  называется  шатуаомъ.  Показать,  что  во  всякомъ 
поломсенш  механизма  ук^ловыл  скорости  мотылей,  и»1  и  ш,,  обратно  пропорхцо- 
пдльиы  перцовдвкулярдмъ  О^А^  и  0^1^,  опущен нымъ  изъ  0^  и  0^  на  прямую 
М^М^.   Р11Ш.1   Мгвовеш1ым1|    центромъ    въ  двнженш    плоской  фшуры  (Л/^Л/э) 


шеи 
арЩ 
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служить  1'о*шй  о  перескпенгя  прямыхъ  О^М^  и  О^М^;  оо^^тому  для  скоростей 
точекъ  Ж,  п  М^  нм-Ьемъ: 

к^  _  ОМ^ 

г,   "   6М\ 
Съ  другой  стороны, 

|?1  =  О), .  О^М^х     г,  =:  ш, .  ОаЛ!^; 
так1*  что 

Въ  треугольнике  ОМ^М^: 
поэт'ому 

1^  -07.47" 
108*  Построе111е  мгно1е1«наго  центра  при  другихъ  способахъ  заданш  дви- 
жент.  Случай  I.  Дииженге  плоской  фигуры  можетъ  быть  задаж»  услов1емъ, 
')то6ы  ли1  неизменно  связааныя  съ  нею  лин[и  Л^1?1  н  Л^В^  постоянно 
проходили  черезъ  дв'Ь  неподвижныхъ  точки  Е^  н  К^  (фнг.  6(3  ь  Для  по* 
строен1я  мгновенваго  центра  нуншо 
зам1/тть,  что  при  безкоиечйо-ма-юмъ 
перемещен  1Н  фигуры  точка  ^/,,  при- 
надлежащая ЛНН1И  -4^1?^  И  совпадаю- 
щая  при  данномъ  П010жен1и  фигуры 
съ  точкою  Е^^,  совершаеп^  двнжен1е, 
напраашяш  котораго  можно,  при  т-* 
реход'1^  къ  пределу,  считать  касатель- 
йымъ  къ  ЛИН1И  Л4/>\.  А  именно,  пе- 
рем1;щей1е  лпн1и  А^В^  можно  считать 
слагающимся:  1)  тъ  такого,  при  которомъ  точка  Ж,  переходитъ  въ  пен 
ложг»н1в  Му",  находягшеся  на  первоиачальномъ  положенш  дин1и  Л,Д, 
и  2)  нзъ  вращпп1Я  около  Ь\  на  безконсчно-малыЙ  уголъ  а^^СЗ/^'^/^З//), 
приводяпцгго  точку  Л/,  въ  окончательвое  положен1е  3//.  Последнее  пе- 
рем'Ьщеше,  3/^М// ^а.З/^З/,*,  безконечео  мало  въ  еравнени!  съ  пер- 
вымъ;  поэтому  можно  написать,  что  скорость  точки  3/^ 


Фиг,  Пв. 


а1 


Д/ 


Итакъ,  скорость  точки  М^  направлена  по  касательной  къ  лиши  ^1-61^ 
Подобное  же  можно  сказать  и  относительно  перемЬщснхя  лини!  А^В^, 
Отсюда  видно,  что  при  всякомъ  положенш  фигуры  мгновенный  цеетръ 
находится  на  перос'11чен1и  нормалей  къ  лин1ямъ  Л^/^д  я  А^В^^ 
проведен ныхъ  изъ  точскъ  Е^  и  Е^, 

109.  Случай  И.  Предыдуидй   а'1учай,  а  также  случай  §  107,  предста- 
вляются частными  по  отношению   къ  следующему:  пусть  дв*  лин1В  -^1^1 
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0  ^з^Вз,  принадлежапця  плоской  фигура,  постоянно  касаются  къ  двумъ 
аеподвижЕьигъ,  2^1^Ь\  и  В^Е^,  Безконечно-мадое  переагЬщея[е  лшшт  Л^В^ 
по  1)^Е^  можетъ  быть  всегда  составлено  (фиг.  67)  изъ  скольженШ  двухъ 
видовъ:  1}  такого,  при  которомъ  точка  ^1,  иринад,1ежая  лишн  ^,^?^, 
оставаясь  точкою  касанЬ!,  получаетъ  перемещение  М^М^"  по  Л1н1н  1)^Е^, 
ш  2)  такого,  при  которомъ  точка  Е^   линш  1)1Е1,  служившая  въ  начал'Ь 

точкою  касан1я,  остается  точкч^ю  ка- 
сан1я  ери  11еремЬщен1и  точки  М^  изъ 
^В^  110Л0жен1я  М^"  въ  Му.  Въ  общемъ 
случае  происходитъ  скольжен1е  обоихъ 
видовъ.  Въ  какой  бы  зависимости 
между  собою  эти  два  скольжен1я  ни 
находились,  перем'Ьщен!^ 


Фиг.  67. 


можно  считать  въ  пред^л'Ь  направлен* 
нымъ  по  общей  касательной  къ  ли- 
н1ямъ  Л^В1  и  В^Е^;  поэтому  мгно- 
венный цеятръ  будетъ  находиться  на  общей  Б0рма-1и  къ  лин1ямъ  ^,-^1 
и  В\Е^,  Онъ  получится  такимъ  образомъ,  какъ  перес'ЬчсЕ!^  нор- 
малей къ  Л11н1ямъ  А^В^  и  А^В^  въ  точкахъ  ихъ  касан1Я  къ  не- 
модвпжнымъ. 

На  первый  взглядъ  исключен1емъ  изъ  этого  правила  представляется 
случай  чистаго  катан  1я.  Оно   тоже   можетъ  быть  составлено  изъ  обоихъ 

скольженШ;  для  этого  нужно 
только,  чтобы  эти  скольжен1Я 
^^^Л//'  и  Ж/'З//  были  равны 
н  направлены  въ  противуполож- 
ныя  стороны  (фиг.  68).  Но  тогда 
все  перем^щен1е  Л/, Ж/  безко- 
неч^но-мало  въ  сравнеши  съ  пе- 
рем1>щеи1ями  вс^хъ  другихъ  то- 
чекъ  плоской  фигуры;  поэтому  оно  въ  пред^л'Iз  исчезаетъ,  т.  е,  точку  М\ 
можно,  при  безконсчно-маломъ  перем^эщев^и  фигуры,  считать  неподвиж- 
ною. Мы  увндимъ  въ  §  111,  что  она  въ  этомъ  с-туча'!^  дМствнтельно  слу- 
жит!» мгяовенЕЫмъ  цевтромъ. 

110.  Центроиду.  Разбивал  движен1е  плоской  фигуры  въ  течен1е  ко- 
нечнаго  промежутка  времени  на  рядъ  послЬдовательныхъ  безконечно-ма- 
льпгь  перем-ЬщенШ,  мы  можемъ.  какъ  уже  сказано  въ  ^  10(1,  каждое  изъ 
нлхъ  аамкнить  вращеягемъ  фигуры  на  безконечно-малый  уголъ  около  н^- 
котораго  центра.  Эти  центры  последовательны хъ  врап1ен1й  вообще  говоря 
безконечно-бизки  мещу  собою   и   въ  пред-Ьд*  сливаются   въ  сплошную 


Фет.  в8. 
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лишш.  Эта  линш — геометрическое  м'Ьсто  мгновеняыхъ  центровъ  —  назы* 
вается  центрондомъ.  Точки  такой  линш  можно  разсматривать  съ  одной 
стороны  какъ  неподвижныя  на  плоскости  точки,  съ  которыми  последова- 
тельно совцадаютъ  точки  двигающейся  фигуры,  дФл^шщхяся  неиодвижными 
во  время  вращен1я  на  безконечно-малый  уголъ,  а  съ  другой  стороны  — 
какъ  точки,  принадлежащ1я  самой  двигающейся  фигурЬ,  приходяшя  по- 
€л||Доеатсльно  въ  совиаден1е  съ  никоторыми  точками  плоскости  я  осгаю- 
щ1яся  въ  поко'Ь  при  безконечио-ма-юмъ  враишн11к 

Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  два  центроида:  неподвижный  на 
плоскости  и  подвижный,  неизменно  связанный  съ  двигающеюся  фигу- 
рою. Эти  Л11Н1И  мы  будемъ  называть  лпн1ями  (Г)  и  (С). 

111.  Изобрашен!^  истиннаго  движен1я  плоской  фигуры  помощью  центро- 
идовъ.  Раз€матриван1е  обопхъ  центроидовъ  одно  времен  но  позволнетъ 
весьма  наглядно  представить  уже  не  эквивалентное  только,  а  действи- 
тельное движеи1е  плоской  фигуры.  Двнженхе  ея  происходить  такъ,  что 
подвижный  центроидъ  катится  безъ  скольжеБ1я  по  ненодвижному. 

Чтобы  это  показать,  воз- 
вратимся опять  къ  ряду  по- 
сл-Ьдовательныхъ  вращен1й, 
эквива,1ентиыхъ  данному  не- 
рем^щенш  плоской  фигуры. 
Пусть  будутъ  (фиг.  69) 
...Г,,  Г,.  Г  Г',  Г\,.  по- 
ложен1Я  центровъ  эквнва- 
лентныхъ  вращен1й  на  плос- 
кости и  .,.С,,С„С.С^С^.., 
точки  самой  двигающейся  фигуры,  ориходящ1я  посл'Ьдовательно  въ  совна- 
деше  съ  предыдущими,  Такъ  какъ  вращея1е  около  С^  (или  Г,)  происхо- 
дить до  гЬхъ  поръ,  пока  С^  не  совпадаетъ  съ  Г;,  то,  но  неизменяемости 
разстоянШ  между  точками  плоской  фигуры,  С\С^ ^Г^Г^.  Въ  тотъ  моментъ, 
когда  начинается  вращен1е  около  С\  (или  Г^,  отрЬзки  С,С|  и  ГД^  совпа* 
даютъ,  а  это  вращен1е  продолжается  до  гЬхъ  иоръ,  пока  не  совпадутъ 
точки  С  и  Г,  а  следовательно  и  отрезки  С^С  и  Г^Г;  въ  этогь  моментъ 
начинается  вращение  около  С  [или  Г)  и  т.  д,  Такимъ  обраломъ  мы  ви- 
димъ,  что  вс'Ь стороны  многоугольш1ковъ  ...ГэГ1ГГТ"...  и  ,,,С.,С\ССС\,. 
соотв-Ьтственно  равны,  п  они  катятся  одинъ  по  другому,  последовательно 
совпадая  своими  вершинами.  Такое  движенк*  сохраняется  и  въ  пределе, 
когда  центры  вращен1Я  сливаются  въ  сплошныя  лин1и — центроиды.  Изъ 
равенства  соотв'Ьтствеаныхъ  сторонъ  многоугольниковъ  стЬдуеть,  что  и 
дуги  центроидовъ  между  какими-либо  двумя  парами  точекъ,  приходящихъ 
въ  совпадение,  равны.  А  это  служить  признакомъ  того,  что  происходить 
катан  1е  безъ  скольженгя. 


ФИ1\  «>9. 


'У     ' '^я^0 %у^1^^*^   л^^т^лф 
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Й,       *'.  ^Л      **      И/^ЛГ^^'^ИИК     I^^Я^^ВI:НЯЫе 

•1^>|?'  »пии'ь,  II/»  ир'гиш^у.  укя:4анному 
м».  :?  10 /\  г.  *'.  находя  точки  Г, 
I      I  '  11<'|>''г.1.'м;м1я    норм{иеЁ 

ль    1)»<М«КИ»|ННМ'|.  точ^яп.  Л/^  и  Л/д. 

Чм»ом  (м»(  гроить  точки  подвиж- 
1|м1|(  н>'111|111|1'М    I    и    |1<ч1:м    1И1мм1.тм>  ммишпгмм  гь  11.111ГК0И1  фигурою  и 

I  и'1"НМ||(  11«||  ||>1 (И  иим  М1ИИ1И.ИИ1.ИН1  ттрпим.  мутно  то.11>|;о  пол()жен1Я 

♦  '»Ч11. 1.  I  .  I  '.  Г'.       (МН1Ч  гм  К1.  одному  и  тому 

М*  «М*  1Н1|м>|(||М|Н|  ИрИЧмИ  •/,  1/^    Итпк'!..  ноньмомъ 

\  »и   нр1имн1  имИьно  (фиг    !\)  и  Ш1  отркзЕк 

•^  и..  1.'»1»».  ИМ1Ч  ин|1!|н1и.  1им|рои\|ьтроуголь- 
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вается  по  отношен1ю  къ  первоначальному  обращен нымъ.  0пред*-11шъ 
центроиды,  а  также  траектории  разлячныхъ  точекъ.  Такъ  какъ  относи- 
тельное движеше  об4ихъ  плоскостей  не  изм'Ьвилось,  то  непосредственно 
можно  видЬть»  что  центроидами  служагь  два  прежднхъ  круга,  которые 
только  иерем-Ьнились  теперь  ролями:  подвижный  кругъ  им1етъ  теперь  вдвое 
большШ  рад1усъ»  чЬмъ  неподвижный,  и  обкатывается  вокругь  послЬдняго 
своею  внутреннею  стороною. 

Покажемъ,  что  трае1;тор1и  всЬхъ  точегъ  суть  конхоиды  Паскаля  (з.  107). 
Преще  всего  зазгЬтимъ,  что  точка  О  перес'Ьчен1я  подвижныхъ  пряныхъ 
(?)  и  (т)).  какъ  вершина  прямого  угла,  ооирашщагося  на  неподвижный 
отр^зокъ  З/д  Л/^,  опнсываегь  кругъ,  им'Ьюпцй  этогь  отр4зокъ  свонмъ  д1а' 
ыетромъ  (фиг.  73),  Разсмотримъ  теперь  движеше  точен  М,  лежащей  на 
прямой  {-цХ  Эта  прямая  прохо- 
дить черезъ  постоянную  точку 
М^,  которая  лежнтъ  на  окру- 
жности круга,  опясываемаго 
точкою  О,  а  отр'Ьзокъ  ОМ 
нмЬетъ  постоянную  длину;  въ 
задач*  107  было  показано,  что 
въ  этомъ  случаЬ  точка  М  опи- 
сываетъ  конхоиду  Паскаля.  Что- 
бы вид'Ьть,  что  всякая  другая 
точка  М\  не  лежащая  на  пря- 
мой {г\)  или  (Е),  тоже  описы- 
ваетъ  кошхойду  Паск<и1Я,  нужно 
только  зам'Ьтить,  что  если  про- 
должить прямую  М'О  до  пере- 
сЬчбшя  въ  точкЬ  А  съ  непо- 
двнжнымъ  центроидомъ,  то,  по 
неизменяемости  угла  (31*031^)  и 

неподвижности  точки  М^,  дуга  М^Л  постоянна,  а  поэтому  во  всякомъ  по- 
ложена! плоской  фигуры  прямая  М*0  проходить  черезъ  ту  ж©  точку  Л. 

Такъ  какъ  относительное  движен1е  об'Ьихъ  плоскостей  одно  и  то  же, 
незавясимо  огь  того^  которая  изъ  этигь  плоскостей  предполагается  не- 
подвижною, то  легко  видеть,  трго  въ  эллнптнческомъ  движен1и  всякая  не- 
подвижная точка  чертить  на  двигающейся  плоскости  конхоиду  Паскаля, 
а  при  обращенш  эллнптическаго  движен1я  всякая  неподвижная  точка 
чертить  на  двигающейся  плоскости  эллипсъ,  ПосЛднямъ  обстоятельствомъ 
пользуются  при  устройств*  токарнаго  станка  для  обтачиван1я  тЬлъ  въ 
эллиптическую  форму.  Такой  станокъ  быль  нзобр^тень  еще  знаменитым  ь 
художпикомъ  и  ученымъ  Леонардо  да  Винчи. 

3.  118.  О0ред1ихпть  центроиды  въ  двпяшшж,  разсмотръяномъ  въ  §  115  не* 
посредствеацо,  пользуясь  сказаннымъ  въ  §  106, 


Фиг.  73. 


—    98    — 


по  точкамъ,  проведен1е  къ  ней  касательной,  опред'Ьлен1е  ея  кривнаны  н 
пр.  представляются  въ  особенно  простомъ  и  удобномъ  вид-Ь.  Не  вдаваясь 
подробно  въ  изучен1е  рулеттъ,  которое  относится  больше  къ  области  гео- 
метр1и,  а  приложеше  находить  въ  теор1и  механизмовъ,  коснемся  только 
первыхъ  двухъ  изъ  указанныхъ  относительно  этого  вопросовъ. 

Касательную  къ  рулетгЬ  въ  данной  на  ней  точкЬ  31  мы  найдемъ, 
принлвъ  во  вниман1е,  что  точка  С  касан1я  обоихъ  центроидовъ  служить 
мгновеннымъ  центромъ,  а  потому  скорость  точки  М  перпендикулярна  къ  С31. 
Разсмотримъ  теперь  способъ  построен1я  рулетты  по  точкамъ.  Пусть 
будетъ  М^  (фиг.  77)  положеше  точки  Л/,  когда  центроидъ  (С)  касается 
къ  центроиду  (Г)  въ  точк*  С^.  Отложимъ  С^Г=  С^С,  что  можетъ  быть 
достаточно  точно  для  практическихъ  ц'Ьлей  сд-Ьлано  откладыван1емъ  на 
каждой  изъ  лиши  достаточно  малыхъ  хордъ.  Чтобы  построить  положеше 
точки  3/  Д.1Я  того    момента   времени,    когда    будутъ   совпадать  точки  С 

и  /',  опишемъ  изъ  Г  рад1усомъ  СМ^  дугу 
Вп  и,  проведя  черезъ  точки  С  и  Г  нор- 
мали Си  и  /'у  къ  дин1ямъ  (С)  и  (Г),  от- 
ложимъ       ^  ^^^^^  ^  ^  {пС31,). 

11ерес*чен1е  стороны  ГА  съ  дугою  Вп 
будетъ   искомое   положен1е  точки   Ж,   со- 
ответствующее тому  положёшю  гЬла,  когда 
точки  С  и  Г  совпадаютъ.  Это  сл^дуетъ  изъ 
Фиг.  77.  того,  что  разстояше  СМ^  не  изменяется  и 

поэтому,  когда  С  совпадетъ  съ  Г,  а  вм4сгЬ 
съ  т*мъ  совпадутъ  нормали  Сп  и  Г>,  то  весь  секторъ  пСМ^  совпадетъ 
съ  секторомъ  уГЗ/.  Построивъ  указаннымъ  способомъ  достаточно  боль- 
шое число  достаточно  близкихъ  между  собою  подоженхй  данной  точки, 
можно  ихъ  соединить  сплошною  лин1ей  и  получить  рулеггу  съ  желаемою 
точностью. 

Существуютъ  друпе,  приближенные  способы  построешя  рулеттъ,  ука- 
зываемые обыкновенно  въ  теор1и  зубчатыхъ  зац-ЬпленШ. 

3.  122.  Построить  касате.1ьную  къ  эллипсу,  разсматривая  эту  лпи1ю  какъ 
рулетту.  Для  р'Ьшен1я  см.  §  114. 

3.  123.  Постропть  конхоидл'  Паскаля  какъ  рулетту  и  провести  касатель- 
ную въ  данной  на  ней  точк*.  Для  р'Ьшен1я  см.  §  115. 

118.  Вопросъ  третьяго  рода  изъ  указанныхъ  въ  §  116.  Всякую  лин1ю 
можно  разсматривать  какъ  рулетту,  и  притомъ  эта  рулетта  можетъ  быть 
получена  при  помощи  разлпчныхъ  паръ  центроидовъ.  А  именно,  можно 
задать  одинъ  изъ  центроидовъ  произвольно  и  подыскать  къ  нему  другой 
центроидъ  гак1»,  чтооы  н'1^которая  точка,  при  нагати  этого  поатЬдняго 
по  первому,  описывала  даннун»  лин1ю.  Эта  задача  тоже  играетъ  важную 
роль  въ  н1.которыхъ  иопросахъ  теор1И  механизмовъ. 
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8  120,  (1к   111. 


1 19.  Ог1ебаю1Ц1я  и  огибаемыя.  Вопрос!,  о  рулеттахъ  можно  разсматри- 
вать  КЕЕЪ  частний  еду  пай  во1троса  о  л11Н1яхъ  огибающихъ  н  огибаемыхъ» 

Это1^  посл1ан1Й  ноирссъ  состопть  въ  ^лЬдуютемъ.  Даны  цситрпиды  (/) 
н  {С)  и  лптп  (>г),  н^'ИзмЬнно  связанная  съ  (С),  «огвбав^шая»;  требуется 
оиред'Ьлить  лин1ш  I  з),  неизменно  связанную  съ  (Г),  «огибаемую*,  къ  ко- 
торой постоянно  каса.1ась  бы  лин1я  (й?)  при  движен1н  плоской  фигуры, 
Этоп,  вопросъ  им'Ьеп^  между  срочимъ  ваэкное  11риложен1е  въ  теор1и  зуб- 
ч.ггыхъ  1юлесъ,  Очевидно,  пто  рулепу  можно  разсматрив*1.ть  какъ  огибае- 
лгую.  когда  0П1  бающая  обращается  въ  топку. 

Сл1аующ1й  пр1езп^  можетъ  служить  д.1Я  посгр1М"Н1я  огибаемой  по  топ- 
камъ,  1{0ГД11  дана  огиоавнцая.  или  наобироть.  Къ  гоп]с^  1%  касан1Я  ЛИН1Й 
(5)  и  (а)  (фиг.  78)  первая  линш  сколь- 
ЗНП|  вдоль  второй;  поэтому  точна  ш^ 
ЛИН1Н  (^•),  считаемой  даняокк  имЬетъ 
скорость  гш  на11рав.1ен1ю  къ  общей  къ 
обЬимъ  лин!ямъ  касательной  (§  109). 
Но,  такъ  какъ  скорость  вся  1:ой  точ- 
ки перпендикулярна  къ  прямой,  со- 
единяющей эту  точку  съ  нгновеннымъ 
центромъ.  то  мы  найдемъ  точку  т^, 
опустивъ  изъ  точки  касан1я  центрои- 
дов!, нормаль  на  лиеш  (.^).  Съ  точ- 
кою »<(,  совпадаетъ  некоторая  топка 
(1^,  огибаемой.  Чтобы  найти  какукиннбудь  другую  топку  {а  огибаемой, 
нужно  на  центроидахъ  отложить  равный  дуги,  0^0= /'^Г,  опустить  изъ 
С  нормаль  Ст  на  лнв1Ю  (.^)  и  найти  положение,  которое  заиметь  йта 
нормаль,  когда  топка  С  будетъ  служить  мгноненвымъ  центромъ,  А  для 
этого  нужно  сделать  перенесение  сектора  тСп  въ  положеЯ1е  ^1ГV  по- 
добно тому,  какъ  это  сделано  въ  !$  117. 

Скороотк  въ  соотавномъ  и  относительномъ  движешяхъ 

плоской  фнггрьх. 

120.  Слошен1е  углоЕыхъ  скоростей,  Въ  §§  23—28  разсматривалось  пе- 
рем'1лиея1е  плоской  фигуры,  эквивалентное  двумъ  посл+аовательнымъ.  ВсЬ 
указанные  тамъ  резу.1ьтаты  можно  приложить  къ  перем1|Щен1ямъ  безко- 
нечно-малымъ,  а  потомъ,  переходомъ  къ  пред'к1у,  вывести  законы  сложе- 
ния скоростей  въ  составномъ  движенш.  Итакъ,  раасмотрнмъ  сл'Ьдующ1й 
вопросъ:  даны  мгновенные  центры  С,  и  С.^  двухъ  движен1й  плоской  фи- 
гуры и  ш^  и  ш,,  угловыя  скорости  около  этихъ  ценгровъ;  требуется  онре- 
д'Ьлить  Г  и  ш,  мгновенпый  цеитръ  и  угловую  скорость  движен1я,  эЕвива- 
лентнаго  совокупности  двухъ  данныхъ. 

Прилагая  правило  построен1я  центра  дквивалентнаго  вращен1я  къ 
вра1Ден1ямъ  въ  одну  и  т)'же  сторону  на  безковечно-малые   углы   а,  и  в, 

7* 
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(§  24),  мы  найдемъ,  что  точка  С  (фиг.    13)   будетъ  лежать  безконечно- 
близко  къ  прямой  (7,  С,,  по  прежнему  удовлетворяя  условш: 

С,С-    .    а/ 

Переходя  къ  пределу  и  принимая  во  вниманхе,  что 
Ит.  -^  =  О),,      1гт.  =  -?|  =  а>„ 
найдемъ:  „ 

,.  .   С,С      ..        М  ^""-  Д<       а>,  ,      , 

д^ 

причемъ  точка  С  упадетъ  на  прямую  С^С,.  По  формул*  (11): 

о>  =  Кш.  —  =  Ит,  -г^  -ь  Ыт.  ^-  =  о).  -ь  <о..  (116) 

Д^  м  м         ^         ^  ^      ^ 

Подобные  же  результаты  мы  навдемъ  въ  случае  вращенШ  въ  разныя 
стороны,  съ  тою  только  разницею,  что  тогда  точка  С  будетъ  вн4шняя 
относительно  промежутка  С^С^,  и  по  формул*  (12)  получится: 

«)  =  0)1  —  (О^;  (117) 

причемъ  знакъ  этой  разности  укажетъ,  происходитъ-ли  вращенхе  около  С 
въ  сторрну  перваго  или  въ  сторону  второго  вращешя. 

Соединяя  оба  результата  вм'ЬсгЬ  и  считая  угловую  скорость  вращешя 
по  часовой  стр^лк*  положительною,  а  въ  обратную  сторону  отрицатель- 
ною, можно  сказать:  Мгновенный  центръ  сложнаго  движен1я 
плоской  фигуры  д'Ьлитъ  разстоян1е  между  мгновенными  цен- 
трами слагаемыхъ  движен1й  обратно-пропорц1онально  угло- 
вымъ  скоростямъ  посл'Ьднихъ;  притомъ  дЬленхе  внутреннее, 
если  угловыя  скорости  одного  знака,  и  д4лен1е  внешнее,  если 
эти  скорости  им-Ьютъ  разные  знаки.  Угловая  скорость  слож- 
наго двнжен1я  равна  алгебраической  сумм*  угловыхъ  скоро- 
стей  слагаемыхъ  движен1й. 

121.  Пара  угловыхъ  скоростей.  Въ  §  25  было  показано,  что  пара  вра- 
1Ц01ПЙ  экппвалентна  поступательному  перем'Ьщен1ю,  величина  и  направле- 
Н1Г'  1:отп|)аго  опредЬляются  формулами  (13)  и  (14).  Если  вм'Ьсто  угловъ 
нрапи'И1и  даны  угловыя  скорости  «>  около  центровъ  (71  и  Сд,  равный,  но 
иротниуположпых'ь  :шакокъ,  пара  угловыхъ  скоростей,  то  поступа- 
т('льному^п('р('м1лц<'И1ю  соотв1>тствуетъ  скорость  и  поступательнаго  движе-^ 


'^:^ 
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§  123,  ф.  118. 


I.  Разд'Ьлдл,  для  ооред1лцн1я  ея,  а-  на  А(  и  переходя    къ  ирвД'Ьлу,  по- 


лу чимъ: 


.    а 
"д7 


м  =  2С^С^  .  Нт.  —1^  =  СуС^  .  Ит.  ^^  =  С^С,  .  о»,         (118) 


С.(н)^ 


-( 


С^(«1) 


и 


-Ас. 
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Уголъ  между  наоравлеаЕемъ  посту нательнаго  перемЬщен1Я  н  прямою  С^С^, 
согласно  формуле  (14 к  бъ  предЬл!;  обращается  въ  прямой.  Игакъ,  пара 
угловыхъ  скоростей  слагается  въ  ско- 
рость гшступательнаго  Д8ижен]я,  рав- 
ную прон:зведен1ш  ра;1стояя1я  между  дан- 
ными центрами  на  данную  угловую  ско- 
рость и  перпендикулярную  къ  прямой, 
соединяющей  центры. 

Принимая  во  вниман]е  сказанное  въ  §  25, 
легко  впд'Ьть,   что   направлен1е  Г10СТ5'пательной 
скорост!!  опредГншется  при  этомъ  (фиг.  79)  гЬмъ 
направлеп1емъ,  какое  имкютъ  стрелки,  указывающ1Я  направ,зен1Я   враще- 
Н1Й,  меясду  данными  центрами. 

122.  Леренооъ  мгновеинаго  центра.  Посл1)днШ  результатъ  даетъ  воз- 
можность переносить  мгновенный  цеитръ  въ  другое  положеше  посредствомъ 
присоедннен1Я  н1^которой  поступательной  скорости.  Пусть  будетъ  дано 
вращ|'Н1е  около  центра  С  съ  угловою  скоростью  ш.  и  мы  хотимъ  аам*!»- 
нить  его  вращенсемъ  съ  тою-же  угловою  скоростью  около  центра  С. 
Согласно  ска:1анному  въ  §  27  о  переносе  центра  вращен1я,  эквивалент- 
наго  данному  перем^п1ен1ю,  мы  находимъ,  разсматривая  вм-Ьсто  перем'Ь- 
щенШ  скорости,  что  нужно  при  перенос!  СС  мгновеннаго  центра  при- 
соединить поступательную  скорость: 

а 


2СС  8т 


и  ^  Шп. 


М 


=  СС  -  ш. 


Направлен1е  этой  скорости  образу етъ  съ  СС  пряной  уголъ,  отсчитывае- 
мый отъ  СС  въ  ту  сторону,  куда  происходить  данное  вращеше;  потому 
что  направлен  1е  посту пательнаго  перем1>щен1я  опред'к1ялось  угло»п. 
2~^2^  отсчитываемымъ  въ  эту  сторону,  а  уголъ  а  въ  пред'Ьл'Ь  исчезаеть. 

123.  Сложеше  угловыхъ  сморостен  около  параллельныхъ  осей.  Все  скат 

занное  относительно  сложен1Я  угловыхъ  скоростей  около  мгновеЕныхъ 
центровъ,  если  разсматривать  движете  не  плоской  фигуры,  а  твердаго 
гЬла  параллельно  плоскости,  переносится  на  сложеше  угловыхъ  скоростей 
около  мгновенныхъ  осей,  перпендикуляреыхъ  къ  плоскости  движен1Я  (§  112), 
Не  повторяя  зд!1сь  всЬхъ  резульгатовъ,  замЬтимъ  только  для  дальн-ЬЙ- 
шаго,  что  пара  угловыхъ  скоростей  около  параллельныхъ  осей  эквива- 
лентна скорости  поступательнаго  двнжешя,  перпендикулярной  къ  илоско- 


I'  г^  #  г        I/..     ,/ ./ #         #."^'^       -  ■*    ''      -     /..,      1.     .1.1    -..1  .:#;.Гм  : '. 


'I  .",••  .  ■"    ь.'-.л-..:.    « 


//    / 


'     '     '     '     , 

^      \      ^  -'■  .'••м/.      ;;^'  .ъ.<       -.д  - 

^      /        >  •  ; » I .  Vу    г; :  >  ^^  ж  я  А^  >: 
:,ч.'/  .  л,:лг  .      :..:л^  .      :1 

'ИИ    щ^ниипиччптии    .цпп.    ..{ругу    иниц.тлчш.     (иьг   ь^ип.    л|>и  'Уюмъ 
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§  125,  ф.  119. 


I 


на  части,  обратно- [|ро]1орц1ан«к1ьныя  угловымъ  скоросташ».  Чтобы  найтк 
ш,  углову^ю  скорость  сложнаго  движения,  разсмотрнмъ  скорость  то^ки  С\, 
Она,  какг  и  скорость  всякой  другой  точки,  можеп»  считаться  происхо- 
дящск)  или  огь  вр;и11ен1я  около  С  или  отъ  вращенш  окшо  давныхъ  цен- 
тровг.  Къ  первомъ  случа'Ь  иагЬемъ: 

а  во  вт(^ромъ  случае,  такъ  какъ  скорост1|  точки  С\  01П>  врашен1я  окадо 
нея  самой  равна  нулю, 

Г  =  ш,     С,С,, 

Сравнивая  н  принимая  во  вннман1е  зависимость  (119).  находлмъ: 


ГЛ        ■  .  *    V — и\      * 


сс. 


ш. 


Сл+довало-бы  еще  показать,  что  скорость  всякой  точки  М  действительно 
равна  о»,  СМ  и  перпендикулярна  къ  СМ;  но,  зная  это  уже  по  другому 
способу  ра.1сужден1'й.  мы  не  будемъ  на  этомъ  останаативаться, 

3»  124*  Выоестп  т^мъ  те  пугемъ  аравило  для  сложешя  угловыхъ  с1«оростеи, 
когда  данныя  угаовыя  скорости  икгЬютъ  протпвуп сложные  знаки,  и  въ  ча- 
стности дли  пары  угловыхъ  скоростей. 

3.  125.  Вынести  тЬмъ  же  способом^,  нрапило  сложен!»  своросте!!  враща- 
тельнаго  п  поступательваго  движений  и  п^жаило  переноса  игновевнаго  центра. 

3.  126.  На -темной  поверхноств,  на  географической  шяротЬ  7—  ^  покоится 

т1ц10.  Принимая  во  вниманхе  вращеше  землв  около  ея  оси,  опред1'^лить:  какую 
поступательную  скорость  п  въ  како>1Ъ  направлевш  нужно  придать  земл'к  и 
данному  .т^ису,  чтобы  можно  быио  вращение  около  земно^^  оси  заменить  вра- 
щен1емъ  около  осш^  прохода  щей  чере^^ъ  данное  гЬло,  Для  простоты  считать 
землю  шаромъ,  а  раД1усъ  ея  равнымъ  бСЮО  километровъ.  Отв.:  218,7  метровъ 
въ  секунду* 

125.  Цкк^тческое  движеи1е  плосиай  фигуры.  Плоская  фигура  Р^  вра- 
пиштся  й1;пло  цгнтра  ('^  съ  угловой»  скоростью  Шд,  и  въ  то  же  время  пло- 
скость /\,  которой  прпнадлежии.  точка  С^,  вращаетсл  около  неподипжиаго 
центра  С^  съ  угловою  скоростью  ш^,  аричемъ  отногаен1е  этихъ  угловьисъ 
ск'оросп^й  остается  постоянпымъ.  ОпредКлимъ  центроиды,  которыми  ха- 
рактеризуется движен1е  плоскости  Р^.  Д.1я  этого  прнмемъ  во  В11пман1е, 
что  ра:1стоян1е  (\(\  постоянно  и  что^  въ  виду  постоянства  отнош<^и1я  о>^ 
К'ь  О),,  мгновенный  центръ  С  сохраияетъ  свое  разстоян1е  какъ  оп*  н*'- 
подвижной  точки  гу,  так'ь  и  огь  точки  С^,  принад-южащей  ллоскости  [\. 
Отсюда  слМуегь,  что  центроидами  служап»  круги,  описанные  радгусами 
С^С=^г^  и  С^С  =  Гу  изъ  центровъ  С,  и  С^,  Двпжен1е  фигуры  1\  сво- 
дитгя  кг  ката!пк>  второго  круга  по  первому,  остающемуся  нетгодннжнымъ. 

Такое  движепк*  плоской  фигуры  на:^ываетсл  циклическимъ,  иричемъ 
различаютъ  катан1е  круга  по  кругу  ^^п и  циклическое,  когда  одннъ  кругь 
своею  внешнею  стороною  катится  по  внешней  сторон*  другого  круга,  ка- 
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одного  общаго  движения,  такого,  какъ  если  бы  этн  гкта  были  между  со- 
бою яеизм'Ьнио  связаны,  нхъ  отяосвтедьнаго  движенгя  не  из1г1шяетъ, 

Этоп-  1тр1емъ  имк'П.  мс^жду  прочлмъ  важное  приложение  иъ  приоад- 
ной  кнноматикк,  при  изучен1И  отН|Зсительнагп  движен1Я  раз.мчныхъ  частей 
машины,  и  въ  пастности  въ  теор1и  зубпатыхъ  зацЬаленШ,  Каадый  членъ 
машины  им'Ьетъ  определенное  двнжеше  относительно  остальныхъ;  сообщая 
всей  машин'Ь  иоочередно  так1я  систему  скоростей,  чтобы  одинъ  изъ  ея 
членовъ  дЪался  въ  данный  момснтъ  неподвижным!.,  мы  и  подучимъ  ско- 
рости относительныхъ  двпжензй  вс^хъ  остальныхъ  членовъ  машины  отно- 
сительно перваго. 

3*  130.  Определить  относите льныя  скорости  двухъ  вагонаызгь  колесъ,  стоя- 
щпхъ  на  одномъ  рельсе,  предполагал  скорость  по-Ьзда  и  рад^усы  колесъ  иа- 
с^стпымп.  Отв.  Двнжеиге  круговое  яоступательное  со  скоростью 


её 
г 


гд-Ь  г— скорость  по'11зда,  в — разстоянш  между  осшлв  колесъ  в  г— нхъ  рад1усъ. 
Э.  131.  Два  колеса  вращаются  равяом'Ьрво  около  параллельныхъ  осей,  д1&« 
лая  соотв:Ьтетввяно  п^  я  щ  оборотоиъ  въ  минуту*  Определить  угловую  ско- 
рость нхъ  отиосительнаго  дважен1я  ш  подожеи1е  мгновеицаго  центра  въ  по- 
ол^днемъ. 

Аналитическое  опред^1лвн1е  скоростей  и  цектроидовъ 
въ  двжжешж  плоской  фигуры. 

127.  Скорости  точенъ  плоской  фигуры.  Выпишемъ  снова  уравненЫ  двн- 
жешя  точекъ  плоской  фигуры,  составленныя  въ  §§  54,  55  и  56; 

5  =  1о  -4-  дг  С05  в  —  1^^  8т  а,  |  .^^^^ 

тг)  ^  1^^  Н-  а-  8т  а  ч-  у  со8  а,  I 

гд-Ь  Сд,  7|о  и  а  —  данныя  функщи  времени.  Скорость  точки,  заданной  ао- 
стоянными  координатами  г,  ^/,  ооредктится  по  формул амъ  (38)  дифферен- 
цирован 1емъ  коордпнагь  $,  щ  этой  точки  по  времеяи: 


%=  ТгТ  =    ^     -н  (.г  соя  а  -  у  пп  а)  -^  ■ 


41 


Зд-Ьсь 


Т(  "   "^'       (И  ~   "^ 


й< 


(121) 


(122) 


опред-Ьдяють  нроекц!»  ва  координатныхъ  осяхъ  скорости  ^^  точки  Л/»  иа- 
ч;1ла  нодвижяыхъ  координатныхъ  осей,  н 


=^  о> 


(123) 


есть 


угловая  скорость    вращешя   этихъ     осей  и  связанной  съ  ииии   ио- 
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скоп  фигуры.  11>.«л1.зуя1Ь  формулами  (12<.)).  можно  написать: 

'\=  'от,*    «>(^     -  ?о).    ] 

Эти  формулы  в[.1ражак)П.  результагь,  что  скорость  всяк'ой  точки*  плоской 
фигуры  слагается  геометрически  нз'ь  скорости  /„  иоступательнаго  движе- 
ния, опред1»ляемаго  движен1емъ  точки  М,„  и  изъ  скорости  г'  вращен1Я 
около  :^топ  точки  (сравнить  съ  задачею  1)9).  Это  можно  выразить  сл-Ь- 
дук»и1имъ  геометрическим!,  равенстпомъ: 


Проектируя  это  равенство  на  подвижный  оси  (^у/),  можно,  согласно  фор- 
муламъ  «515).  написать: 

''л-   =    '*0,   ^'^'/-      I 

"  '  Г125) 

'',  =  '"и,  -^-  ^-0  ] 

иричемъ,  доя   выражения   г^,  и  г^^  черезъ  основные  элементы  движен1я 
*о-  т|о'  *-•  им-Ьемг: 

'  (126) 

*о,  =  —  'о:  •^''"  «  -^  'о71  со.^- «.    ] 

3.  132.  Вывести  формулы  {1'2Ь\  пользуясь  заииспмостью 

Ч^рыулшмж  (120^  и  (121). 
3*  188*  Написать  проектЦи   скорости  точкп   (х,  у)   на  подвижный  осп  въ 
вдпадащенШ^  что   точва  М^  не  совпадиетъ  съ  началомъ  неподвпжныхъ  ко- 
иРЯвв»жн11хъ  осей,  а  нхЪетъ  координаты  x^„  у^  Отв.: 

г,  =  Ро.  —  О)  (.у  —  у^\ 

^ДД*    Амштпввям  •цмд1яен1в  ■гмоввннаго  центра  и  центрордовъ. 

"пювеннБй  цвнтръ — »то  такая  точка,  скорость  которой  въ  данный  мо- 

"ь  вренеян  равна  кулю.  Означая  ея  координаты  въ  двухъ  коордиват- 

•    сксгекахъ  соответственно  черезъ  ;1.  у\^  и  х,,  //,,  им-Ьемъ  по  фор- 

■ь  (124): 

I  (123): 

-  (лГ|  *1Л  «-+-//,  С11>'  а)  10  =  V). 
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отсюда 


(» 


10 


(127) 


'^'»~  т  (''о5''^'"*'^'Ц^'''''^Ь     //,  ^  ^^  (г.^,т^аЧ'Г^,^^л/маЬ      (128) 

В1»  гллхъ  формулахъ  вторыя  части  суть  изв1»стныя  функц1Я  времени,  если 
дппжен1р  плоской  фигуры  заданп  ал^'мрнтами  ;^,,  т),^,  а,  каг:ъ  фунглиями 
вр<*мени;  поэтому  мы  можемъ  вычислить  для  всякаго  мом1^нта  положен1с 
мгновенпаго  щ^шра  каиъ  на  плоскости,  такъ  н  въ  двигающейся  фигурЬ. 
Чтобы  составить  уравнен  и»  неиодвпжннго  центроида,  составпмг  урав* 
нен10,  саязывалипее  между  собош  координаты  с^  т)^;  для  атого  нужно 
только  исключить  /  тъ  уравнев)й  (127).  Точно  такъ  же,  для  иолученья 
уравнен1Я  подвижного  центроида  нужно  т^гиючить  (  изъ  уравненШ  (128), 

3.  !3+.  Оп])едЬлять  геометрическое  н'Ьсто  точекъ,  скорости  которыхъ  аъ 
данаын  моменть  им^югь  данное  Н1шриш1ен1е,  Отв.:  Прямая  ллв!я. 

3.  135.  ОоредКллть  аналитн^теехвмъ  путеыъ  центроиды  эллпптпческаго  два- 
жев1я  плоской  фигуры. 

3.  136.  Определить  центроиды  вь  дик.'шческомть  двпжевхп  плоскоН  фигуры, 
31г;^тнвоиъ  уравнев1ями  (40)  (авдача  59),  Отв.: 


Рад1усы  эти7[ъ  круговъ: 


1...,..=(^=^)Ч 


г,  —  :^  — ^  г. 


(129) 


Зд'&сь  доставлены  двойные  анакн  ротону,  что  не  только  развость  щ  —  Ш),  но 
и  самыя  угловыя  скорости  ш^  и  ш,  могутъ  быть  я  положителен ымн  и  отри- 
цательны ин. 

Наследовать  условия,  при  которыхъ  катан1в  будетъ  эпи>,  гнпо-  иди  нери- 
днклическимъ  (§  125)- 

3.  137.  См.  §  565. 

Мгновенная  ооь  и  аксоиды  въ  движет  и  твердаго  т^а 
около  неподвижной  точки. 

129.  Мгновенная  ось>  Нъ  §  31  было  показано,  что  всякое  перемЬще- 
Н1е  твердаго  гк1а,  им'йющаго  неиодвижную  точку,  эквивалентно  повороту 
его  около  осп.  проходящей  черезъ  щ  точь'у  (теорема  Даламбера).  Это 
врищен1е  можепз  прптомъ  значительно  отличаться  огь  дЬйствнтельнаго 
перем1ш1ен1Я,  и  только  въ  начал11  и  въ  концЬ  перем'Ьщен^я  положения  гЬда 
въ  обоихъ  движен1яхъ  совпадаютъ.  Зам'1.няя  данное  конечное  иерем'Ьще- 
и1е  гЬла  не  одннмъ  эквпвалентнымъ  ему  вращен^емъ,  а  несколькими  ио- 
сл'Ьдовательиыми,  и  притомъ  такъ,  чтобы  въ  начал'Ь  и  въ  копцЬ  каждаго 
изъ  ннхъ  по4ожен1я  гЬла  совпадало   съ  д-ЬИствительнымн,  мы  цодучаемъ 


—   1*^   — 

Тже    111-П1^    тчт^е  хэдсраяеше   т^Й1:тшгг«иьяо    газюггияшаг':  13язЕ^ш:г. 

]вза^1  югл  зах^  хб»  ]В1яигь  гаиь  тгшш^  тв^язготь  та1!Л1';  «говааиоешА  Пост 
зереъц^  гь  10^x5^7.  г.  *•  хри  *  =  ее.  М1ь  ^квявалеугкБггь  1?^ре«ль^- 
шД  и21вяег!2  гь  х&аЬ:тзягг^льгаагь  1]иЕжешехъ.  Траеог/р(а  гис^Бзд  гочзз 
авляе^л  таи  згг'^гь  1ре1йл:»ь  рюа  ^•:сйювагг<»1ьвыхь  бе1Ю}»*чж«>«к- 
л&хь  хру?'7ВБ|ТЬ  17Т^  Б|*зкш^1Ш>яа1ыа  17^1  гр^^кторш  отлпаютса  голые: 
шяк  '5^е:17ош^*Ш1}НБиБС2  зеларшхБС  &б&шсп:ь  хориховгъ  отъ  хруговыть  1тгь 

Хй!Дек1е   Га^рI;^^^    Г^Л^  ОКОЛО    Е^ИОЛ&ЕХКОЙ  ГО^ССЕ   ЕВЛЕе^Г'ГЕ   ар^ 

ш;«*Е1ежъ  егг>  около  осе,  дроюллте!  чер<*аъ  >ту  точет.  ^>га  ось 
Еааываетса  хгеое«^еео1>  осы>, 

Дахбе.  перехода  оть  угехь  аерет&щешД  съ  ссоро4!тхть.  хохк*:.  1г«>- 
дйббо  тохт  сасъ  вгь  I  Ь'А,  ссазать:  Во  есесИ  хохеЕтъ  арехекЕ  скс- 
РОСТЕ  точекъ  ТЕерлаго  т1ла.  Еж*ющаго  жеподЕЕжжтю  хочет,  рас- 
11ре11леЕы  такъ.  жакъ  «^сле  бы  т1ло  Ераа1алось  еъ  гечеЕ1е  оеа- 
ЕОЕ<^чЕО'Халаго  :»лгх<»Ета  Ер'^хеЕЕ  около  веполЕЕХЕоЙ  осе.  ирг*- 
ходЕше!  череаъ  :#Т7  то  чет.  Вь  ?гоеъ  сеысл1  хтновеЕнах  'хь  вазы- 
шаетш  тасав&  осы>  ^сорост^!.  сагь  такая  ирЕхах.  точке  которой  еь 
давппА  юяелъ  шж^л^тг  'Г&'.рбсгЕ.  рашыЕ  етлю. 

Тмкк  аерес1>к»а  жгяглт»;*  осе  съ  ЕоверхЕости>  шара.  ооЕсаннаго 
|йа1ус<игк  рмшагъ.  едхшпг&,  шхъ.  я^тлвжжаюй  точке,  вазываштсх  хгжо- 
шешшишш  Еол^сахЕ.  И»  ;<сехь  Фих.совгь  шы  бтдеть  раэсжхгрсвагь 
о^дшп^  есжзаеао  ааойлшлжг  п,  %  %1. 

Шё^твтЛш  угмтЛ  омр^гга  п  «ик  мхтара.  ^  да1ьв11шеуь 

бущъ  Еесна  уж^бто  ш>  рккмгшгь.  агрвгчЕкигь.  коггоръа  со  вреямежь  вы- 
яовпсЕ, Езоброасапь  ^^лош^ш^  скорости  Ераакев1Е  около  ЕГЕовежЕой 
осх  въ  ЕЕд1  вектора,  отлохевваго  ва  сахой  осе  въ  тт  сторожу. 
откуда  вращев1е  кахетсв  аровсходвшЕхъ  по  часовой  стр^лк^. 
За  шялаао  апою  вектора  Х0бкш>  брать  лроЕзвольктю  точку  на  «эси  враше- 
в1в,  т,  е.  атотъ  векторъ  будетъ  счЕтаться  передвЕхныхъ.  Мы 
^дмгь  вврочежь  за  вачало  вектора  «о  брать  преижущественно  неаодвях- 
вую  точку. 

181.  Пвпрвв|Лв  влимямй  оса  и  даи«ям  ДЦП^  тпогь.  31ы  нжкш 
Тхе  случай  ввдЬтц  что  весьха  удобно  011ред1лЕть  двнхен1е  твердаго  ткш 
о«мо  веоодвЕхвой  точке  двЕхен1ежъ  двугь  его  точекъ  ^Г^  н  Л^  взя- 
поъ  ва  воверхвостЕ  П1ара.  рад!усъ  котораго  равежъ  единн1гЪ  (§  30). 
9шшш  ваоравяевкв  скоростей  ятихъ  двугь  точекъ  в  велвчину  одной  изъ 
■МОИ)  постровть  хгно венную  ось  н  определить  угловую  скорость 
■ев.  Для  атого  нужно  принять  во  внихан1е.  что  углы  (3//Р1Г^)  н 
ОС'^^"^  Гфяг.  19,3  ^^)  сферическигь  равнобедренныхь  треугольниковъ 
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М^РМ^'  и  31^РМз\  нграющихъ  роль  въ  теорем*  Даламбера,  въ  пред'кгЬ 
делаются  оряиыми.  Отсюда  сл'Ьдуегь,  что  для  яостроенгя  мгаовеннаго 
П01юса  нужн«1  Ч1фе:5ъ  точки  1/^  и  Л^з 
(фиг,  81)  по  ловерхностл  шара  оровести 
дуги  больишхъ  круговъ,  периендикуляр- 
ныя  къ  скоростямъ  этихъ  точекъ;  точка  Р 
перес1|Чен|'я  этихъ  дугъ  «  будетъ  мгковен- 
нммъ  подюсомъ.  Соединив!,  его  съ  непо- 
движною точкою,  мы  получимъ  мгновен- 
нув1  ось,  Опустивъ  тъ  31^  и  ЛЛ,  иернеиди- 
куляры  Л/,Л^  и  Л/.^з  на  мгновенную  ось, 
игЬемъ  для  011ред1иен1Я  угловой  скорости; 

Такъ  какъ  радаусъ  шара  равенъ  ед11Н1щ11,  то 

^^  тГ(1Щ'^тГ(РЩ'  ^^^^^ 

Для  опред'Ьлен1я  скорости  г  какой-нибудь  то^пш  М  можно  поступать 
сл^дующимъ  образомъ.  Соединимъ  О  съ  М  и  зам  Ьтинъ  точку  т  яересЬ- 
сЬчен^я  ОМ  съ  поверхностью  шара.  Такъ  какъ  при  вращеЕ1И  около  оси 
скорости  точекъ  пропоршональны  ихъ  разстоян1ямъ  отъ  оси,  а  эти  раз- 
стояния  для  точекъ,  расБоложеняыхъ  по  прямой  03/,  пропорц1ональны  раз- 
стояа1ямъ  атнхъ  точекъ  огь  точки  О,  то 

ОМ 


г  =  г^ 


гдЬ  г'  скорость  точки  т.  Соединивъ  ш  съ  Р  дугою  большого  круга  и 
проведя  чррезъ  т  прямую,  перпендикулярную  къ  плоскости  этой  дуги,  по- 
,тучимъ  направление  скоростей  < '  и  г;  дал-Ье  И1гЬемъ: 

»т  (тР)  ят  {тР) 


поэтому 


I?'  ^^  10  .47/^  (тР)  ^  г, 

_        ом  .ПН  (шР) 
''  ~  ''^  От  Ш1  {М^Р) 


^=1». 


8ш  [М,Р}~   ^в1п  {М,Р} 


=  г. 


ом  зт  {тР) 


От  8т  {М^Р) 


132.  Полонды  и  аксоиды.  Согласно  сказанному  въ  §  129,  движен1(^ 
твердаго  тЬла  около  тоньи  можетъ  быть  разбито  на  рядъ  последователь- 
ныхъ  безконечно-малыхъ  врапшнШ  около  мгновеняыхъ  осей,  проходяпшхъ 
чврезъ  неподвижную  точку  О,  Въ  пред'Ьд'Ь  ати  оси  сливаются  въ  сплош- 
ную коническую  поверхность  съ  вершиною  въ  точкЬ  О.  Эта  поверхность 
называется  коннческимъ  неподвижнымъ  аксоидомъ,  а  перес^чеше 
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его  со  сферою  неподвнжнымъ  полоидомг.  Разсматрнвая  тЬ  пряммл 
самаго  двигающагосн  тЬа.  ьоторгля  1]осл1»доватол1>ио  орихудпгь  въ  соткь 
ден1е  съ  мгновенЕ1ым11  (юямв,  мы  110лупа1'мъ  въ  прг'дУ!;  другую  кониче- 
скую поверхность  съ  тош  же  вершиною  пъ  О,  неизменно  связанную  съ 
твердымъ  Нломъ.  Эта  поверхность  на:п*1ваетс}1  ковпческимъ  нодвиж 
нымъ  аксондомъ.  11ерес1чен1е  его  со  сферою  вредставляеп>  подвиж- 
ный полоидъ, 

Одновременное  разсматрнван1е  обонхъ  аксоидовъ  пазволяеПэ  весьма 
наглядно  пргдставпть  сплошное  движение  твердаго  т11ла  около  не- 
подвижной точки,  а  именно  1п.  пидЬ  катан1я  безъ  сколг>жен1я 
подвнжнаго  аксонда  по  неподвижному.  Чтобы  это  вндЬть,  дост- 
точно  удостовериться,  что  полопды  при  ДВИЖСН111  гЬла  1:атятся  одинъ  по 
другом)\  А  къ  этому  заключек1к>  мижно  придти  совершенно  такимъ  же 
нутемъ,  какъ  въ  §  111  мы  пршнлп  къ  попятш  о  катан1и  плоскнхъ  ден- 
троидовъ,  т.  е.  разсматриваи  сначала  рядъ  посхМовательныхъ  перем1|- 
щенШ  до  перехода  къ  пределу.  Эти  перем1.щен1Я  изображаются  на  сфер-Ь 
катан1емъ  одного  сферическаго  многоугольника  по  другому,  оричемъ  вер- 
шинами многоугольни1:овъ  служатъ  полюсы  эквивалентны хъ  вращенШ,  а 
сторонами  дуги  болыпихъ  круговъ,  который,  по  неизм'Ьпяемости  твердаго 
гЬла,  у  обоихъ  многоугольников!,  соответственно  равны.  КатанХю  сферп- 
ческюсъ  многоугольников'ь  соотв1|Тствуе1*ь  катанке  ппрамндъ  съ  общею 
вершиною  въ  неподвижной  точкЬ.  Въ  иред1'>л1;  свойство  катан1я  сохра- 
няется, а  многоугольники  обращаются  въ  полопды.  плрамиды-же  въ  ко- 
ничесие  аксоиды. 

Зам'Ьтимъ  еще,  что  всК  правила  относительно  построен1я  плоскпхъ 
пентрондовъ  переносятся  и  на  иолоиды,  только  съ  замКною  прямых!* 
ЛИН1Й  дугами  больптхъ  круговъ.  Въ  виду  этого  можно  о  построен1и  иолои- 
довъ  отдельно  не  распрос|ранятьсл. 

3.  138.  Указать^  |сакое  Д1111жен1е  па  сфер*  аналогично  эллиптическому  двп- 
жеы1ю  ыа  олоскоств,  поетроитъ  мгвовепиый  полюсъ  и  обнаружить  отсутств1е 
полной  аяалоНи  между  атимъ  и  эллпптическпыъ  двия^ен1ями.  Изсл-Ьдованхе 
этого  движения  пграегь  роль  при  нзученш  механизма,  называемаго  шар  ми- 
ро мъ  Гука  и  служащего  для  передачи  вращев1Я  съ  одной  оои  на  другую, 
съ  нею  пересекающуюся,  безъ  помощи  зубчаты  хъ  с1ац"Ьплен1й  (см.  прикладную 
шшематику).  От  в,  Двнжен1в  задается  движеи1емъ  двухъ  точехл»  Л/,  в  3/^ 
аа  сфер'Ь  по  дэумъ  дугамъ  бол ыпвлъ  круговъ»  Мгновенный  полюсъ  находится 
нъ  Г1ерес4^*1вН1а  дугъ  большпхъ  круговъ,  перпендикулярныхъ  къ  предыду- 
щнмъ.  Отсугот»1е  аналогЕЯ  состои1'ъ  въ  томъ,  чю  полондамп  не  будутъ  круги, 
кшгь  1*то  леггсо  обнарз'^жпть  при  помощи  формулъ  сферической  тригонометрш. 
3.  139.  Что  апагшгпчяо  на  сфер^»  поступательному  движению  плоской  фигуры? 

Скоростж  въ  составномъ  движен1и  твердаго  т'Ёла 
около  точки. 

133.  Сложен1е  угловыхъ  скоростей.  Въ  §  33  разс^атривалосъ  верем1» 
Ш,ея1е  гнердаго  гЬла,  состоявшее  изъ  днухъ  пос.тЬдовательныхъ  врашен1п 


ШшМ 


—    111    - 


§  133,  ф.  13Ь 


снсоло  осей,  проходягцихъ  черезъ  нэподвижнул)  точку-  Буденъ  теперь лфед- 
иолагать.  что  эти  вращен1Я  безкоеочно-малы.  Правила  для  олрг>д1>ленЫ 
П(1лнн:а  н  оси  эквнвалгнтн1*го  В1)а1цен1я  остается  приложимммъ  и  К1.  на- 
стоящему  случаю.  Газгматрлвая-жс  отношения  перемещен!!!  къ  одному  п 
тому'Же  элементу  времени,  можно  отсюда  получить  зависимость  меясду* 
угловыми  скоростями  слагаемыхъ  и  сложнаго  движенгй,  подобно  тому, 
ка1гь  это  дЬл;иось  для  сложнаго  движен1я  плоской  фигуры.  Пусть  будуп* 
Р^  и  [\  мгнопенпы!'  полюсы,  а  «^  и  а^  углы  двухъ  враи1ен1й,  эквнва- 
лентныхъ  двумъ  даннымъ  белконсчно-ма^шмт!  пере^^г^.щен^ямъ  твердаго 
ткцп  около  неподвижной  точки  (К  Этимъ  врап^ев^ямъ,  если  ихъ  предста- 
влять себ^Ь  отнесеявымн  къ  одйому  и  тому-же  ^иементу  времени  Д^  со* 
отв'Ьтствуют-ъ  угловыя  скорости 


«.,  =/Ш.  д'. 


(О 


'  =  ''"^тГ 


Требуется  определить  мгновенную  ось  ОР  и  угловую  скорость 


Ш  :=  ЦпК 


АГ 


гд-Ь  а  уголъ  вран^енш,  эквив1иентнаго  двумъ  даннымъ.  Д-Ьлад  построен1е, 
указанное  въ  §  33,  мы  найдемъ  теперь,  что  полюсъ  Р  (фиг.  21)  нахо- 
дится безконечно-близко  къ  дугЬ  Р^Р^^  причемъ  это  положение  точки  бу- 
детъ  попрежнему  удовлетворять  услов1ям1.  (И»).  В|»  предЬЬ  точка  Р 
упадетъ  иа  дугу  Р.1\*  Чтобы  определить  ея  мксто  на  ней,  раздЬлимъ 
ВС  К  члены  равенства  ( П>)  на  М  и  будем!»  переходить  къ  пределу:  при 
?)Томъ  можно  въ  числнтеляхъ  знакъ  синуса  отбросить  и  всЬ  члены  умно- 
жить на  2;  тогда 


Ит, 


8т  {Р,Р,) 


=  ^'''''ШТрр^)='''''-.ш(рр,) 


или,    при  сихранен1и  гЬхъ  же   о6означеа1й   для   предУьныхъ  иодоженш 
точскъ  Р,,  1\^  и  /*: 


ш 


»{п{Р^Р^) 


^1 


ш„ 


^-т  1РГ\) 


(131) 


Итакъ,  мгновенная  ось  сложнаго  движения  твердаго  тЬла 
около  точки  лежитъ  въ  плоскости  данныхъ  мгновеыныхъ  осей 
и  раздЬляетъ  уголъ  между  ними  на  так1я  части,  синусы  ко* 
торыхъ  обратно-пропорц1ональны  угловымъ  скоростямъ  дан* 
иыхъ  вращеН1Й. 

При  этомъ  не  слЬдуетъ  упускать  изъ  вида  то  правило  (§  32),  по  ко- 
торому чы  условились  опредЬять  направленге  враи1ен1Й  около  вереск- 
Гиаищихся  осей,  проводя  ихъ  1Х1Лько  въ  одну  сторону  оп.  неподвижной 
точки.  Это  правило  распространяется  и  на  ось  ОР, 
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134,  Гр1фпм1М  •■р«А^««1«  угмм!  сюростя  соепноге  Авнжешя. 

1)т)Ш11гг,  по  правилу  ^  130,  угдовыя  скорости  ш,  и  о>,  на  соотв-Ьт- 
спи*шшыП|  11сдхъ  в  сложит»  ихъ  геюмотричсч'.ки  (фиг.  82).  ВеЕторъ  О  А, 
шмюрштюпи!  ихъ  1чч1метрнчбскую  сумму,  опред1л!Тъ  ось  ОР  по  поло- 
шш»  и  по  ваправлев!^!.  Л  вмевяо,  въ  треугольннк1  ОЛ^Л: 

ш^  _  (М[,  _  .^  {А,АО)  _  .^'н  (РР^) 

в  сравнеше  съ  формулой  (131)  показываегь. 
что  СМ  по  вадравлея1ю  совпадаеть  съ  ОР, 
Дла  опред1лея1в  ведвчвны  ш  шЪемъ  по  фор- 
мулам!» (131): 


^и  (Р^Р^_        .^1.  {Р,Р 
'    .^т  \РР^)  ' 


РРЛ 


.<^л  (РР,) 


л»  (Р,Р» 

ЙМ  _         л 4 


--«Ъч  Л»(РР^>^».о»1^Р,Р»  = 
=  «»,<^(Р5Р]|  Ч-«1,Л»<^РД^1. 


«^  =  «ч  -♦-  «к  . 


(15^) 


а||^ваеа1а.  а^алага'^тса  .7азЕ;«^к>  г^-^м-гэмч'гсааг»^?  с^*?жеш1а. 

В^муЬе  хверда^^;   тип  'Лсмр?  •;Ф1Л]мааг.'й:  19<щж  ШЖI!ТV  схыг:и&ок  х 
ввс^  <>аа:ке  т^мъ  д^хгъ  зрцлгаи!  И  въ  ^ф<}кь  <:лг<ов  зкшжъ^  №}жтра<%е- 

гаемыя  1«^р1гх{иш^шя  ттт)  ^лииишта^  II*^с^4д|7вшк^ьф}.  г.  «^^  сяг^^ква  1ва 

вуош^шя  ^алгкаахь  ^дшигъ.  влгь  эсзавалеюсзьаъ.  в  шах^дяхь  сгкпзг^- 
с«мг1Ш|^ш  •^«т  тгл;в5В1  с&^ростъ^  7»  врцдшвм  лмлмнхпг  съ  тресыогь  в  г.  х 
Ц'/в^гР»;  пиош.  ТЕ*}  В1П»лга}  в  т^Зр^Аляп*!  хйАггзш.  г.  *^.  р&ицзевге 
жгливиЯ  :и*>рцсся  ш&  з^сш^^Ьа7^  ':лаг2емыхь.  шаор.  аъ  злтгвиств  Ш1  1в^5 
саагаемылъ  лч  дцядыхъ  заара&^вимгъ.  1  ть  1рцсграа1гг9&  зи  греяъ  шя- 
аымъ  !1алриал! вшАъ.  П^с^^лж*^  З^^х^л-ъ  лжктъ  вахтзк:  дрвлизевге  зра 
1аа.ы1'11ч»:«:5!Л1ъ  .иг'^^ат  :^ьрю%тг*^й  хяшв^ши  гзерлиг)  г^»а  лшло  Г'^чкx 
(и1ки  ?й/^*^«а»»сгь    )«*1:^:аа1^виг«»  ^гловьш    :5уросгя  ш  гр|?1гъ  зоордивиг^ 


1Ж.  друга»  "о<вш  цгЫа  ва  (шпвом  углммъ  цвврватА  Пр^аь^ггиы]! 
'^л^сV;!^ден1^^       ш' :-"»  .и:з'П*г.    '•:^11  :^ож:аш  "глмвыль  схир^нгг^  ралматри- 
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вать  съ  той  точки  зр'Ьн1я,  которая  была  въ  §  124  установлена  относи- 
тельно сложваго  движен1я  плоской  фигуры.  Мы  можемъ  представить  себЬ 
дв'1;  системы  скоростей  д,1я  вс1.хъ  точекъ  твердаго  гЬла:  1)  систему  ско- 
ростей (<?1)  вращен1Я  около  оси  ОР^  съ  угловою  скоростью  ш,  и  2)  систему 
скоростей  (1'а)  вращёН1Я  около  оси  ОРо  съ  угловою  скоростью  «>а.  Найден* 
яое  въ  }}  134  правило  сложен]я  угловыхъ  скоростей  показываетъ,  что 
если  дв1>  скорости  1\  и  г^  каждой  гочки  С1^]адывать  геометрически,  то 
по.тучнтсн  новая  система  скоростей  (г)  такая,  какъ  еслпбы  гЬло  враща- 
лось около  оси  ОР  съ  угловою  скоростью 

Ш  =:  Ш|  Ч-    Шд  , 

Доказательство  этого  результата  съ  новой  точки  зр'Ьн1Я  могло  бы  быть 
сделано  аи^иогично  тому,  какъ  ато  сделано  въ  };  124  для  движешя  пло- 
ской фигуры;  но  мы  не  будемъ  на  этомъ  останавливаться. 

Понятно  та1;же.  что  всякую  данную  систему  скоростей  вращешя  около 
мгновенной  оси  можно  представить  себ'Ь  разложенною  на  дв^*  или  не- 
сколько С11стсмъ  скоростей  вращения  около  отд^эльныхъ  мгнов1.'Нныхъ  осей. 

3.  140,  Разложить  угловую  скорость  вращен1я  земли  на  угловыя  ско- 
рости ш^  и  а»2  около  вертикальной  прямой, 
проходящей  черезъ  данное  на  земной  поверх- 
ности м11сто,  и  около  прямой,  параллельной  ка- 
сательной къ  мерид1ану  этого  мЬста.  Отв.  Если 
Л^Я  земная  ось  и  ^^  географическая  Е1ирота 
даннаго  м^ста  Л/(фиг.  83),  то 

(133) 


ш,  ^ 


ш  тп  ф. 


«>, 


Фиг.  83, 


причемъ,  если  широта  с1»верная^  то  ш,  направ- 
лена къ  надиру  (противуположно    зеяиту),  а  щ 
направленна  къ  югу.  Это  слЬдуетъ  изь  того,  что 
110  правилу  изобра:кен1я  угловой  скорости  векторъ  о)  направлен!»  огь  сЬ- 
вернаго  полюса  къ  южному. 

137.  Сфераркличесное  движеше  твердаго  гкла.  Пусть  твердое  гкло 
вращается  около  оси  ОР.^  съ  угловою  скоростью  о)^  и  въ  то  же  время  пря- 
мая ОР.^  вращается  около  другой  прямой  ОР^,  образующей  съ  первою 
уголъ  р,  С1»  угловою  скоростью  С1>^.  при  этомъ  отношеше  угловыхтз  скоростей 
предполагается  ностояняымъ.  Опред^лимъ  аксоиды  составного  движен1я. 
Л  1аая  построен1е  мгновенной  оси  ОР  по  закону  С10жен1я  угловыхъ  скоро- 
стей, мы  найдемъ,  что  эта  ось  образуетъ  постоянный  уголь  съ  прямо»! 
ОРэ  двигаюпхагося  тЬла  и  также  постоянный  уголъ  съ  неподвижною  пря- 
мою ОР^.  Птсюда  видно,  что  подвижнымъ  и  яеподвижнумъ  аксоидами 
служатт*  круговые  конусы,  им^,ющ1е  своими  осями  прямыя  0Р.^  и  ОР^: 
движен1е  твердаго  тйла  приводится  къ  катан1ю  одного  конуса  но  другош\ 
Зд*сь  могутъ   быть  случаи,   аналогичные   разсмотрЬняымъ  въ  §  126  для 


п.  Сомогь*— ОвлпьАп!)!  тсорст,  ислантгк. 


8 
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СЗНЗаГ!      -ща^яачжит     ЛлЕВёОШ     ЖЛШ!     •тгпмойт,     ^-т-гт  I  т  ГГТ|^.  г  :?"Г  д^-      *г::Л1 

шш^^ш  1ал:зт1тж   :П!^  -^9!^^    ^эашкл  *№иишлтмг  ппшшшш::    {Ш(    ггз^г^ 

>      ТЕШ*-         '  »  ■  фиГ-   Г;Т  г    _  «вс  «с^      '  у  .  Н1*.  иь^    ,^  ^ 


> 


0!иг-  ^  Опт.  ^  «Ошг.  ж. 

_  -ИК  •«.■=:—.         '».  <1^>.       '^  — 


...  .  -  4 

:*г^л-   ^1::«.   1-     г?   X   1.1  '  I. '•.Т1.    - т;; »*г ^3-ГХ7Ь  тт:^*'^Т^    :х:;:«:»:'г^    :а:*^*   :•:!  и - 
—I  '  -  ^ 
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139.  ф.   134. 


фигуръ,  л ри меняется  н  къ  относительвому  движенхю  двухъ  гвьфдыхъ  т*лъ 
около  одной  и  той  же  точки,  т.  е.  вооросъ  сводится  къ  сложному 
двнжен1ш  одного  тЬла  относительно  другого.  Мы  нр  будемъ  его  зд'^сь 
снови  развивать;  но  обращаемъ  вниман1е  на  то,  что  выведенные  до  спхъ 
поръ  результаты  были  бы  недостаточны  для  изученгя  скоростей  въ  отно- 
сительномъ  движен1н  двухъ  твердыхъ  гЬлъ,  вращаюи;ихся  около  различ- 
иыхъ  иеподвнжаыхъ  точекъ,  такъ  какъ  такое  относительное  движен1е 
лредставляется  дв11жев1емъ  бол-Ье  общаго  вида  и  будеть  разсмотр*но  ниже. 

3.  142.  Два  коничес1Шхъ  аубчатызгъ  колеса  им-Ьють  взаЕИно  перпендику- 
ляриыя  иеиодввжныя  осж.  Одно  пзъ  пихъ  д*лаетъ  я,  оборотовъ  въ  мидуту. 
8на^  числа  ихъ  аубдовъ,  определить  ихъ  относительную  угловую  скорость. 
Отхк:  Если  Л',  и  к,  числа  зубцовъ  п  щ  число  оборотовъ  въ  югнуту  другого 
колеса,  то 


к^      п^       ш, 


ш,  = 


7ГЯ, 

эо ' 


О)  3=:   Ущ^  -4-  Щ 


а   — 


30 


5'1/ '*(*;)' 


АжаяитжчесБОб  опред'бяете  скоростей  въ  двикенш 
твердаго  т4да  около  точки. 

139.  Угловыя  скороетИу  соотв^тотвукндгя  11Э11^нен1Ю  углавъ  Эйдера.  Въ 

§  (К)  было  показано,  что  движен1е  твердаго  гЬла  можегъ  быть  о|]ред1|- 
ляемо  тремя  углами  Эйлера,  В,  ;р,  <|/,  заданные!  какъ  функщи  времени. 
Производный  этихъ  функцШ 


8' 


(1Ь 


9'  = 


4Г 


Ф'  = 


Л! 


(134) 


представляют!!  собою  угловыя  скорости  такигь  трегь  вращен1й.  которьшъ 
€оотв*тствуетъ  изменен [е  каждаго  изъ 
трехъ  угловъ  въ  отдТ^льностн.  Чтобы 
определить  оси  этихъ  вращешй,  нужно 
принять  по  вни11ан1е,  что  есдги  прямая 
своимъ  двнжен1емъ  описываетъ  уголъ 
въ  нЬкоторой  плоскости,  то  она  ера- 
дхается  около  оси,  перпендикулярной  къ 
этой  плоскости.  Такимъ  обраг^ош.,  при 
пззгЬнен]н  угла  Ь,  если  остальные  два 
угла  осгаются  при  этомъ  иостоянпымн, 
происходить  вращеше  около  оси  ОЛ, 
•ДИН1Н  узловъ!^  (фиг.  87).  при  измЬне- 
Н1И  угла  ^' — нра1цен1е  около  оси  Г^),  при 
изм'Ьнен1и  угла  ф— вращен1е  около  оси  (п.  Ио  правилу  изображенгя  угла- 
выхъ  скоростей  производный  Й',  ^\  ф*  должны  быть  поэтому  изображены 

10* 


Фиг.  87. 
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въ  вид'Ь  векторовъ  на  этихъ  трехъ  прямыхъ.  На  чертеж*  направлен1я 
этихъ  векторовъ  соотв'Ьтствуютъ  возрастан1ю  каждаго  изъ  трехъ  угловъ 
Эйлера. 

Угловая  скорость  со  около  мгновенной  оси  можетъ  быть,  по  закону 
сложешя  угловыхъ  скоростей,  построена  какъ  геометрическая  сумма  этихъ 
трехъ  векторовъ: 

(о'=Ь^ч-9^-ь1/  (135) 

и  будетъ  такимъ  образомъ  известна  по  величин*  и  по  направлен1ю  въ 
каждый  моментъ  времени,  когда  &,  9  и  ф  даны  какъ  функщи  времени. 

3.  143.  Применяясь  къ  разсужден1ямъ  §  137,  построить  аксоиды  въ  дви- 
жев1яхъ,  заданныхъ  уравнен!ями: 

1)  й  иг  пост.,  9  — -  ^*  "•"  ^^         »]/  =  с(  -+-  д, 

2)  &  =  а*  ч-  Ь,         9  ~  пост.,  »]>  =  с^  -+-  д, 

3)  О  =г  «<  -+-  Ь,  «  :=:  С^  -Н  <),  ^^=  пост. 

при  различпыхъ  значен1яхъ  и  знакахъ  коэффиц1ентовъ  а  и  с. 

140.  Формулы  Эйлера  для  угловыхъ  скоростей.  Векторъ  ш  можетъ 
быть  разложенъ  или  на  составляюнця  по  неиодвижнымъ  осямъ,  со^,  «>7|, 
а>г^ ,  или  по  подвижнымъ  осямъ  (^гу^г),  неизм'Ьнно  связаннымъ  съ  двигаю- 
щимся твердымь  тЬломъ,  причемъ,  въ  посл1>днемъ  случа*,  эти  состав- 
ляюнця принято  обозначать  такъ: 

^г  =  Ру         %  =  Ъ         <^,  =  г.  (136) 

Итакъ: 


=  р  -^  ^  -^  г 


(137) 


Проектируя  геометрическое  равенство  (135)  на  оси  (57|С)  и  принимая 
во  вниман1е   указанный   В1>  §  139    направлен1я  векторовъ  О',  ср',  ф',  на« 

ХОДИМЪ'.. 

0)^  =^  в'  со.ч  {О А,  ;)  -ь  ф'  сои  (^?)  -+-  ф'  С08  (е^), 

0>^  =  »'  С0}<  (О А,  7))  -Ь  ф'  С08  (^ТГ|)  -Ь  ф'  С08  (2ПГ|), 

о>;  =г=  О'  соя  {ОА,  ^)  -+-  9'  сов (Ю  -ь  ф'  С08  {^5^); 
принимая  же  во  иниман1е  третью  и  шестую  изъ  формулъ  (47),  получаемъ:: 

(О,  =г  &'  С08  9  -+-  ф'  81п  ф  8т  д, 

«» 

(о^^  =  »'  5т  9  —  ф'  С08  9  8т  »,   |  (^зв) 

О)^  -и  9'  Ч-  ф'  С08  0. 


—   117   — 


$  142,  ф.  141. 


Проектируя   равенство   (135)  на  оси  (г^г)    и   принимая  во  внниаше 

обозначен1я  (136),  точно  такъ  же  находнмъ: 

^>  =  д'  С05  (ОЛ,  .г)  -ь  ф'  С08  (^с)  -ь  ф'  €08  {гх\ 
д  =  9'  со8  {ОА^  //)  н-  ф'  со«  (С//)  Нг-  <}*'  с<}${г1/\ 
г  =  в'  Г05  (0^^  г)  ч-  <5р'  с<д5  (С?)  -н  'У  сов  {гв), 
или,  пользуясь  седьмою  и  восьмок»  изъ  формулъ  (МТ): 

/>  г=       О'  С05  ф  ч-  ф'  ^»п  *{»  8т  9, 

д  :=  — ^  в'  8т  ф  -I-  ф'  сое  ф  51П  в,  (13^) 

г  1=  ф'  -♦-  ф'  со$Ь,  > 

Формулы  (138)  п  (139)  называются  формулами  Эйлера  для  угло- 
выхъ  скоростей. 

3.  144.  Вывести  формулы  (139)  изгь  формулъ  (138)  преобра90ван1емъ  коор- 
динаты ыхъ  осей. 

141.  Аналитичесное  опрбд*лен1в  аисоидовъ,  Всяк^гя  точка,  лежащая  на 
мгновенной  ося,  имЬетъ  координаты,  пронорщональныя  слагаемымъ  век- 
тора с*)  на  координатных!,  осяхъ;  поэтому  для  нея: 


А  ^  73.  _   ^ 


Ш5 


(140) 


X 

Т 


7 


(141) 


Предполагал,  что  дш1жен1е  гЬла  задано  углами  Й,  ф,  ф,  какъ  функц,1ями 
времени,  можно  знаменатели  въ  этихъ  нронорцгяхъ.  на  основанш  фор- 
му.?1ъ  (138)  и  (139),  считать  известными  функщями  времени.  Исключая 
/  ИЗ!»  уравнешй  (МО),  иолучимъ  уравнен1е 


(!•?)=« 


геометричсскаго  м^ста  точекъ,  расиоложенныхъ  на  мгновенныхъ  осяхъ, 
по  отношению  къ  неиодвнжнымъ  координатвымъ  осямъ,  т.  е.  уравнен1е 
неподвижнаго  аксонда,  И  точно  такъ  же,  исключая  ^  изъ  уравнеиШ  (141), 
получаемъ  уравнев1е  геометричсскаго  мкта  точекъ,  лежащнх1>  на  мгно- 
веняыхъ  осяхъ,  но  уже  по  отяошеяш  къ  подвижнымъ  координатнымъ 
осямъ,  т.  е,  ураввен1е  подвижнаго  аксоида. 

142.  Формулы  Эйлера  для  скоростей  точекъ  твердаго  т1дар  вращаю - 
щагося  оноло  неподвижной  точки.  По  закону  сложен1я  угловыхъ  скоростей 
можно  линейную  скпр^^сть  г  какой-нибудь  точки  М  раасматривать  какъ 
геометрическую  сумму  трехъ  линейныхъ  скоростей,  зависящихъ  оть  трехъ 
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вращенШ  около  координатныхъ  осей.  Будемъ  сначала  движете  тк!а  отно- 
сить Еъ  неподвижнымъ  координатнымъ  осямъ  и  напишемъ: 

^  =  ^;^-ь^-+-^,  (142) 

гд*  1\,  Га»  ^8 — скорости  ТОЧКИ  Ж,  зависящ1я  въ  отд-Ьльности  отъ  враще- 
нШ около  осей  (6),  (т|)  и  (^)  съ  угловыми  скоростями  <«>5 '  ^т]  п  ^С  •  Проек- 
тируя геометрическое  равенство  (142)  на  координатный  оси  и  вычисляя 
каждый  разъ  проекцш  скоростей  ь\,  г-,,  V^  мы  и  найдемъ  проекцш 
V^,  Vу.,  гг  скорости  данной  точки.  Для  о6легчен1я  этихъ  вычисденШ  за- 
м'Ьтимъ,  что  ВС*  точки,  лежащ1я  на  прямой,  параллельной  оси  вращен1я, 
им'Ьютъ  скорости,  геометрически  равныя  (§  112);  поэтому  для  оиред1>лен1я  V^ 
можно  вм-Ьсто  точки  М  (?,  1Г1,  С)  разсматрнвать  проекпДю  ея  М^  (О,  у\,  С)  на 
плоскость  ('У|^.  При  этомъ  можно  приложить  формулы  (86),  если  въ  нихъ 
вместо  X  поставить  т],  вместо  у  поставить  С,  а  вместо  (о  написать  (о^ . 
Принимая  еще  во  внимаше,  что  скорость  г\  перпендикулярна  къ  оси  (5), 
находимъ: 

г;,^  =  0,      V^у^  =  —о^^^,      г;^^  =  со^тг).  (143) 

Для  опред'Ьлеюя  скорости  г?^,  соответствующей  вращен1ю  около  оси  (т|) 
съ  угловою  скоростью  (1)^,  можно  вместо  точки  М  (5,  т],  ^)  рассматривать 
ея  проекцш  М^  (5,  О,  ^)  на  плоскости  (!^?),  Для  нея  найдемъ,  д'Ьлая  кру- 
говую перестановку  буквъ  въ  формулахъ  (143): 

Подобнымъ  же  образомъ,  разсматривая,  при  вращен1и  около  оси  (С)  съ 
угловою  скоростью  (1)к,  вмЬсто  точки  31  ея  проекщю  Л/,  (5,  %  0)  на 
плоскости  ($тг]\  найдемъ 

Складывая  иосл1>  этого  алгебраически  проекщи  скоростей  на  ту  же  коор- 
динатную ось,  мы  и  получимъ  для  скорости  точки  М  сл^дуютья  формулы: 

г^  =  г^р  -ь  г;,^  -+-  ^35  =  <«>^С    -  ^^У\, 

^\  =  ^\г1  -*-  ^37]-*-  ^гт^  =  <о^  5  —  <о^С , 

«^  =  V^^  -+-  Га^.  -4-  Гз^.  =  0)^  7)  —  0)^  5. 

Проекцш  скорости  точки  на  подвижныгь  осяхъ  можно  получить  такимъ  же 
образомъ;  мы  выпишемъ  ихъ  по  аналопи,  зам-Ьняя  ш.,  ш^,  со.  черезъ 
Р>  (у/г  и  ?,  1Г1,  С  черезъ  х,  у,  г\ 

г,  =  д^  —  ту, 

V^  =  ГХ—р^, 


(144) 


(145) 
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Существенно*^  отличге  этнхъ  фориулъ  отъ  формудъ  (144)  состоишь  въ  томъ, 
что  зд-Ьсь  ^*,  у,  г  для  каждой  точки  тЬла  величины  постоянный,  тогда 
какъ  I,  7],  С—  функц,1н  времени. 

Формулы  (141)  и  {\Щ  иазываи>тся  формулами  ЭЙдера  для  ли- 
ней ныхъ  скоростей.  ОнЬ  нозволяштъ  д.1Я  всякой  точки,  заданной  ея 
кпординатамн,  и  для  всякаго  момента  нремени  найти  величину  и  напра- 
влен1е  скорости  этой  точки,  если  движен1е  гЬла  задано  углам*!  Й,  9,  Ф 
как7г  функциями  времени;  потоиу-что  угловыя  скорости  около  координатныхъ 
осей  могутъ  быть  выражены  по  формуламъ  (140). 

143.  Видоизм%нен1я  предыдущихъ  форшулъ  для  случая,  когда  неподвиж- 
ная точва  не  совпадаетъ  съ  началомъ  координатъ*  Пусть  аеиодвижеая 
точка  0.  служа  началомъ  осей  {.г\^^\  не  совпадаетъ  съ  нача.10мъ  осей 
(;1дъ)  (фиг.  88).  0,1нач1гмъ  черезъ  Е^^,  1Г1о,  Со  ^^  координаты.  Если  черезъ 
нее  провести  вспомогательныя  координат- 
ная оси  (ч'т)'?'),  иара^тлельнын  прежнмлгь, 
и  представить  себ1»,  что  угловая  скорость  ш 
ралложена  по  этнмь  осямъ,  иричемъ  ея  сла- 
гаемый Оудуп.  ирежн1Я,  то,  согласно  съ 
формулою  (144),  можно  написать: 


Фог.  8в 


(146) 


\ 


гд*  Е\  тг]',  С  координаты  точки  М  относительно  новыхъ  осей.  Принимая 
во  внимание,  что 

находпмъ  выражен1я  для  скорости  въ  зависимости  отъ  данныхъ  элемеитовъ: 
^1  =  ***71  (С  —  Со)  —  ^^  {-Ч  —  ^о). 

*^7|  =  *"г  (Е  —  У  -  <»>5  (^  —  Со), 
г,  =  <*>^  (71  —  71^)  —  0)^  (I  —  1^. 

*1»ормулы  (145)  остаются  при  этомъ  безъ  изм*неЕ1я.  Если  же  нач^ио  осей 
(.г</^)  не  находится  въ  неподвижной  точкЬ  и  координаты  посл-Ьдней  ^г^,  у^,,  ^^, 
то,  подобно  предыдущему,  имЬемъ: 

«'ж  =  <?  (^  —   ^о)  —   '•  (^/   —   .Уо)^ 

3.   145.  Пайти    зависимости    между    угловыми  скоростями  ш^,  ш-,  ш^ 
И  косинусами  *л  угловъ,  оГфазуемыхъ  оодвижнымл  осями   координатъ  съ 


(147) 
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неподвижными.  Р1;ш,:  Возьмемъ  точку  А  на  ос»  (х)  въ  разстояв!».  рав-' 
номъ  единнц'Ь   длины,  огь  начала   коордвнать.   Координаты    этой   точки: 
соза^,  €08  ^^,  €08  у ^;  формулы  (144)  для  этой  точки  и  даютъ: 

Л  сов  а, 
(I  сов  Р^  _^ 
й  сов  7, 


0),^  €08  а  ^   —  Шр  со«7, 


ш 


=  Ш^  С08  Э|  —  0>. 


Г^С08%,. 


(148) 


В:швъ  точки  на  осяхъ  (/^)  и  Ы)  въ  разстояв1И  единицы  отъ  начала  ко- 
ордвнать, мы  получимъ  еще  дв^  системы  аналогичныхъ  форм)\1ъ  для 
«5,  р5,  7з  "  для  а,,  Ра-  Тз- 

3.  146.  Найти  :твнсимостн  М1^жду  угловыми  скоростями  р,  д,  г  и  гЬми 
же  1)  косинусами,  какъ  въ  (гредыдущеЙ  задачЬ  Р1ии.:  Возыаемъ  на  оси 
(Е)  точку  Е  въ  разстоя111и,  ранномъ  единиц!.,  отъ  начала  координатъ. 
Относительно  осей  (^'^/^}  она  имкггь  координаты  гола,,  со5а„  аова^.  Оире- 
Д'Ьлпмъ  г'Я  скорость  относительно  атцхъ  осей;  для  этого  сдЬлаеиъ  обра- 
щен 1е  движсчпя  (^;^$  115  и  126),  т,  е.  сообпшмъ  обЬнмт>  координатнымъ 
системамъ  вращен1(з  около  данной  мгновенной  оси  съ  угловою  скорость») 
( — С1>);  тогда  оси  {хуг)  сд11лан>тся  неиодв1!жными,  а  абсолютное  двнжеше 
осей  (111^^),  а  вм-ЬсгЬ  съ  тЬмъ  и  точки  Е,  будеп^  представ.1ять  относи- 
тельное движение  но  отношешю  къ  осямъ  (^п/г),  ПослФ,  этого^  по  форму- 
ламъ  (14  5),  если  только  тамъ  переменить  знаки  у  р,  (^  г,  найдемъ: 


— 

л 

^ 

—  (Ч  сов  а. 

' — 

г 

сов  а^\ 

й 

-= 

—  (г  сов  а^ 

— 

Р 

ео$  «з). 

1 

сова^ 

= 

( р  сов  ОЕ^ 

— 

Ч 

сша,). 

(149) 


Рассматривая  относительныя  скорости  точекъ,  лежаихихъ  на  осяхъ  (т^)  и  (1^) 
въ  ра1стояв1и  единицы  о'п*  начала  коордннап>,  можно  составить  еще  в 
подобныхъ  же  формулъ  для  ?1,  ,3^,,  ,3з  и  7г  Та*  Та- 

3.  147.  СостАвивъ  всЬ  9  формулъ  задачи  Но,  выразить  ш^  ,  ш   ,  Шг  черозъ 
9  косинусовъ  0  ихъ  производныя.  Отв»: 


—  (СМ7| 


Неош^^  ^со9%  <?со*р| 


^Ь 


"К  со*  у,  ■ 


|^е 


■  сову» 


нг 


')■ 


Выразить  Рщ  ^^  г  череть  9  косинусоаъ   п    ихъ  производныя.    Отв.: 
аналогичны  формулаагь  задачи  147. 
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Мгновенная  ось,  скорости  и  аксоиды  въ  общекъ  случа'б 
движешя  твердаго  т^^ла. 

144.  Изображ€1|1е  сплошного  движен1я  твердаго  т^ла.  Такое  изображеше 
можетъ  быть  сдУано  разлиплымл  спосопами;  иъ  наиОольшей  же  связи 
со  вс1шъ  преды дущимъ  находится  сл'Ьдующее^  Въ  §  36  было  показано, 
что  всякое  пг'рем^аисн!**  твердаго  г1>ла  дюжеть  быть  представлено  какъ 
слагающееся  язь  иостуаательнаго,  ооредктиемаго  иерем1,щен1емь  одной 
его  топки,  н  изъ  врапигтельнаго  окою  этой  точкя,  Предаоложнмъ,  что 
но  все  время  двпжентя  одна  а  та  же  точ1:а  М^^  С1пред!,ляетъ  поступатель- 
ное движен1е  гкта.  Есл»  это  поступательное  движен1е  отбросить,  то  остается 
вратен1е  около  точки  ЗТ^,  которое  изобразится  катан1емт*  одной  кониче- 
ской поверхяостн  *\  неизменно  связанной  съ  гЬломъ,  по  другой,  11,  не- 
подвижной. Ксли  об-Ьи^п»  поверхностям!»  придать  предыдущее  поступатель- 
ное движен1е,  то  пхъ  относительное  д(И1жен1е  не  изменится,  т.  е.  по- 
прежнему  одна  поверхность  будетъ  катиться  со  другой,  но  при  этоагь  гЬло 
получаегь  опять  свое  д1^йствйтельное  днижен1е,  К1>торое  млобразкается  та- 
кимъ  образомъ  иатан1емъ  ^:онигIеской  поверхности,  неизмЬнно  связанной 
съ  Нломъ.  по  другой,  им1>шп1,ей  поступательное  двнжен1е,  прпчемъ  это 
аосл^да^Р  определяется  движен1емъ  той  точки  г1.ла.  которая  служип^  вер- 
шиною обЬихъ  коническнхъ  поверхностей. 

145.  Другое  иэображен1е  сплошного  демженЫ  тве|»даго  тЪла.  Въ  {;;  39 
была  доказана  теорема  Мпцци.  по  которой  всякое  перем^щен1(*  твердаго 
гЬла  эквивалентно  винтовому.  Прилагая  эту  теорему  къ  безкояечно-ма* 
лому  переме1]1ен1ю  и  принимая  во  внимай1е,  что  въ  предЬл'Ь  зквявалент- 
ныя  перем1а(1ен1я  точекъ  сливаются  съ  действительными,  какъ  это  было 
подробн1>е  выяснено  въ  §§  106  и  129  для  частныхъ  сдучаевъ  движеа1Я, 
можно  сказать:  Всякое  безконечно-малое  перем*щеЕ1е  твердаго 
т1>ла  можно  разсматривать  каиъ  винтовое. 

Переходя  к'ь  скоростямъ,  можно  сказать:  Во  всяк1Й  моментъ  вре- 
меня скорости  точекъ  твердаго  гЬла  расоред'Ьдены  такъ,  какъ 
еслибы  оно  къ  теченхе  безконечно-малаго  элемента  временя 
совершало  винтовое  движен1е. 

Ось  этого  винтового  движен1я  называется  мгн  о  вен  ною  винтовою  осью. 

Совокупность  (?/,  с«)  посттг^пательной  (>*)  и  угловой  (ш)  скоростей  около 
этой  винтовой  оси  называется  винтовою  скоростью  тЬла  1см.  ;$  102). 

146.  Рас||ред%лен1е  сноростеи.  Система  скоростей  точекъ  твердаго  тЪа 
вполн'Ь  определяется  въ  данный  моменп,  положен1емъ  вивтовой  оси  и 
н  винтовою  скоростью  т1.ла.  Пусть  будетъ  г  разстоянае  какой-нибудь  точки 
3/  оп.  винтовой  оси  и  г  ея  скорость:  разлагая  эту  скорость  на  посту- 
згательную  вдоль  винтовой  оси  и  на  вращательную  около  последней,  им'Ьемъ: 


'^ 

V^АЯГ'к  ^^я;?;»»'***^^  (Л'лл^Пгл    •%'!'%   \Г71.    ;«1гкаг»тг   ряьаяыа    :1':з:::2. 

Иол^^^о  тт^т?},  ^,тл  с.г^^^у^'*'^^  п^онитя  лгорост-^^  й!»1ь 
г</яглкъ  ^^  лр<яг^й;/1г,  0^,^^  ул9ти.  'ПО  сЛл^^^тк  ягл  того,  тг^  .^га 
п^***%тп  ;\\^ли'лнАП1т'и  с///»цр  «оггуялт^дмгуь  скорость  моль  вяутов!}^  -^^г. 

^^^грппуф^$*  с/^  /г//л/г>гдл#яг/  угоггь  %.  Оп^,х1^яп7Ь  ПАр«м^тръ  ягнвтовос  сжорости. 

Ц7,  ОмИА^^'^^  1ит1М«Й  С1мр#ст11м  мшрфеттъ  трвхъ  твчегь  т1м, 
»М#Д11  МП  рМ)1М#1Й«  9  144.  Иуспг  6ул1т.  Л/^  точка,  опред^дяющая 
ттуитм^^шн^  лпнтш'.пи:  тЬлн,  и  г>„  ^?я  скорость,  Ксли  будутъ  даны  ско- 
р<К'/ги  /',  и  /^^  ИГГ1/?  диух'Ь  точвК'Ь  Д/,  и  Л/,,  и^г  лежащихъ  на  одной  пря- 
м^/й  «'^  V9*ШШI  М^,  го  ^пиыг  должна  нмоляк  онред-клиться  винтовая  ско- 
р1И'/ги  тЬлп,  штшу  что  (Ц  2)  движ1;и1в  тр^ехъ  точвкъ  твердаго  гЬла  вполне 
011р*<Л'Ьля*»гь  «го  лви'лм»н1|».  1^1нлягая  тс/и^му  скоростей  на  общую  посту- 
иаггильную  с.норш'/ги  /;«  и  на  систниу  скоростей  вращенЫ  около  3/^,  мы 
яаЯд^'Ж'Ь  игу  11ог,л'Ьли1глг)  с.истниу  но  скоростямъ 

/;,'       т;,        г,,,     у^'  ■-  г^    -  о^,, 

тщийЛ  им'Ьюгь  точки  Л/,  и  М^  вь  ирапцт^льном!»  движен1и  гЬла  около 
Д/ц!  ДЛЯ  птого  нужно  только  вгк'.гголыюнаться  пр1()мами,  которые  указыва- 
ййЛИсь  при  инучпн1и  скорог/гой  такого  дииж<)н1я.  Итакъ,  можно  считать 
МинЬгтйММН:  мгноипнную  ось  /'  мрппщп^льнаго  Д11ИЖ(^Н1Я  около  точки  М^ 
и  огп  углонуш  скорость  01.  |1ипринл(Ч11я  г^  и  /'  нообпцз  говоря  не  совпа- 
длшгь.  ЧшОы  получить  пиптонуш  скорость,  ра:иожимъ  г^,  на  двЬ  соста- 
йляшиииь: 

гдЬ  о  иар11ЛЛ«мы1а  /'.  и  г,,'  К1.  /'  псрпгмдикулнрна.  НамЬною  оси  /'  дру- 
11>ю  осьи»  /,  пП  парил.имыюю.  оГмичн  тнмуиапмьная  скорость  г^  можетъ 
быть  уиичп^жони.  ,|л11  1»гой  цЬ.ш  нужно  сдЬлать  нороносъ  осп  /'  такъ 
(Й  111»и.  ш^^Лм  ирнН1.1о\Ч|  ирнОаннгь  посту пат^мьнун»  скорость  г/,  равную 
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и  противуиоложвую  Г(^*,  Посл'Ь  этого  останется  прежняя  угловая  скорос1 
т  около  ВОВОЙ  оси  I  и  поступательная  скорость  и,  ей  параллельная,  11 
вм-ЬсгЬ  II  составить  винтовую  скорость  тЬла.  Зан'^пшъ  формулы: 


и  =  Го  со$  {€^,  ш), 


(155 


1Ф8.  Непосредственное  011р€д%лен1е  винтовом    оиорости   по   сиоростямъ 
трехъ  точенъ.  Пусть  будутъ  1\,  Гд,  г^  скорости   точекъ  31^,  М^.  ЗД,  Ее    | 


I  лежашихъ  на    одной   прямой,    Возьмемъ   1*ъ   пространств^^    ггронзвольную 

^_       точку  О  и  проведемъ  пзъ  нея  (ф.  й9): 


ОВ,  =  г^,     ОВ,  =  г,,     ОВ,  =  г,, 

Опустивъ  изъ  О  [щштх^щлвръ  01)  на  плоскость  (В^В^В^)  и  разложив^ 
каждую  изъ  скоростей  на  двЬ  слагаемыхъ: 


V^  =  ОВ  -ь  ВВ^  =  I^  -4- 
Гэ  =  Ш)  -{-1Ш^  =7*  -ь 


г'з  , 


^1    1 


можемъ  представить  не  только  скорости  точекъ 
3/р  Л/з.  З/д  но  и  скорости  вс^хъ  точекъ  т1|Ла 
состоящими:  изъ  общей  поступательной  скоро- 
сти ОВ  н  изъ  сь'оростей,  параллсльныхъ  плоскости  {В^В^В^),  т.  е. 


пер- 


I 


пендикулярныхъ  къ  ОВ.  Этю  сл^дуеть  изъ  сказаннаго  въ  §  18  относи- 
тельно 11ерем1;щек]Й  параллельно  плоскости:  прилагая  это  къ  безконечно- 
малымъ  перемЬщен1ямъ,  можно  перейти  къ  скоростямъ  и  заключить,  что 
если  скорости  трехъ  точекъ  параллельны  плоскости,  то  вто 
справедливо  и  для  вс*хъ  точекъ  т11ла.  Но  въ  такомъ  случа-Ь  тЬю 
въ  данный  моментъ  врапщется  около 
мгновенной  осп,  оерпепдикуляцнпй  къ 
этой  плоскости,  т.  е,  параллельной  01>. 
Отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  винтовая  ось 
пара^иельна  О/),  а  скорость  ОВ 
есть  поступательная  скорость  и  вдоль 
этой  оси. 

Остается  определить  положен1е 
винтовой  оси  и  угловую  скорость  около 
нея.  Для  этого  проектнруемъ  дв*  изъ 
даняыхъ  точекъ,  нацр,  М  и  М 
на  какую-нибудь  плоскость  Р,  пер- 
пендикулярную къ  ОВ  (фиг,  90).  На 

146  ско- 


Фиг.  ^». 


основан1и  сказаянаго  въ  § 


и 


рости  проекций  т,  и  т,  геометрически  равны  скоростямъ  тапек^  М , 
а  поэтому  вращагельяыя  слагаемый  этпхъ  скоростей  геомет^^я*^^^^^   ^ 


—  12*  — 
пимлш:^  зик  ^саа^ь/^ыжк  г    а  ^^   ^чгч^ла  30..  и  Л?^.  ]1Г^{ппявЕштыиа  ь^л^ 

л:л.мв*«'^^=Лав1  ж   интяйзш»:  ктюхчлА  пит.  згагг  лайгя  ва1д1ш;л*шк  ^  та- 
и0м11атт*ем.  У^;^фалл   *дкгз»*т  лзь^.^'^^^гз»!  1!31*9аа^".    гиь    :з.1Ш1^ 

МШ1^Щ1^,  ^/•%.  У^А  *^йг  ''•.*  Л  йс^кгЛ-гй  ('хммп^'л  агь  ятег}лмааЕ7т>'  -ей»*- 

щи  ш*м^П9^^ст,  ЩГ1Ш*  лшм^'^тую  шрщлш^г^^ть,  »^сиЛвяо  смзаяжтю  <гь 
гтрхмшк  Н4^т%  п  п7^иш^^^$|р  ггблигясиимг  ^^гсоедомъ  вижтовыхъ 
^Лй?».  ^итш^т^^  ^тгр^мг»  Ида  к^/яслтг  6«т^  яр*!Лстамево,  кагь  движете 
Ш9(^Ф9  !$Ш'/тл»  ш*  1ЩИ^»пуг  гпо  лмж^1^  ш^  ^>удстъ  уже  теперь,  какъ 
1т$  Лш^г  ы%  *и/(:$пи%%  г.лучм%г,  чнстижь  %^1^^в1нжь,  та*ъ  какъ  вгь  каж- 
ЛМ|  Лги((|^||Мг^«/г1г;им1  йгдлштитг    ш^м^шп  происхг^дить   6езконечно-хал'>е 

§1р»>11Г|1у  «тй!  мк  ШФгт  ем^шть  тмшАмт  штпФшыхъ  шиш.  Не  вся- 
ШШ  вир*  Д1111Н1111Т«хг  нов^рхвгхгге!  жлиетъ  служить  аксоидами  винто- 
ИМЖЪ  гглЦ,  Чтг|/|Ы  пмисиить  йто  (•кгггштельствг),  раясхотрвхъ  перемещение 
да  |||1р<!ЖГ1Дд  кг  ир^аклу,  1И.  Т1!Ч*гяи!  того  времени,  когда  происходить 
0ДШ1  мать  ыпштпныхъ  1и*\тжитп1И,  о6ра;(у1Г)ии1Я  одного  аксоида  находится 
1ГЬ  соитдии!»  г:г  |/|ра*1у1Г)»(1ЯГ1  другого  акгоида,  -^то  совпадете  продол- 
ШМТГ41  До  тЬхъ  «орь.  покч  пг  гонггадггп.  сл+.дующая  пара  образующихъ. 
Лоатому  17И1п'Тну1г1ГЬ  тш  гггыожгн^я  гЬла,  когда  двЬ  смежныхъ  обра- 
яушщих!!  одного  акг.оидл  «.овиалаюп.  съ  двумя  образующими  другого.  Но 
ПЯДЯи,  что  такси?  говпадвзнй»  не  у  всякихъ  линейчатыхъ  поверхностей 
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возможно;  напр.  парою  аксоидов!.  ве  могутъ  служить  развертывнющаясл 
и  неразвертывающЕшсл  поверхности,  потому  ^гго  у  первой  изъ  нихъ  дв* 
смржныя  образующ1я  пересккаютсл,  а  у  второй  нЬтъ  (§  103). 

Для  опред'Ьлон1Я  условШ,  которымъ  должна  удовлетворять  пара  аксон* 
довъ,  обратвмъ  вппман1е  на  сказанное  въ  §  104  о  касательныхъ  пдос- 
костяхъ  рсъ  точкамъ  линейчатой  поверхности  въ  различныхъ  точкагь 
одной  и  той-ж^  опразующей.  Если  касательную  плоскость  разсмат1»ивить 
ка1{ъ  предельное  положен1е  плоскости,  проходящей  черезъ  дв11  безконечно- 
близк1Я  точки  одной  образующей  и  черезъ  точку  смежной  обра;|ующей, 
то  легко  вид'Ьтц  что  у  пары  аксоидовъ  касательный  плоскости  во  вс^хъ 
точкахъ  (>бщей  о6ра:1ушщей  должны  совпадать.  ^1'ормула  (110)  показы- 
ваетъ,  какъ  изм^.няется  направлен1е  касательной  плоскости  съ  псреходомъ 
огь  одной  точки  образуюп^ей  къ  другой;  такъ  какъ  она  при  этомъ  пово- 
рачивается около  общей  образующей,  то  понятно,  что  уголъ  ея  поворота 
между  двумя  какими-нибудь  точками  общей  обризуйзщей  долженъ  быть 
одияаковъ  у  обоихъ  аксоидовъ. 
Пусть   будетъ   ЛВ   (фиг.  91)  эт 

образующая,  М^  и  М^^'  точки  на     д^         ^/*'      ^''  ,^  У»        п 

диб]яхъ  съужея1я  той  и  другой  по-  Щ         М^ 

верхностп,  Е  и  ш'  параметры  атихъ  Фиг,  91. 

поверхностей  для  образующей  А  В 

{^  103),  а  М\,  Л/з  и  31, \  М^  катя-нибудь  совпадаюпия  точки  этой 
образующей  1г,  паконецъ,  р^,  ^^  и  р/,  ^^  значеп1я  въ  этихъ  точкагь 
угла  р,  входящаго  въ  ([юрмулу  (110),  Им1^емъ  условие 

?э'  —  Р|'  =^  Эя  —  Ри 

независимо  отъ  положен1Й  двухъ  взятыхъ  точекъ.  Приравнивая  котан- 
генсы этихъ  разностей,  находи мъ: 

1  -Н//УЭ/./1УР,*  ^  1  ч-  19^^19^ 
ИЛ1!,  ио  формул'Ь  (110^: 


I 


1  н-  — ' 


М^М,  .  М^, 


м^м: 


м^м. 


м,м, 


или 


а    -|~    ;; 8 


м,м, .  м,м. 


Е'  Ш 

Это  равенство  должно  оправдываться  при  всякихъ  положен1яхъ  двух1. 
взятыхъ  точекъ;  пусть  ^^^  п  л//  совцадаюгь  съ  М^,  а  Л/,  и  З/д'  съ  М^1 
тогда  предыдущее  равенство  даегь: 

е*  =  е 
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и  на  основан1и  этого,  уже  опять  при  всякихъ  положен1яхъ  двухъ  взятыхъ 
точекъ,  принимаетъ  видъ: 

и  удовлетворяется,  только  если  точки  М^  и  31^  совпадаютъ.  Отсюда  за- 
ключаемъ:  Если  дв*  линейчатыя  поверхности  должны  служить 
парою  аксоидовъ,  то  для  каждой  пары  совпадающихъ  обра- 
зующихъ  параметры  должны  быть  равны,  а  точки  лин1й  съуже- 
Н1я  должны  совпадать  (но  могутъ  другъ  друга  и  не  касаться). 

Въ  частности,  дв*  развертываюпцяся  поверхности  всегда  могутъ  слу- 
жить парою  аксоидовъ,  потому  что  у  нихъ  параметръ  для  всЬхъ  обра- 
зующихъ  равенъ  нулю  (§  103);  ихъ  ребра  возврата  при  этомъ  должны 
касаться  другъ  друга. 

Выгаеприведенныя  соображен1я  им'Ьютъ  мевду  прочимъ  приложен1е 
въ  теор1и  механнзмовъ,  при  устройств*  гиперболоидальныхъ,  а  также 
геликоидальныхъ  зубчатыхъ  колесъ^  служащихъ  для  передачи  вращения 
съ  одной  оси  на  другую,  не  пересекающуюся  съ  первою. 

3.  161.  Могутъ  ли  служигь  парою  аксоидовъ:  а)  конусъ  и  развертываю- 
щ!йся  геликоидъ,  Ь)  цилиндръ  и  линейчатый  гиперболоидъ,  с)  два  гиперболоида 
съ  круговыми  лин!яиа  съужен1я  различи аго  рад1уса,  (1)  гиперболоидъ  съ  кру- 
говою лип1вю  съужея1я  п  гипврболичвск1Й  параболоидъ,  е)  два  прямыхъ  не- 
развертываю1цихся  геликоида  съ  различиымъ  винтовымъ  ходомъ,  Г)  линейча- 
тый гиперболоидъ  съ  круговою  лпн1ею  съужен1я  и  перазвертывающШся  ге- 
ликоидъ.  Отв.:  а;  да,  Ь)  н-Ьтъ,  с)  да,  й)  н-Ьтъ,  е)  в^>ть,  Г)  да. 

Сворооти  въ  ооотавномъ  и  отнооитедьномъ  двиасешяхъ 
твердаго  тФда  въ  общемъ  случае. 

151.  С)10жен1е  двухъ  системъ  винтовыхъ  скоростей.  Не  входя  въ  по- 
дробное разсмотр'Ьн1е  этого  вопроса,  укажемъ  только,  что  законы  сложе- 
Н1Я  скоростей  въ  частныхъ  случаяхъ  движен1я  твердаго  гЬла,  разсмотр'Ьн- 
ные  до  сихъ  поръ,  въ  сущности  достаточны  для  р'Ьшенхя  этого  вопроса 
въ  самомъ  общ('мъ  случа-Ь.  Пусть  будутъ  для  даннаго  момента  времени 
даны  лн'Ь  винтовыя  скорости.  Требуется  найти  систему  скоростей,  имъ 
эквивалентную,  и  представить  ее  тоже  въ  вид*  винтовой  скорости.  Пусть 
будуп»  /1  и  /з  оси  и  '/р  «*>1  и  Мз,  «>,  поступательный  и  угловыя  скорости 
данныхъ  винтовыхъ  скоростей.  Переносъ,  при  помощи  добавочной  посту- 
пат1^'1ьной  скорости  //(,,  вращен1я  (о>^)  съ  оси  1^  на  ось //,  ей  параллель- 
ную и  пересекающую  ось  /д,  поиволяетъ  всю  совокупность  скоростей 
разсматривать  состояпм'ю:  изъ  вращен1й  //С**^!)  и  '3(^2)  около  пересе- 
кающихся осей  и  изъ  скорости  и'  =  ы^ч-  и^ч-и^,  поступательнаго  дви- 
жен1я.  Складывая  угловыя  скорости,  мы  получимъ  угловую  скорость 
ц}=^а}^  \-  0)^  вращсчпя  около  некоторой  оси  /',  проходящей  черезъ  точку 
перес1)Чен1я  осей  //  и  1^.  Приведя  такнмъ  образомъ  данныя  винтовыя 
скорости  къ  систем!;  скоростей  одного  вращательнаго   и  одного  поступа- 
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тельнаго  двнжен1й,  можно  уже  потомъ  по  снособу,  указанному  въ  §  147» 
эту  носл'Ьднюю  систему  оредставпть  какъ  винтовую  скорость  М. 

152.  Скорости  въ  относительноиъ  движенш  двухъ  твврдыхъ  т%лъ.  На- 
меченный выше  ир^смъ  для  сложения  иннгавыхъ  с1гГ>ростей  им^епэ  лри- 
ложен1е  при  0[1р1'д1иеп1Ц  скоростей  относительнаго  дв11жен1я  двухъ  тве)> 
дыхъ  тЬлъ.  Для  этого  нужно,  по  сцосо5у,  указанному  уя^е  т»  §§  125  и 
138  для  частныхъ  случаевъ,  относительныя  скорости  ор^^вратить  въ  со- 
ставныя  абеолютныя, 

3.  162.  По  йпвтооов  еар'кн1с1\  сь  пираметром'ъ  р,  диншетея  гайка,  прпщаяеь 
при  ЭТОМ71  около  оси  /^  пивта  съ  у1мов«>ю  скоростью  Ш1:  зтотъ  ВИНТ1.  с  опер - 
шаетъ  въ  то  же  иремя  винтовое  движопш  съ  параметромъ  р^  около  оси  /5^  пер- 
пендикулярной къ  оси  /^  и  ее  пересЬклющей,  пм'Ья  при  этомъ  угловую  ско- 
рость Шу.  0I1ред^>лить  винтовую  гкорость  составного  дввжеЕпя  и  показать,  что 
ея  паряметръ  определяется  формулою 


гдЬ 


(163) 


и  что  ось  винтовой  скорости  сложнаго  дв1|]|Еев1Я  огстонтъ  отъ  плосности  осеК 
1^  и  /^  на  разстояи1И:  . 


л  ^  .^  и^з  —  Рг)  в»«  2р1. 


(154) 


Формулы  (153)  п  |154>  играютъ  ваясную  роль  въ  „теор1И  винтовъ"  Болла. 

3.  153.  Дпа  колеса  вращаются  около  двухъ  непарнллельвыхъ  п  иепересЬ- 
кг1».»щпхся  осоп  ^,  н  1^  съ  угловыми  скоростями  ш^  и  О),,  находящимися  въ  по- 
стоянномъ  отпошепхи.  Определить  относительное  Д1шжев1е  колесъ.  Отв.:  Вии- 
товая  ось  отпоен  тельнаго  движеи1я  им-Ьетъ  направлеп1е  вектора  ш^о*,  —  ш, 
и  д-Ьлитъ  кратчайшее  разсто>ш1е  между  данными  оснми  на  части»  прямо  про- 
11орц1ональпыя  тангенсамъ  угловъ,  оОразуемыхъ  иаиравленхемъ  (ш)  еъ  дан- 
ными осями.  Оодробн-Ье  см.  прикладн^'ю  кинематику,  гд!  :^та  задача  служить 
осиоваы1емъ  при  построенш  гиперболоидальныхъ  зубчатыхъ  аад-Ьпленш. 

Анадитическоб  опред^лен1е  скоростей  въ  общемъ  случае 
двжжешя  твердаго  т*ла, 

153.  Формулы    для    скорости    након-нибудь   точки  тЬла.   Зная,  что  въ 

общемъ   случаЬ   движ1Ш1е   твердаго   гЬла   слагаетгл  изъ  поступательнаго, 

опред1ияемаго  движен^емъ  црои:звольно  выбранной  топки  М^,  и  изъ  вра- 

ивзи1Я  около  ;)ТОЙ  то«1КИ,  и  означат  терезъ  г^  и  г'  скорости  какой-нибудь 

топкн    гКла    въ  этихъ   двухъ   двнжея1яхъ,  нм-кемъ  для   полной  скорости 

^той  точки:  -      —      —г 
_^ *'  =  'о  -ь  г\ 

*)  Существуетъ  ир!емь  для  непосредствевваго  сложенЕя  винтовыхъ  ско- 
ростей, освовывающш^'Я  на  общей  теории  пинтовъ,  созданной  Робертом'ь 
Волломъ  (НоЬег!  ВаП;  и  приводящей  къ  весьма  зам'1ъчательиимъ  обобщен1ямъ. 
Но  мы  не  можемъ  уже  на  этомъ  останавливаться  въ  курсЬ  „Осповади!  теоре- 
тической механики*'.  См.  Е,  Ва11:  „ТЬеогу  о1' '^сге^^**,  Я.  бгауоИнч:  „МесЬпн1к 
^$1;а^^е^  Вуд^ете^^  (составлево  по  работамъ  Болла). 
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При  проектирован!!!   этого   равенства  на  координате ыя  оси  можемъ  для 
скорости  V'  воспользоваться  формулами  (146)  или  (145)  и  находимъ: 


^5  =  \  -Ь  «>7|  (С  —  Со)  —  <о^  (Т)  —  'Г1о), 

^7)  =  ^от]-ь  «>г  (5  —  «о)  —  «>5  (С  -  Со), 

^5  "^  Ч  "^  ^5  ("^  —  ^о)  —  «>т](^  —  5о); 


(155) 


^л.  =  V  -^  5-^  —  П/, 

^.  =  «^'о.  -^ру  —  а^^ 

Въ  посл'Ьднихъ  формулахъ  нужно  координаты  л-,  у,  ^  заменить  раз- 
ностями X  —  д^о»  У  —  Уо»  ^  —  ^0^  ^с^и  точ1{а  А/д  не  совпадаетъ  съ  нача- 
ломъ  подвижныхъ  координатныхъ  осей. 

Когда  движенхе  твердаго  гЬла  задано  элементами  б^,  -г)©,  Со»  *?  ^'^  Ф 
въ  функц1и  времени  (§  65),  то  въ  формулахъ  (155)  и  (156)  все  можетъ 
быть  выражено  въ  функ1ци  времени.  А  именно,  для  угловыхъ  скоростей 
им'Ьемъ  формулы  (138)  или  (139);  дал*е: 


_  Й5р 


^ 


""'1-11''     '^^-^йГ'     Х-"йГ'  ^^^^^ 

V  =  \  ^^  *1  -^-  Чу1  ^^^  Р1  -^  ^в^;  <^8  Тп     %  =  •  •  •  (1  ^^ ) 

и  стояпце  зд'Ьсь  косинусы  могутъ  быть  определены  по  формуламъ  (47). 

154.  Аналитическое  опредЪ)1ен1е  мгновенной  винтовой  оси  и  аксоидовъ. 

Всякая  точка  М^  ($4,  т)1,  ^^,),  лежащая  на  мгновенной  винтовой  оси,  им^ет!» 
свойство,  что  ея  скорость  и  направлена  вдоль  этой  оси  и  следовательно 
лежитъ  на  одной  прямой  съ  векторомъ  ш;  поэтому 


и^ 


и^ 


Нг 


*5  "^Т)  '♦^ 

Но  формулы  (155)  даютъ: 

^Н  =  \  -^  ^У1  (Сх     -  Со)  —  <«>^  (Ъ  —  -По), 
^71  =  ^от,  -ь  «>г  (^1  —  ^о)  -  «>5  (С,  —  Со), 

^':  ^  ''^с  "^  ^5  ^'^'  ~  ^^^  —  ^т)  (^1  —  ^о)- 

Итакъ,  координаты   точекъ,  лежащихъ   на  винтовой  оси,  удовлетворяютъ 
уравнен1ямъ: 

''о?-^-«>т^СС1— Ьо1-^«>гК— ^о)  _  'о-г1-+-^г(?1  — ^  — «^^(С!  — Со) 

(159) 


«>^ 

Ь'о.'^ОУ^(У\, 

-^о) 

-«>т,(?. 

-у 

___            ■»                  ■» 

(й- 

5 
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который  и  можно  разсматрлвать  какъ  уравнен1я  винтовой  оси,  если  1^^ 
тг]^,  ?;^  считать  текущими  координатами.  Остальные  элементы  суть  изв'Ьстныя 
функц1И  времени,  а  въ  данный  моменп>  являются  постоянными  коаффи- 
гиевтами  въ  уравнен1яхъ  этой  прямой.  Исключая  /  пзъ  уравненШ  (159), 
мы  получимъ  уависимость 

Ф  (Еп  'П,,  ъ^)  =  О, 

которою  связаны  во  вслкгй  моменгъ  координаты  точекъ,  лежаии1хъ  иа 
мгновенныхъ  осяхъ,  т.  е.  она  иредставляетъ  уравнение  неиодвижнаго 
аксоида. 

Подобными  же  разсужден1ями  мы  найдемъ,  что  подоэкенге  мгновенной 
оси  въ  двигающемся  тЬл'1  011рехк1яетсл  уравнее]ями; 


(160) 

а  уравнен1е   иодвишнаго   аксоида  искдючешемъ  мзъ  этихъ  уравнешй  пе- 
[1ем1.нной  1^  которая  входип»  въ  г^^^  г,^^,  г^,^,  р^  ц  и  г. 

Чтобы   оиред'Ьлить  иараметръ  винтовой   скорости,  обратимся  къ  фор- 
муламъ  (152).  ЗамФлая,  что 


тг^  С08  (ш,  г^)  =  ш^Гд,  ч-  о)^*^отг^ 


(Ор^Г 


ог* 


им'11емъ: 


Р 


шг,  <я^  (ш,  гд)  _  ^;Ч 


^т/*07^ 


Ш^Г, 


С 


Ш' 


ш^ 


ш^ 


ш^ 


(1611 

3.  154.  Решить  аналвтическимъ  путемъ  задачу  152.  Для  р'Ьшен1я  при- 
нять даниыя  винтовыя  оси  за  оси  (?)  я  (т]). 

3.  155.  Выразить  услов1е,  чтобы  совокупность  двухъ  внвтовыхъ  своростеМ 
р^  (Ш1)  и  Ра  (щ)  около  пересЬкающихся  осей  была  эквивалентна  системе  ско- 
ростей простого  вращен1я.  Отв.: 

р^ш^*  -нрэ*"а'  ^-  (Р1  "**  Р^ '  ш^ш^  сои  (ш,,  щ\  =г  О, 

Если  данныя  винтовыя  оси  не  пересекаются,  то  усдовш  выражается  слоаш'^е, 
такъ  какъ  къ  да&иымъ  постунательнымъ  скоростямъ  р^щ  и  р^щ  присоеди- 
няется еще  поступательная  скорость,  зависящая  огь  параллельнаго  переноса 
одяой  иаъ  данныхъ  осеИ  до  первсЬ*1ен1я  ея  съ  другою^  чта  необходимо  для 
вовшожности  сложен1я  угловыхъ  скоростей. 

Аналитическое  опред^&ден1е  скоростей  въ  относитедьномъ, 
переносномъ  и  абсолютношъ  движенгяхъ  точки  и  твер- 

даго  т4да, 

155.  Формулы  для  скоростей  точки.  Въ  §  90  былъ  выведенъ  общШ 
законъ  для  ооредЬлен1я  скорости  абсолютнаго  движен1я  точки,  когда  оно 
слагается  изъ  относнтельнаго  и  переноснаго  движенШ.  Разсмотримъ  этогь 
воиросъ  аналитически  въ  иредиоложев]и,  что  относительное  движение  точки 
происходить  ео  отношен ш   къ  твердому  гклу,  а  ея  переносное  движен1е 


и.  Сйхойъ.'Осиов&л!!!  теарст«  яехалв1Ш« 


9 


-! 

=  §--- 

еозл.           А 

С08Л^ 

а 

С08Л^ 

(И 

соза^ 

-ь 

Лу 

С08  а,^ 

,  н- 

йг 

сова. 

. 
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обусловливается  движешемъ  посл'Ьдняго,  какъ  это  представлялось  уже  въ 
§  69.  Согласно  этому,  обратимся  къ  формуламъ  (50): 

5  =  5о  -ь  д:  С05  а,  -ь  у  С08  а^-\-  г  сов  а^ , 

Т|=^т)^,  ч- л:  со^Р^  Ч-  ^  С05р2  -Н  2Г  С05Рз>  (162) 

^^  =  Со  -+-  л:  С05  7^  Ч-  у  С08  72  -ь  ^  С08  Уз , 

предполагая  въ  нихъ  координаты  х^  у,  х  двигающейся  въ  ткл*  точки  уже 
не  постоянными,  какъ  это  было  бы  для  какой-нибудь  точки  самаго  твер- 
даго  гЬла,  а  функщями  времени. 

Проекцш  на  осяхъ  (Ет]!^)  абсолютной  скорости  данной  точки  могутъ 
быть  опред']^лены  дифференцировашемъ  выраженШ  (162)  по  времени;  на- 
пишемъ  выражеше  только  для  одной  изъ  проекцШ: 


(163) 


Члены  первой  строки  представляютъ  проекщю  той  скорости,  которую  им4ла 
бы  точка,  еслибы  ея  координаты  х,  у,  г  не  менялись,  т.  е.  еслибы  она 
была  неизм'Ьнно  связана  съ  твердымъ  гЬломъ;  эти  члены  опред'Ьляютъ 
поэтому  проекцш  скорости  г^  переноснаго  движен1Я  точки: 

б??п  (1со8а,  Асоза^  Асоза.  ^^^  ^ 

Во  второй  строк*  формулы  (163)  производный  отъ  координатъ  опред'Ь- 
ляютъ проекщи  скорости  ^а  относительнаго  движен1я  точки  на 
подвижныхъ  координатныхъ  осяхъ: 

их  Лу  йг  ,^лгч 

Принимая  во  внимаше  значенхе  угловъ  а^,  а^,  аз,  легко  видеть,  что  вся 
вторая  строка  формулы  (163)  опред'Ьляетъ  проекщю  скорости  г-^  на  не- 
подвижную ось  (Е): 

1\ ,  =  ^2^  С08  а^  -л-  г\^  С08  а^  -ь  г^^  С08  а^,  (166) 

Поэтому  формула  (163)  и  аналогичный  ей  для  проекщи  скорости  данной 
точки  на  друпя  координатный  оси  могутъ  быть  написаны  такъ: 

г,  =  /'1.  ч-  /'з^,     ^\  =  '17)  -*-  ^'2т^1      \  =  *\г^  -^  "аг;  (167) 

откуда  вытекаетъ  геометрическая  зависимость: 

7.^7,4-7;,  (168) 

выр<xжаюп^ая  уже  нзвЬстный  законъ  сложешя  скоростей. 
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Мы  видимъ,  что  три  формул!^!  вида  (163)  даютъ  возможность  опрод1^' 
лить  аналитически  одну  изъ  скоростей  I;,  г^,  о^,  когда  двЬ  друг1я  даны 
и  когда  дано  движен1е  твердаго  гЬла. 

156.  Скорости  въ  относительномъ  дви|кен1и  двухъ  твврдыхъ  т%лъ.  Эти 

скорости  могугь  пыть  и:}у чаемы  аиалнтически  ии  способу,  намеченному 
въ  §  73,  если  въ  указаиных!»  тамъ  формулахъ  отъ  координатъ  перейти 
къ  нхъ  ороизводиымъ  по  Г1ремеш1.  Мм  не  Оудемъ  однако  же  это  разни* 
вать  оодробя-Ье. 


ГЛАВА    ИЬ 

Ускорен1я,  Геометрическое  и  аналитическое 
изсл^дован1е. 

Ускорен1в  точки. 

157.  Опред'Ьлен1е.  При  движении  точки  скорость  ея  представляется  век- 
торомъ,  у  котораго  ееирерывнызиъ  образомъ  изм'Ьняются  и  величина  и  на- 
прайлеа1е.  Ускорен1е  даетъ  возможность  судить  объ  этомъ  нзмЬвеши  въ 
зависимости  01"ь  времени,  въ  течеше  котораго  оно  происходить.  Въ  §  97 
для  нзученхя  Бзм'1.нен1я  вектора  было  введено  понят1е  а  его  геометриче- 
ской производной:  прилагая  .^то  понят1е  къ  скорости,  мы  будемъ  и  азы* 
вать  ускореигемъ  геометрическую  производную  скорости.  На 
основан1н  этого,  ускорение  представляется  пред1}10мъ  отвошен1я 
геометрнческаго  приращенЕЯ  скорости  къ  элементу  времени, 
въ  течение  котораго  это  ириращвн1е  произошло- 

11рим1»няя  къ  ускорен1ю  сказанное  въ  §  97,  можно  такя%е  сказать: 
ускорен1е  определяется  скоростью  на  годограф*  скоростей. 

158.  Едини14а  усн0рен1Я.  Единица  ускоренЕЯ  есть  единица  производная 
изъ  единицы  скорости  (§  83)  и  единицы  времени,  Ансиюгнчно  съ  лоня- 
йемъ  о  средней  скорости  (§81)  можно  установить  Г!онят1е  о  среднемъ 
ускорены,  какъ  отношен1и  геометрнческаго  приращешя  скорости  къ  со- 
отв-Ьтстиующему  промежутку  времени,  предполагля  иослФаягй  конечнымъ. 
Среднее  ускорен1е  равно  единице,  если  это  отношение  равно  единице.  При- 
лагая это  представлен  1е  къ  безконечно-малому  элементу  времени  и  пере- 
ходя къ  пред-Ьлу,  мы  получаемъ  движете,  въ  которомъ  въ  данный  мо- 
ментъ  времени  ускорен1е  равно  единиц-Ь. 

Такъ  какъ  время  разсматривается  какъ  число  отвлеченное,  а  скорость 
входить  во  всЬхъ  формулахъ  какъ  величина  линейная  (§  83),  то  и  ускоре- 
Н1е  будетъ  во  вс^хъ  формулахъ  механики  входить  какъ  величина  линейная. 

159.  Ускореше  накъ  венторъ.  Геометрическую  производную  вектора  мы 
условились  (§  \)1)  разсматривать  какъ  новый  векторъ,  направлен1емъ  ко- 
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(169) 
(ПО) 


тораго  С1ужить  предЬльное  напгравлен1е  геометрическаго  ир11равден{я  дан* 
наго  вектора  или,  все  равно,  скорость  на  годограф11  вектора.  11рим1зШ1я 
это  къ  уск11рен1ю.  можемъ  сказать,  что  ускорение,  какъ  но  величин!!, 
такъ  н  по  направлея1ю,  изображается  скоростью  точки  на  годо- 
графе скоростей. 

Начало  вектора-ускорен1я  можно  взять  произвольно,  но  обыкновенно 
за  него  принимается  точна,  движен!^  которой  ралсматриваетсл. 

Мы  будемъ  ускорен!©  обыкновенно  обозначать  буквою  пк 

160.  Тангенц1альное  и  нормальное  уокорен1я.  Частнымъ  геометрическимъ 
нроизводнымъ  вектора  (§98)  соотв1;тствуюгь  частный  ускпрен1я.  Гео- 
метрическая производная  скорости  по  величине  называется  тангенц1аль- 
нымъ  ускорен10мъ  {1€%  а  геометрическая  п])оизводная  по  направ-тешю — 
нормальнымъ  ускорен1емъ  (я").  По  формуламъ  (97)  и  (98): 

,       с1г 

гд'Ь  со  —  угловая  скорость  вращен1я  вектора  <?. 

Тангенц1адьное  ускорен1е  им1етъ  направлев1е  скорости,  если 
производная  г  по  I  положительная,  и  прямо  ей  противуположно, 
если  эта  производная  отрицательная. 

Нормальное  ускорен1е  перпендикулярно  къ  скорости  и  на- 
правлено въ  ту  сторону^  куда  скорость  поворачивается;  па  осно- 
ван1и  этого  оно  лежнтъ  въ  той  плосгсости,  которая  является  пред1>льньтм7э 
иоложон1емъ  плоскости,  содержащей  скорость  г  данной  точки  М  и  парал- 
лельной скорости  /?'  безконечно'близкой  къ  ней  точней  Л/'  (§  98). 

Въ  атой  же  плоскости  лежитъ  и  полное  ускорен1е  гV,  которое,  по  фор- 
мугЬ  (99)  слагается  геометрически  изъ  частныхъ  ускорен1й: 

/^  ==  гг' -ь  м^,  [171) 

Для  многихъ  вопросовъ  механики  весьма  важно  ясно  представлять 
себ-Ь  направление  ускорения  для  каждаго  даннаго  подожен1Я  двигающейся 
точки.  Для  этой  ц^ли  полезно  будетъ  разсмотр-йть  ускорен1я  въ  гЬсколь- 
кихъ  частныхъ  случаяхъ  движен1я. 

161  Ускорен1е  въ  прямолинейномъ  двитен!||.  Въ  этомъ  случае  напра- 
влеше  скорости  не  измЬняется,  н  мы  имЬемъ  хоть  случай  изм1.нен1я  век- 
тора (§  98),  когда  его  геометрическое  приращен1е  равно  алгебраическому 
и  лежитъ  на  одной  прямой  съ  самымъ  векторомъ.  Въ  этомъ  случа'Ь  пол- 
ное ускорен1е  оцред1ияется  формулою  (169).  Притомъ,  если  скорость  воз- 
расгаетъ,  то  ускореше  направлено  въ  ту  же  сторону,  какъ  скорость; 
есал  же  скорость  уменьшается,  то  ускор€н1е  на1фавлено  противуположно 
*оростн. 
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3.  155,  Определить  ускорен1е  въ  движение  по  оси  {х%  опред^емоп- 
ура.шен1е«ъ  ^  ^  ^^  ^   ,^,  _^  ^^,  ^,^2) 

Отв.: 

(173] 


гЬ 


^V  =  2е;  (174) 

т.  е.  въ  этомъ  двшкен1п  ускорение  цостоявво.  Ест  с>0»  то  оно  напра- 
влено въ  одну  сторону  со  скоростью;  а  если  с<0,  то  оно  противуно* 
ложно  сЕорости.  Заданное  движен1е  называется  равном'Ьрно-нерем'Ьн- 
вымъ,  потоагу-Ч1'о,  согласно  формул*  (173),  скорость  изменяется  пропор- 
щонально  времени. 

3.  156.  Опред-Ьдить   ускорение    въ  гарыонлческомъ   движешп    по   оси   (г> 
(см.  задачу  87); 


а^^а^п[^$) 


ж  ужлалгъ^  въ  кавпхъ  полошеншхъ  точкш  н  при  кдкихъ  ая&чеп1яхъ  скоростп 
ускореБ1е  направлено  въ  сторопу  двиагСиЬт  или  въ  сторону  противуполозкную. 

162.  Ускорение  въ  равном-Ьрномъ  кругавомъ  движен!!!.  Такъ  кань  вели- 
чина скорости  здЬсь  не  меняется,  то,  согласно  §  98,  полное  ускорен1е 
онред^ляется  только  геометрическою  производною  скорости   по  нанраале- 

нш,  и  по  формул-^.  (170): 

1Г  =  гш.  (175) 

Пусть  будеиэ  г  рад1усъ  круга,  проведенный  къ  двигающейся  точк4;  онъ 

поворачивается  съ  тою  же  углонов)  скорость»!  «>,  какъ  и  векторъ  г.  По- 

этому  ш  олредФалеть  собою  угловую  скорость  кругового  движешя.  сл-Ьдо- 

вателъно  г  =  /но  и  з 

н=ы^г=^.  (176» 

г 

Это  ускорен1е.  согласно  §  160,  верпендикулярно  къ  скорости,  лежнтъ  въ 
плоскости  круга  и  направлено  по  рад1усу  огь  окружности  къ  центру. 

3.  1 57.  Точка,  двигаясь  равном-Ьрно  по  кругу,  д-Ьлаетъ  я  оборотовъ  въ  ив- 
нуту.  При  какомъ  рад1ус'Ь  круга  уснорен1е  равно  единице?  От  в,: 

163,  УскореиЕе  въ  равном^рноиъ  движеши  по  какой-нибудь  плоской  йшш. 

Разсмотримъ  три  безконечно-близкихъ  иоложеа1я  Л7,  М\  М"  двигающейся 
точки  и  ироведемъ  чоре:зъ  нихъ  кругъ.  При  опредЬлевш  скорости  можно 
безконечно-налыя  дуги  }13Г  и  М'М"  траектор1и  заменить  круговыми  ду- 
гами (§  106)  и  ооатояу  заменить  скорости  г  и  г\  соотв4тствующ1я  по- 
ложен1Ямъ  М  и  М\  скоростями  кругового  д&ижев1Я,  предполагая  его 
при  атомъ  тоже  равномЬрнымъ*  Такимъ  образомъ  ускореа1е  определится 
какъ  ускореН1е  равном1^рнаго  движенгя  по  тому  кругу^  въ  который  прс*- 
вратится  вышеуказанный   кругъ   при  переход-Ь  къ  пределу,  когда  точки 
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Л/'  и  М"  будутъ  приближаться  къ  совпадентю  съ  точкою  Ж  Этотъ  пре- 
д'ЬдьныЙ  кругъ  называется  (см,  приложенш  анализа  къ  геом<-^тр1и)  кру- 
гомъ  кривизны,  а  его  радгусъ  р  и  центръ  С  рад1усомъ  н  дентромъ 
кривизны,  пбратная  величина  рад1уса,  1/р,  называется  кривизною  кри- 
вой ЛИН1И  ъъ  точк'к  М.  Очевидно,  что  съ  изм^нен^емъ  иаложен1Я  точки  М 
меняется  и  круръ  кривизны. 

Обращаясь  теперь  къ  выраженью  ускорен1я,  мы  можемъ  принять  для 
вего  формулу  (175),  предиплатая,  что  *о  есть  угловая  скорость  вращенья 
рад1уса  кривизны  при  безконечно-маломъ  перем'!»щенш  точки  изъ  иоло- 
жен1я  М  по  кругу  кривизны;  а  по  формухЬ  (176): 


Р 


(177) 


Ускорен1е  это  направлено  по  рад1усу  круга  кривизны  оп»  точки 
М  Еъ  центру,  или  иначе,  но  нормали  къ  данной  траектории  въ 
ту  сторону»  куда  она  загибается. 

164.  Усворен1е  въ  равно11%рномъ  двитек1М  но  какой-нибудь  не  плоской 
ДИН1И.  и  ВТ»  этомъ  случае  можно  провести  кругь  черезъ  три  6ез];онечно- 
6ДИЗК1Я  точки  .1/,  М\  М"  м  найти  его  иредЬльное  иоложен1е,  которое 
получается,  когда  точкп  М  и  ЛГ  приближаются  къ  совпадению  съ  точ- 
кою  31,  Н  въ  этомъ  случае  этотъ  предельный  кругь  называется  кругомъ 
кривизны  кривой  лин1н  въ  точк-Ь  М.  Разница  состоитт,  теперь  въ  томъ, 
что  плоскость  этого  круга  м1^/пяется  съ  перемЬною  положея1я  точки  М, 
чего  быть  не  можетт  у  пдоской  лин1и.  Плоскость  круга  кривизны  назЕ^ь 
вается  плоскостью,  соприкасающеюся  къ  кривой  въ  точк^  М  (см.  при- 
ложен1е  анализа  къ  геом.).  Въ  остальяыхъ  отношеи1ЯХъ  получаются  преж- 
ше  результаты,  Ус1шрен1е  опять  направлено  по  рад1усу  круга  кривизньа 
отъ  точки  М  къ  его  центру  н  опять  выражается  формулою  (177). 

Когда  разсматривается  лин1я  въ  пространстве  трехъ  измЬреаШ,  то  В"ь 
каждой  точке  ея  можно  пронести  б*^зчисленное  множество  нормалей,  обра- 
зующихъ  плоскость,  перпенд11ку.1ярную  къ  касательной.  Та  яорма*1ь,  которая 
лежитъвъ  соприкасающейся  плоскости,  называется  главною.  Окон^^ательно 
можно  сказать:  Ускорен1е  въ  равном  Ьрномъ  криволинейномъ  дви- 
женья направлено  по  главной  нормали  къ  центру  кривизны  и 
равно  отношенью  квадрата  скорости  къ  рад1усу  кривизны. 

165.  Ускорен1е  въ  общеиъ  с  л  уча*  двишенш  точки.  Возвращаясь  къ  об- 
щему случаю  движен1я  и  зпад,  что  ускореа1е,  будучи  геометрическою 
нроизводною  скорости,  слагается  геометричесгси  изъ  частныхъ  геометри- 
ческигь  производныхъ  (§98),  представляющнхъ  собою  частный  ускорения, 
гаяп*нщальное  и  нормальное,  из'ь  котерыхъ  первое  направлено  по  каса- 
тельной,  а  второе    по   главной    нормалн    къ  траектори!,    находнмъ,   что 

яолноо  ускореиье  ^      _        . 

гг  = /I?' -+~  ^г"'  (178) 


^^ 
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1вЖЕТЪ  въ  соприкасающейся  плоскости,  А  такъ  какъ  пастныя  гео- 
метрическ1я  производный   взаимно  перпендикулярны  и  по  формул^!^  (П7) 

Р 

то  по  этой  формуле  и  по  формул*  (169): 


Зам^ТЕМъ  ещ(*  формулы: 


(180) 


(181) 


Въ  первой  изъ  этихъ  фориулъ  сд^довало  бы  поставить  двойной  знакъ, 
потому  что  уголъ  {п\  г)  можетъ  быть  и  острымъ  11  туцымъ;  но  мы  будемъ 
Д1Я  IV'  ирнни^тть  и  положнтельныя  и  отрицат*мьныи  1начен1я,  чтй  бу- 
детъ  соответствовать  и  знакамъ  проязводеой  V  по  /. 

Зависимость  между  ускорен1емъ  и  кривизною  кривыхъ  нм Ьегь  прило- 
жен1е  въ  изсл'Ьдован1и  геомстрнческихъ  свойствъ  посл'Ьдамхъ,  какъ  и 
мжопе  друпе  воироеы  кинематики. 

3*  18В.  По  какому  зикову  должпа  пзм^пяться  скорость  пра  дтишев!!! 
точки  ио  кругу  рпд1уса  г,  для  того  чтобы  уголъ  иезкду  подныиъ  ускорее1е11Ъ 
и  скоростью  остава.1ся  постоянны  мъ?  От  в,: 

г 


гд4  к  п  с  постоянныя. 


Ы 


Аналитическое  изученхе  ускорешя  точки. 

166.    Проещ1И  ус11оре411я   на  неподвшнныхъ   ноординатныхъ  осяхъ.   Въ 

§  157  было  показано,  что  ускорение  можно  разсматривать  какъ  скорость 
на  годограф^  скоростей.  Построимъ  годографъ  скоростей,  взявъ  начало 
годографа  въ  началЬ  координа1'ь,  К1Шдому  положен1ю  31  двигающейся 
точки  соотв'Ь1сгвуегь  точка  Л  на  годографе  (фиг.  92)  какъ  конецъ  век- 
тора ОЛ,  геометрическп  равяаго  скорости  точки  М, 
Пусть  будутъ  Е\  7)',  С   координаты  точки  Л;  такъ  ^ 

ка^съ  он'Ь  равны  проекд1ЯМЪ  вектора  г  да  осягь 
координа1ъ,  то 


V  — 


с  - .  -  ^ 


^/ 


АМу 


\:^^ 


Фиг.  92. 


гд*  \,  %  Х^  координаты  точки  ЗД   заданный  какъ  функдгл  времени*  На 
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осЕоваши  этого,  скорость  точки  А  или  ускореше  точки  М  им-Ьеть  своиш! 
проекщяии  на  осяхъ  координатъ: 

<1%      ач 


(182) 


п= 

л 

- 

ае   ' 

».^= 

е!1 

= 

с1\ 

"•с= 

с1( 

:^ 

Т.  е.  проекц1и  ускорен1я  точки  на  неподвижныхъ  координат- 
ныхъ  осяхъ  определяются  производными  второго  порядка  отъ 
координатъ  этой  точки  по  времени.  По  этимъ  формуламъ  мы  будемъ 
знать  для  каадаго  момента  времени  и  величину  ускорен1я, 


/г  =  ^п\ 


.  3 


го^ 


г€ 


3 


(183) 


и  его  направлеше: 


С08  (п\  5)  = 


IV 


С08{1Г,  7|)   =  --*, 


С 


008  {и Л)  = -г       (1в4) 


И' 


167.  Аналитическое  опреА%лен1е  тангенц1альнаго  и  нормальнаго  усио- 
рен1й.  Тангенщальное  ускореше  гс',  согласно  формул*  (169),  получается 
дифференцирован1емъ  выражешя: 


Принимая  во  внимаше  формулы  (182),  находимъ: 


/V  = 


гуа^ 


^'Т)«^Г| 


V'''' 


\/V^'~ 


(185) 


Та  же  формула  могла  бы  быть  выведена  изъ  перваго  изъ  равенствъ 
(181).  Проекцш  тангенщальнаго  ускорен1я  могутъ  быть  определены  по 
формуламъ: 


IV  V, 


/г  1\ 


и'\  =  ?/•'  С08  (г,  Е)  =    —  ,         1с'у  =  «<;'  со8  (г,  т))  =  —— ' , 


П''^  =  ?Г'  С08  (V,    ^)  = 


(186) 


причемъ  //'  должно  быть  взято  съ  гЬмъ   знакомь,   какой    им^егь  /«'  по 
формул-Ь  (169)  или  (185). 

Для  определен1я  нормальнаго  ускорен1я  примемъ  во  внимаше  формулу: 


?г^  =1  п'  -4-  п'"^; 
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^  167,  ф.  191. 


по  ней  и  по  формуламъ  (184)  и  (185): 


^{^^  -\-^^,^-^  9^^)    (Г^'  -I-  «?^'  Н-  V^)  —  {Ш^  V^  Н-  «1?^  Г^  -I-  1Ху  17^)* 


4Г  ^ 


у/  и^  -н  1;^'  -ни^^ 


(187) 


Для  опред'Ьлен1я  ароекцги  и*'   на  осяхъ  коорднватъ  можетъ  служить 
;1ав11С11.мость  (178);  по  ней 


г€^  =  ш^  —  ну^,     ге^^'  =  //у^  —  п^^*,     IV,'  =  и?^  —  м^^,', 


(188) 


куда  нужно  подставить  выражен1я  (182)  и  (186). 

Формула  (187)  можетъ  служить  между  прочимъ  для  опред^ленш  ра- 
д1уса  кривизны  траекторхи  точки,  если  движен1е  последней  задано  коор- 
динатами какъ  функд1ями  времени.  Для  этого  нужно  тшько  сравнить 
выражен1я  (179)  и  (187). 

3.  159.  Оирсд'клить  ус1шрсн1е  въ  круговомъ  движееш.  заданяомъ 
уравнениями  (85)  <з,  98).  Отв.: 


'Ч  = 


и>^= 


(1ш 

(й 
/к» 


(1т 


1\  —  Ш% 

2  —  т% 


(189) 


3.  160,  Определить  въ  предыдущей  задачЬ  тангенц1альное  н  нор- 
мальное ускорен1я.  Р1^ш.:  ВмЬсто  пригЬнен1я  общихъ  формулъ  §  167, 
можно  заметить,  что  если  бы  движете  по  кругу  было  равномерное,  то 
полное  ускореше  было  бы  нормальное;  но  съ  другой  стороны  тогда 

йт 

^  =  «' 

поэтому  тогда  формулы  (189)  даютъ: 


1^/  =  —  ^•>'$,        ?'^у| "  —  *«>^т'1, 


а  следовательно,  но  формуламъ  ( 188): 


гг/  =  ы\ 


Ы\,      —    »«■-     —    "-г.       ^ 


(190) 


(191) 


3.  161.    Оцред-Ь.шть    иолное    и    частный  ,ускареп1я    въ    дввлкен1и,  разсмо- 
тр'Ьнная  въ  задачЬ  9Э.  Отв.: 


«;^  г=  -  ^^  (Т,  -  1Г]о)  "  ш'-»  (;  -  У,         1Г^  ^  Т*  ^^-  ^*»>  -  ^'  '^^  -  ^*^ 


Н^ 


и  т.  д. 


иь  - 

аи^  Аь*.  >*»и^и*Ч4и1.л-  11<»ц>1«*ы4гла!   >г  111<л\*}  уш;!!Хй\г.'П<  пр\^*^гл'±  а*  шлкгг^ 

Ц^0<4,^,и4^  ^^,  ^^#4,  Ал)|.^,^ц,  <  -^-л-^л.  ^лул-гй...  Аг/-!и«г1ге.  аехг'.-р^  •  кж 
АМ,м  /  <1^  ^/^.и/лшИ'К.  ^Н'.  ^#^  ш/-:^^мшш*  'А'гллт^я!  >а*«шп1,  ♦'оагюга*-  Т>гм- 

//  /.//*  {ц<,  I)  ^    ■     I,  "**1  ''"^  ^^^  '*^^  '•^^^-^ 

Г»;|/111:»||И'0:^^^^|  а\!^»н%^иШ*^н  ц^  п^Мгп  И4|гк'гн;1,  когд;1  будетъ  дань  за- 
М|М»<  ш*  ии\^1[*ин^  м  11|Ь«Кг.г»:«  н*Ш[^нлт\1^  01:и  (0.  Такъ  какъ  ддина  и 
Ип  4^()««|:м.«,  М1  м:г1*|гл(1И1«м»1а|  и(1оИ4»я|Д11ц|«  .ггого  Виктора  состоитътодько 
М4Ь  |||п1ИМи14Мий  <1м  Н4М(14Мпн1к1  И,  По  формулЬ  (1)Н): 

II      .._    11(11    ._:  (М,  (1941 

I  И  11Н4  114ьн.1  у14иЫ1Й  гмцтпи  н|тщгн1||  «нн  (/).  Иаправлеше  же  ея 
(^Нп)  и11|1инми1ьу  1н(1Н(1  1.1.  «и  и  /  и  лгжигь.ш.  плоскости,  въ  которой  ось 
(<)  » 11Вг|1Ш.ич  I.  1»г.||,ий!^ч11и-м.иый  1и»ни|и»гь  вь  1счсн1о  в|>еменн  АЛ 

1Ьн.|Ьоий  Ч4ГИ1.  фи|1«>  ил  (1ч:и  и  и|и  ^1  пииисгь  гу  поправку,  которую 
и\4|ии  I  и»Ь1»1.  11|ии1ии<м  1ы  11виМ(1Н1«*  в|к|щгн1с  оси  ироскщй.  •>готъ  членъ 
1ич1'иии1.  1ич1».а1.и  ь>м1    к»м1  «чь  мто^вижна,  но  гакжо  н  тогда,  когда 
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§  168,  ф.  196. 


Формула  (193)   будетъ    нмЬть   11рнложеи1е   дри  опред'Ьлен1и   проекцШ 
ускорегт1я  точекъ  твердого  гЬла  на  поднижи ыхъ  координатныхъ  осяхъ. 

3,  164.  Дв11жен1е  точь'н   на  плоскости   задано   ьъ  полярныхъ  коордн- 
натахъ: 

р  =  /;  т     »  =  /;  (1), 

Составить  проекщи  ускорев1я  на  рад1усъ-векторъ  и  на  оерпендикуляръ  (б;) 
къ   нему,    в:1ятый   въ  сторону  возрастан1я 
угла  Э.  РЬш.:  Беря  ось  (I)  по  направле- 
нш  вектора  р  (фиг.  93)  нмЬемъ: 


причемъ  векторъ  «^  направленъ  щ^рпен- 
дикулярно  къ  р;  следовательно,  по  форму- 
ламъ  (88)  и  (89): 


Фиг.  98* 


.....(.г.р)=     '—^^  -  ^^  ^^  с..(.,.)^^  -  р  ( ^^^ )   ^  (Ш) 

Беря  ось  (Г)  по  направлен1ю  (у),  зам!,тпм1,,  что  эта  ось  вращается  съ  тою 

же  угловою  скоростью,  а  и^,  Оудучп  церпонднкулярна  къ  осп  (/),  напра- 
влена теперь  протпвуположно  вектору  р.  Итакъ: 


(V  С0&  (а\  з)  = 


^4[V  еоз  {1\  8)] 


т 


I     — \ 


йг 


€11    (Н 


(1УЙ) 


3,  1в5.  011ред:кя1)ть  проевщю  ускореа1а  то<1БЯ,  двкгающейсА  рАвнои^рно 
по  кругу,  на  ось  (/},  равномерно    вращающуюся  въ  лдоскостя   круга  съ  |^н- 

ною  угловою  скоростью  ш*  Отв.:  — ^  \'лГ  -ьш^сада,  гд*  а — уголъ,  образу  в* 
иыё  въ  данник  моментъ  осью  I  съ  рад1усомъ  круга,  проведен нымъ  къ  дви- 
гающейся точкЪ^  и  отсчитиваеиы^  отъ  оси  (/]  но  часовой  стр^лк^,  Кро1гЬ  того 
предполагается,  что  оба  нращен1Я  происходятъ  по  часовой  стр*лк4ь» 

3.  166.  Вывести  формулы  для  тавгенц1альнаго  н  нормапьнаго  ускоренШ 
точки,  разсматривая  пхъ  накъ  про0кц1н  пол  наго  ускореная  на  касательную  п 
на  нормаль  1гь  траекторпь 

3.  167,  Вывести  формулы  (!95)  и  {1Йб),  исходя  пзъ  формудъ  преобразова- 
шя  коордпкатъ: 

2  =^  р  С05  Й,        7)  ^11  р  лп  О 


п  проектируя  векторъ  т  —  гс^  -ь  н^    на  направлешя  (р)  п  («) 


ЛйМг  /и^ммй^м^М№р<у  #  имрмшям^о^  м^  бду  читку 

МФ  <//9ЯЯ#  и$пшпй$тФЛш1еь  м/ттШ.  ?гг>  г/т^^угъ.  (*^п^1^  ^яготь  !ль 
ж^'|»У>*  у"к^гр''>г»й^  ^^о'жлгЯа.  т^гь  ч<*кли^  '^.^ожля!»  скоростей.  Оста&хяя  юг- 

/1й1<Ж''^»к  ги^(гЛ/»г^  г>,'»>»,  ^г{^4Я?Г7Я1ГЛйГ  т^.1Т^>^  ггрлдяо-10»^т*^1гъ.  тро  пере- 

<Г»'ГЯ^*г^  ^'^  ир^/гШилг^  иутлп,  котлл  то^га  ляижвтся  яераетогЬрно 
гг/г  и^гИ^оЩ  .1И99\и  и  ^гл  и^гяняя  ггл|к^1Г^шя/ггся  гг^/ггуггательяо  я  1грямол|- 
гг''1>^'г  «/г  г'ог/'  «/(г^ля^м^.^^я//;  гл%ъ-чи»  нг.\  то'гкя  иряной  ягЬють  вгь  дан- 
ям1>  ипщьтг  /^;^(г^г//гя  ^н,щщтц(\<.%п  раяямя,  яагграял^;Я1в  этихъ  сЕоростей 
^1*'М^пп  гг/г'/г^гяяями^г,  я/^  'гЛшяя  я#?ля'жяа  яхг  сг  1тти1жь  времени  «*- 
яя/"Г/ я  <'|г»/и<»'гряи^  спо^нгти  гг/'|»^!Яог,яаго,  /1ТЯ^К',ительяаго  и  абсолянаго 
угияж/'Я1й  ^г^  и^/ц/'ягм  /  и  /  ♦  Д/;  ггуг/г».  оя*  будуп,  г;/кяя1;тственнно  г, 
Н  /'/.  ^,  и  /У.  /  и  /'  (фиг.  ^М).  Няяя'»,  11/к;иияолм1у|Г1  топку  О,  проведезгь 
Я7гь  я^я  м^^горм  (фиг.  <'Г»;: 


0/1, 

'и 

ОЛ,'-V^, 

ОЛ, 

«,. 

ОА'  -  »-;, 

0/1 

»'. 

0/1'     =«'; 

11р||ч<«м'1.  мы  им'Ь(*м'ь  110  аакону  сложен1я 

(•|»Пр(МТ0|1! 

»Ьг  1м.  0.1'     ил;^{)А^. 

\\\\\\\Ы\    I,  I,    и    1,.-1;  прр:им1пи«ип-ь  гпОон»   иририиич|{я  скоростей  \\ 
\\  у^  \\\у  и.юмоии»  «ромоми  ЛЛ  .|К«оп1Иим1.но.  хотя  иокторъ  -1^Л/  опре- 

лЬ.1И01ч^м  1^о1«отр11Чоокч>и>  рнаностью  ско- 
.  роо\^П  м«у\г  рпиличныхъ  точекъ  двн- 

V  ^*»  п^^ццоВом  и|\ммой.  но.  «ол1;дотв1е  посту- 

илп\1ьи«и>»  \нпж\'н{м  тнмКгной,  скорости 
1у  ^ч      ^  11  ^м«\^  п^чокь  въ  охинг  п  тч>гъ  же  мо- 

^  М  >4^цг^  В)ч'чони  пч^%1сгрич<1ЧК11  р;)вны.  Съ 

^^  1^^Л*  1Р>*^''*   ог\^|ч^нк1.    хота    т^ктх^ръ    ЛдЛ, 

^V  л\  .ло1чу;\й  ^.    «  V,  ;-рм  гвух>  разлвч- 
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§  170,  ф.  197. 


ностл  обоихъ  движенШ,  и  алг€браическ1я.  Геометрическое  же  11риращен1е 
абсолютной  скорости  не  будетъ  вообще  говоря  равно  алгебранческому 
приращенш  атой  скорости.  Во  всякомъ  случае,  проведя  изъ  А  прямыя,  па- 
рамехьяуя  скоростямъ  слагаемыхъ  двнженШ,  мы  находимъ  тш;1е  отрЬзки 
АВ^^  и  АВ^,  что 

-и?  ^  АЛ'  :=!  АВ1  -Ь  АВ^  =  ':V^Ч'  т»;^. 

Эта  геометрическая  зависимость  сохранится,  если  входялце  въ  нее  век- 
торы, удерживая  ихъ  наиравлршя,  раздЬлкть  па  Ы  и  перейти  къ  пределу; 
поэтому,  означая  черезъ  /г.  ^г^  н  и\  усиорен1'я  абсолютнаго,  переносеаго 
и  отйосите-ишаго  движен1й,  находимъ: 

к?  =  ц\  и-  ^г^. 

170.  Случай  нриволинейныхъ  движен1й.  Покажемъ,  что  дтотъ  законъ 
сложешя  ускорешй  прим-^няется  и  къ  тоз1у  случаю,  когда  относитель- 
ное движен1е  точки  происходит!,  по  кривой  лиши  (СВ)  н  когда  пере- 
носное движен1е,  оставаясь  поступательнымъ,  тоже  криволиней- 
ное, т.  е*  когда  скорости  всЬхъ  точекъ  лин111  СВ,  будучи  въ  каждый  мо- 
мектъ  времени  геометрически  равны,  меняются  съ  течешемъ  времени  не- 
только по  величине,  но  и  по  направленш.  Д^лая  построен1е,  подобное 
предыдущему  (фиг.  9*>  и  97),  мы  найдемъ,  что  А^Л^'  и  А^А^   не  будугъ 


Фяг.   0*1. 


Фпг.  *Л. 


уже  направлены   по  соотв'Ьтственнымъ  скоростямъ;  гЬмъ  но  мен^е  и  для 
этого  случая: 

АА^  ^Л^  -1-А^,  (197) 


Чтобы    ВТО    показать,    проведемъ  изъ  точки  А   векторъ  АЕ  ^=^  А^А^'  н 
точку  Е  соедннимъ  съ  А;  тогда 


АА  =  Л^Л/  -ь  ЕА'; 

но  1фиугольник11  ОА^А^^*  и  А^*ЕА   равны,  а  стороны  ихъ  соотв-Ьтственно 

пара.1лельны,   потому-что   А^'Е^^  А^А  =  ОА^,  А1А'  =  ОА^';  сйдова- 

тельно  -^—       

ЕА'  =^  А,А,\ 
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Векторъ  .4^.4/,  хотя  оаъ  и  определяется  геометрическою  разностью  ско- 
ростей г/  и  г,  двухъ  разлнчныхъ  гочокъ  кривой  СВ^  предсташяетъ 
собою  опять  геометрическое  пр1!ращеЕ1е  скорости  переносиаго  движе- 
нья, потому-что  въ  этомъ  движен111  вс1;  точки  лн1»юп>  въ  данный  мо- 
ментъ  скорости  геометрически  равный  (г/  =  г/').  Съ  другой  стороны, 
хотя  векторъ  А.^А.,'  ощ)ед!1Ляется  геометрическою  разностью  скоростей 
Гд'  и  Гд  при  двухъ  раатичныхъ  положен1яхъ  линГи  С1),  но  всл'Ьдств1е  по- 
ступательнаго  движенш  послЬдпей  это  не  оказываетъ  вл1ян1я  на  геоме- 
трическое ирираи1ен1е  относительной  скорости  (е^'^=1к/1  Въ  виду  сказан- 
наго,  разд'Ьивъ  вс1.  члены  равенства  (197)  на  Д/  и  перейдя  къ  пред^ау. 
иолучимъ: 

?е'  =^  и\  н-  и?^.  (19^) 

ИтвЕъ,  если  въ  составномъ  движен1и  то'1ки  ея  переносное  дви- 
жение ироисходитъ  отъ  поступательнаго  движения  той  лин1и.  ко- 
торую она  описываетъ  въ  относительномъ  двнжеи1и,  то  ускоре- 
Е1е  абсолютнаго  движон1я  равно  геометрической  сумм*  уско- 
рен1й  переноскаго  и  относительнаго  движен1й, 

171  Выяснен10  прмчинъ^  почему  этотъ  закокъ  оложенш  ускаренШ  не  при- 
ложимъ  въ  общеиъ  случае.  Если  переносное  движен1е  не  поступательное 
и  слЬдонательно  лпн1Я  СВ  поворачинается,  то  къ  двумъ  слагаемымъ  уско- 
рен1ямъ  присоединяется  третье.  Не  опред'Ьляя  его  пока,  выяснпмъ  только, 


а'дг.  У8. 


Фиг.  99. 


ЧТО  ойо  существуетъ,  Д4иая  прежнее  построеше  (фиг.  98  и  99),  мы  опять 
кий'  !Чость  (И»7*  И  отсюда 


'>* 


считать  два  посл'Ьднихъ  предала  ускорея1ями 

о  ^1тжеи1Й.  А  именно,  чтобы  определить  уско- 

.1  ДОЛЖНЫ   точку  М  считать  на  ливш  СВ 


—  из 


§  172:  ф.  198, 


неподвижнок^  и,  определяя  геоьк^трипеское  црнращен1е  ея  скорости,  брать 
не  скорость  1-1  точки  Ж',  а  скорость  г/  точки  3/".  Въ  случа'к  цоступа- 
тильниго  ДВИЖГН1Я  Л1Ш1Ц  Г/>  эти  скорости  геометрически  равны;  этимъ 
обстоятельетвомъ  мы  выше  л  пользовались,  Въ  общемъ  же  случаЬ  этого 
геомегрическаго  равенства  нЬп>,  и  вокторъ 

ие  есть  гсометричео^ое  лрират^'И!?  скорости  переиоснаго  движен1я*  Пусть 
это  посл11Днее  будет'ъ 

xV^  =  «7/  —  1^  =  ЛТЛ/'; 
тогда  можво  написать:  __        _ 

А~Л~'  =  т?;^  -н  -Т.^Л/', 

гд^  пос-л'Ьднее  слагаемое  и  является  всл1;дств1е  того,  что  ра:и1ичныя  точен 
ЛИН1И  ел  не  им'Ьютъ  въ  даяный  моменгь  геометрически  равныхъ  ско- 
ростей. 

Подобное  л:е  разсужден10  П1)ПЛ0ЖЛМ0  и  къ  отиосптельной  скорости. 
Чтобы  опред'к1Пть  у€КореН1е  относительиаго  двпжен1Я,  мы  должны  разсма- 
тривать  движсн1е  по  лин1п  С1к  предполагая,  что  она  не  перемФ^щается, 
и  поэтому  вм'ксто  скорости  г,/  точки  31  р;у^сматрипать  скорость  1\/  точ- 
ки М"\  Эти  скорости  только  въ  томъ  случае  геометрически  равны,  если 
ЛИН1Я  СВ  перемещается  поступательно.  Пусть  будетъ 


тг^  —  ^/  —  ^м  —  А,^А,^ 


тогда  можно  написать: 


^^^Я,<^    ——  'ь4'з      •     -^^  у  «!^  и  ? 


Бричбмъ  Л./Л,^  является  нсл'Ьдств1е  того,  что  при  одвомъ  и  томъ  же  по* 
ложен1н  двигающейся  точки  на  лип1И  С1)^  но  въ  различныхъ  положенгяхъ 
посл1;дпей,  относительная  скорость  пч»метрически  различна. 

Элементы  А^'А^'  а  .1.М/  вводятъ  въ  составь  ускорешя  абсолютнаго 
двйжен1Я  нов1»е  слагаемое,  зависящее  отч.  присутствия  вращен1я  въ  иере- 
посномъ  двпжен1И.  Это  добавочное  ускпрен1е  было  открыто  Кор1олисомъ 
(СоГ1о118)  и  обыкновенно  называется  его  именемъ.  Мы  не  будемъ  теперь 
тичи'к'  его  определять,  такъ  какъ  это  будетъ  удобн4с  сд'Ьлать  при  изу- 
чен1И  ускорен1я  сложнаго  движея1Я  аналитическнмъ  иутемъ  ($5^  185—187), 


Ускорешя  въ  движенш  жлосвой  фигуры. 

172.  Разложеи1е  ускорен!!!  на  ускорешя  поступательнаго  и  вращатель- 
наго  движен1Й.  Понятно,  что  мы  въ  состоян1и  определять  ускореше  вся* 
кой  точки  плоской  фигуры,  если  движен1е  посл'Ьдней  задано  однимъ  изъ 
способовъ,  указанныхъ  въ  главЬ  I:  потому-что  по  даннымъ  эдемента^ш* 
движен1я  гЬла.  мы  въ  состоян!;!  определять  вс1*  обстоятельства  движен1я 


,^"^^^     -^^^0^^^€0       ,р;^^о»'яг>      й»^к,7      ►'Г^Г«1      »':и.г>э-|5а      ЛАДРТШГ::.    Т^я^ЗХ. 
*  *^'#'*/    ^/'      /    Ах>     л^>»гг^^.-^8,л5^/      г^  5Г     ^;  Л  •гт|:^|,  Л'-'^гт*   '^г^гт'*    '^     I   *^ 

^;г,  "л/^г  '^ч'р^1ь    у>#ч/чгч<1г  /гчлрАтг'.л  ^^••7'>вг1г-»  Г|ис|1^ша  Ж1  ггаг<^а1Шк2ь- 


:'>-1- 


»Г' 


к  1Гйк  йгл^^г^имгг,!^  ^ф^*р*.  1Т«^> 


^      А<  ^^^  ^^  ,1/^.**У>.  :^М.> 


■^  I// 

1^ 


//  //,^    -♦     /Г  1-     ,Г^  (2*>11 


и  щ<Ш'М%  ЛАЯ  клжлоШ  гопйн  построить 

,4М(/М'1  м^  Д/|,4/  и  1Мгг(г>мим1о  и^и  т*  гг/^рому  нра1Ш;И1Я   или  1гь  сторону 

9|^9^т'пI1(II9  ^8  1М1;,  <ц/г>ри  ЦП  'лияпу  '^|',  я  //,"  тщглнло.но  (т,  М къ  М^. 

Мг»(ж1И*11,    м»гии11И|о    МП  10.  'ПО  //•,'   и  ///'  ж?  111ндеглвля1г/гь    собою 

|1ИММ(м)м11.М1Ио  и  ио||«|>и||Мим1  у('.1:о|М!н1й  полиаго  д|1ИЖ1!н1и  точки  л/;  эти 

^г'       п  11Ы  \11\  I )       "/    •    ".,  '"•'  ^"(м  ')*  (202) 

М'  ^/7МИ''.')  "',"       »       1*\,ГПН   {11\^,      Л/дЛ/).  (203) 

||||  мимЬип'И  ми.  шим.  фмрму.п.  .И)  ог|,  |||им«кц111  принято  па11равлон1е 
иг1<  1/„  1«1.  1/,  и  'ИИ  ||т|1м\  III  |111мг.и.1мипгь,  что  пормилыю*^  ускорен1е 
ииии    М  ми  иуичь  111Ч1р('мЬи11п  иапраплоии  оп>  Л/  кь  Л/„. 


§  174,  ф.  205. 


173.  Центръ  ускорений.  Формула  (201)  показываетъ,  что  въ  каждый 
моментъ  существуетъ  у  плоской  фигуры  такая  точка.  ускоре11е  которой 
равно  нулю;  для  этой  точки  должно  быть  выполнено  условие: 


и'п 


и\ 


п\'  =  0. 


(204) 


ЖЭта  точка  можеп.  быть  найдена  сл'11дующимъ  ностроетемъ,  если  извЪстеы 
и\^,  ^  ^  ^п  или  также  если  нзвЬстно  ^V^у  и  полное  ускорен ге  какой-нн- 
будь  одной  точки  плоской  фигуры,  Будемъ  предполагать  последнее.  Прежде 
всего  зам'1л11Л1ъ,  что  ускоре[11е  п\  у  всЬхъ  точекъ  фигуры  образуетъ  въ 
данный  моменп.  врехменп  одинъ  и  тотъ-же  уголъ  съ  прямою  М^М,  по- 
что 


и>- 


Л 


I 


I 

I 


не  зависитъ  нн  оп.  разстоян1я  М^М  нп  огь  положешя  точки  Ж.  Поэтому 
у  всЬхъ  точекъ^  лежапи!хъ  на  прямой»  проходящей  черезъ  точку  Ж^, 
гусЕорсн1Я  н\  параллельны.  Съ  другой 
фоны,  величина  ус1;о1и:'н1я  /г^^,  какъ 
доказываютъ  формулы  (199)  и  (200), 
пропорцшнальеа  разсгопп1ю  М^^М.  Па 
оснопан1н  сказаннаго  легко  найти  пря- 
мую М^ЗI  такого  направлен^,  чтобы  всЬ 
точки  ея  пм'кли  ускоренш  и\,  протнвупо- 
ложяын  общему  ускорен1Ю  /(\,  (фиг.  101), 
а  на  этой  прямой  найти  такую  точку  Е^ 
у  которой  численно  и^^^п-^.  Полное  уско- 
рение атой  точки  и  Оудетъ  удов.1етво- 
рять  условш)  {2{М). 

Эта  точка  называется  центромъ  у  с  ко  ре  я  1Й.  Роль  ея  будегь  ближе 
выяснена  при  ана.1итическомъ  изучении  ускореи1Й  (§  177). 

174,  Другое  раэлажек1е  уакорен1й.  Обратимся  къ  опред'Ьлен1ю  ускоре- 
и1я  какой-нибудь  точки  плоской  фигуры  нъ  предположениг,  что  движенге 
фигуры  задано  центроидами  и  пелич11Нон->  угловой  скорости  около  мгно- 
венеаго  центра  д.1я  каждаго  момента  времени: 


ш  ^  [  {И 


По  общему  опред'Ьленш»: 


ш  А/ 


(205) 


гд*  V  и  1''  скорости  точки  М  въ  моменты  (  и  /-*-Д<.  Прежде  всего  ел*- 
дуетъ  зам'Ьтитк  что  это  ускоренк*  не  есть  только  ускорен1е  вра- 
щательнаго  движен1я  около  мгновеннаго  центра,  потому-что  въ 
моменты  /  и  ^-нД/  вращеше  фигуры  происходить  около   двухъ   раа.1ич- 


]4€ 


-^^^:^ 


//у/» 


^:г    Е. 


»»ч*«.    1М. 


.На    Ж:ЛИЧИНа    П|И  ДСГаЬЛЯ*^Т1. 

|и»ь.  и^ы1,ин<"И'Я  на  плос- 

счп.     (:1а»]ик'Т1.     кикм»!!  -  лпГи» 
т1|1гд1лот11»1!  точки  лшшш- 

тоЦсЩ      ф11Гу11Ы.      110ТОНу-ЧТО 
|;'|    |Ш:Ш1ЧНЫг  Ш«<^1ГГЫ    1ГГН1*- 

мстпыши    ио^п^шш^   илтаат}. 

)Ш:ц.11!П11кШ  Т|»П1а'.  ф1Пу}»К1,  1а- 


11(111    миш*,    110    м«|Г1»  :Ч'»14'ь  чо^чмтьшшгг.я  '1ГЬ  иаир^хкиенш  11ер^ш»«::1   :гъ 
1»:^м1а4(4  11гн»:лЬ1и1зи4а1,  •'•-ш  :1|1и  11»?|н;^(»Л»  и1.  11|1»1д1иу    -.читагь  пока.  (У" 

г 


Л/ 


♦и. 


и     \\Ч1    :1г|и  111  <  111111.4 1.    К  11 1 {И    ирсццсни!,    ч<»жгчь   наиисШЧь 
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§  174,  ф.  211* 


поел*  этого  (|)ормула  (205)  даегь: 


(V  -=^  Ит, 


М 


-  =  Нт.  — т- н  ит.  -г- 


(207) 


Первый  нзг  этигъ  двухъ  пред1аовъ  есть  то  уекорен1е,  которое  точка  3/ 
и*гк1а-бы;  еслвбы  мгновенный  цектръ  не  мЪнялъ  своего  положеная,  т,  е* 


^^^ 


йт. 


М 


—  =  и\  ==  и^^  ч-  н\  \ 


Щ,  по  формуламъ  (199)  и  (200) 

е1ш 


<=^  СМ,     м/  =ш='ГЖ. 


Второй  мзъ  нред'Ьловъ  формулы  (2071: 


Л/  Д| 


(208> 


(209) 


(210) 


Это  ускорен1е  не  зависитъ  отъ  положен  1Я  точки  М  и  поэтому  соста- 
вляетъ  общую  для  всЬхъ  точекъ  фигуры  слагаемую  ускорен1Я.  Итакъ,  по 
формуламъ  (207)  11  (208): 

гг  =  н\*  ^  и\''  -ь  п^\  (211) 

гдЬ  п\'  и  /*?/'  определяются  формулами  (209),  а  //'  формулою  (210).  Пт- 
м1;тимъ  еще  разъ  направлен1Я  этихъ  ускорешй  (фиг.  102): 
го^*  —  тангевц1альвое  ускорен1е  врашательнаго  двиакен1я  около  пентра  С, 
считаемаго  постояннглмъ:  поэтому  оно  перпендикулярно  къ  СМ  и 
направлено  въ  сторону  нращен1Я,  еслп  производная  ш  по  (  поло- 
жительная, и  въ  обратную  сторону,  если  она  отрицательная; 
«?,"  —  норма.1ьное   уекорен1е  вращательнаго   двнжен1я    около    центра  С, 
считасмаго  постонннымъ;  поэтому  оно  направлено  отъ  ЛГ  къ  С; 
н'  —  общее  для  псНхъ  точекъ  ускорен1е;  оно  перпендикулярно  къ  общей 
касательной  къ  обоимъ  центрондамъ  нъ  точгЬ  С  игь  касаи1Я,  т.  е. 
параллельно  пхъ  общей  норм1ии  и  напрсьвлено  въ  ту  или  другую 
сторону  .^той  нормалп,  смотря  по  направлешю  переноса   мгновсн* 
наго  центра  и  направлению  вращан1я  около  него  *). 

Ускорен1е  ге  можно  еще  такъ  определить:  это  есть  ускорен1е 
точки,  служащей  въ  данный  моментъ  мгновеннымъ  цевтромъ; 
потому  что  для  атой  точки  СЛ/  =  0  и  сл'Ьдовательпо  н\'=^0  и  /г/'  =  0. 

3.  168.  Основываясь  на  укаааниомъ  разложеви!  усвореиШ,  опред4и1вть  подо* 
жен1Р  центра  ускореихй  въ  иредооложевЫ,  что  д;1Я  дй.вно21  точки  Мг 

п^^  =  1Г,"  =  Г^ 


*)  На  фиг.  102  оно  направлено  нъ  ту  сторону  пормалм,  съ  которо)!  иахо* 
дится  цевтръ  кривизны  подвижного  цоитроида. 
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3.  169.  Определить  ускорен1в  точки  М  въ  эпициклическомъ  движен1И 
плоской  фпгуры,  предполагая,  что  центръ  Од  (фиг.  103)  катящагося  круга  вра- 
щается съ  постоянною  угловою  скоростью  0)1  около  центра  0^  неподвижнаго 
круга  и  что  въ  дапномъ  полоя«ен1и  фигуры  точка  М  находится  на  прямой 
О^Од  въ  разстоянш  в  отъ  точки  0^.  Р-Ьш.:    Угловая    скорость  ш    около  мгпо- 

веннаго  центра  С  определится 
изъ  равенства 

Ш'^  =2  0)1  (Г1  -4-  72), 

гд-Ь  г^  и  Га    рад1усы    круговъ. 
^^7^     По  формуле  (206)   г='^^^^^•  да- 


лее 


".■^ 


^™= 


Фиг.  103. 

потому  что  0)1  постоянна; 

м?1"  =  шЮМ=(01^ 


_    (70)1       (Г1  -4-  Г^)     (8  —  Г,)   _ 


2    ('*1    -+■   **«)   '*! 
Г, 

Если  «  >  г,  то  ю^'  и  ю'  направлены  противуположно  другъ  другу.  Отсюда 
легко  видеть,  где  находится,  при  дапномъ  положен1и  фигуры,  цептръ  уско- 
рен1й. 

3.  170.  Какъ  видоизменяются  результаты    предыдущей    задачи,  если  дви- 
жеи1е  гппоциклическоо  или  перициклическое  или  ортоциклическое  (§  126)? 


Аналитическое  опредФлен1е  ускоренШ  въ  движенш 
плоской  фигуры. 

175.  Проекц1и  ускорена  на  неподвижныхъ  координатныхъ  осяхъ.  Опре- 
д'Ьляя  эти  ыроекщи  какъ  производныя  по  времени  отъ  проекцШ  скорости 
(§  100),  по  формуламъ  (121)  находимъ: 

^''^        (Р^  (Ра 

п\  =  -   -  =1^  — -!,^  —  (х  в'т  а  -\-  II  соя  л)  -^-т  —  (.г  со8  а  —  у  з^пь  а) 
;        (И  аг  аг       ^ 


г/г 

а1 


М' 


(212) 


Зд'Ьсь  первые  члены  прсдставляютъ  проекщи  ускорен1я  «„  начала  под- 
вижныхъ  координатныхъ  осей,  а  остальные  члены  проекщи  того  ускоре- 
на данной  точки  (х,  у)  фигуры,  которое  она  нмЬла-бы,  еслябы  точка  М^ 
остаи1иась  ненодвижною.  Итакъ,  формулы  (212)  соотв-Ьтствуютъ  тому  раз- 
ложен1ю  ускорений,  которое  указано  въ  §  172.  Принимая  во  внимаше,  что 


(1<х 
(II 


=  «), 


(Ра 
({7 


(1<3) 


—    149   — 


§  176,  ф,  215. 


и  пользуясь  формулами  (120),  можно  написать: 


■пт^ 


1п 


р. 


I'  —  <о)  —  ^*>'  И  -'»1о)' 


(21а) 


Эти  формулы  могли-оы  быть  выведены  непосредственно  изъ  формулъ(124). 
Чтобы  донять  значен1е  вторыхъ  и  третьихъ    членовъ  форму  ль  (213), 
предположплгь   сначала,  что  фигура    равномерно    врап1ается  около  непо- 
движнаго  цгштра  (;^,  1^(^);  тогда 


АЬ 


^  о. 


'Г- 


о: 


=  0. 


"  0Т| 


=  0. 


(214) 


п  ускорен1е  определяется  только  последними  членами:  ш^(1  — ЕоХ 
—  ш-(т^  —  тг]^3;  отсюда  мы  заклжзчаемъ,  что  эти  члены  суть  проекши  <г/, 
норма^тьнаго  ускорен1Я  враиштельнаго  движен1я  плоской  фигуры  около  точки 
(^01  ^о)  (§  П2).  Къ  нимъ  присоедиЕяютс^а  вторые  члены  формулъ  (213). 
если  отбросить  первое  и:л.  предположенШ  (214);  следовательно  эти  члены 
опред^яютт.  таигенд1а.1ьное  ускорен1е  вращательнаго  движенш  около 
точки  (;,,,  -Г),). 

176.  Проен|(1и  ускорен! й  ва  лодвижныхъ  координатныхъ  осяхъ.  Он^  мо- 

гутъ  быть  составлены  по  формулЬ  (193).  Полагая 


«.'  =  «с. 


1Г, 


1ЛД  -г-  *ь  л 

Д.1Я  опред1^лен1я  проекщи  !<?,,  ускорен1я  вращательнаго  двнже111я  около 
точ1:п  М^  на  подвижной  оси  Гг),  возьмемт.  по  этой  оси  ось  (/),  а  на  ней 
векторъ  14^1.  Его  геометрическая  производная  м^:^ш,  къ  нему  пе11- 
пендикуляряа,  т.  е.  параллельна  оси  (1/);  поэтому  формула  (193)  даетъ: 


'<'|х  =  -^  -  '■»  ***  ^«^^^  ^^\^  У\ 


гдК,  по  формул*  (80): 


х.=  -    *'>//- 


Беря  векторъ  н  —  I  по  оси  (//)  и  замечай,  что  его  геометрическая  про- 
изводная н^  =  о>  наяравлена  теперь  перпендикулярно  къ  оси  \у)  въ  сто- 
рону врящешя,  т.  е.,  при  ш  >  О,  иротнвуположно  оси  (^О.  находнмъ: 


г,   Ш  сов  (1*4,  Х), 


причемъ 

Итакъ  окончательно: 


Г,„  ^  СШГ, 


(1т 


"V  =  'Ч 


(И 


«>"//. 


(215) 
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Зд-Ьсь  ^V^^  и  г^^^  могутъ  быть  определены  черезъ  данные   элементы  дви- 
жен1я  (?о,  7]^^,  а)  формулами: 


н'^у  С08  а 


'^'о,  =^^  —  '^'ог:  ^^*  а  ■ 


гс^у.  81п  а'= 


IV ^у.  С08  а  = 


(!(' 


С08  IX 


81Н  а 


ах  ■ 

-^  $т  а. 


■  С08  а. 


(210) 


3.  171.  Вывести  формулы  (215)  изъ  формулъ  (213)  преобразован1я  коорди- 
натныхъ  осей. 

3.  172.  Опред-Ьдить  ускорен1я  въ  движен1п5  уравнеп1я  которого  составлены 
въ  задач*  (59). 

3.  173.  Определить  ускоренхя  въ  движеп1и,  указапномъ  въ  задач*  60. 

177.  Распред^ен1е  ускорен1Й  въ  движен1и  плоской  фигуры.  Будемъ  из- 
учать распред4лен1е  ускоренШ  для  опред^леннаго  момента  времени. 
Это  позволяетъ  отнести  всЬ  элементы  движен1я  къ  подвижнымъ  коорди- 
натнымъ  осямъ,  который  мы  выберемъ  слЬдующимъ  образомъ:  начало 
координатъ  въ  мгновенномъ  центр-Ь,  ось  (х)  по  общей  касательной  къ 
центроидамъ,  ось  {у)  въ  ту  сторону  по  ихъ  нормали,  куда  направлено 
общее  для  всЬхъ  точекъ  ускореше  ?«;'  (§  174).  Теперь  гю^^  =  1&  [потому 
что  ускоренхе  мгновеннаго  центра  только  и  состоитъ  изъ  ускорения  ?г' 
(см.  конедъ  §  174)],  /г^^  =  О,  ?^о^,=  озе,  и  по  формуламъ  (215): 


а\ 


со'х, 


«V  = 


X  —  игу  -л-  <«>е. 


(217) 


Точку  Са  {х^,  Уз),  ускорен1е  которой  въ  данномъ  положенхи  фигуры 
равно  нулю,  мы  назвали  центромъ  ускорен1й  (§  173);  онъ  определится 
изъ  уравненШ: 

—  -17У2  —  ^Ч  =  О, 


(И 

г/ О) 

II 


х.^  —  а>^//з  4-0)6  =  0. 


(218) 


Итакъ,  въ  каждомъ  иоложен1и  фигуры  существуетъ  одна  такая  точка. 

Центръ  ускорен1й  апалогиченъ  центру  скоростей  въ  томъ  отношенш, 
что  ускорен1е  всякой  точки  плоской  фигуры  пропорц1онально 
разстоян1ю  ея  отъ  центра  ускорен1й.  Чтобы  это  показать,  вычтемъ 
выражен1я  (218)  соотвЬтственно  изъ  (217): 


(1ш 


у,)  —  10=  (Х  —  Х,), 


7/^  (•'  —  •'■2)  -  «>'  (у  —  .'/а); 
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§  178,  ф.  223. 


отсюда 
гд4 


IV 


=  V"'^  +  ш/  =  у{^^^)|^^.\^.,, 


(219) 


г„  =  С,Л1  =  V  {X  —  зг,У  -I-  (у  —  .V.)'.  (220) 

Другая  аналопя  между  цснтромъ  скоростей  и  цеитром'ь  ускоренШ  со- 
стоип,  нъ  том1>,  что  для  всякой  точки  М  угодъ.  образуемый  ея  ускоре- 
Е1е.чъ  съ  прямою  (/\,)  одинъ  II  топ.  же.  А  именно: 


т' 


уГ:) 


ш' 


не  зависит!,  оп»  положен1я  точки.  Разница  только  въ  томъ,  что  для  ско- 
рости соогвМсгвенпый  уголъ  {/%,  г)  прямой,  а  для  ускоррн1я  уголъ  (г^,  гг) 
не  можетъ  быть  прямы.\гь,  есш  въ  данный  момеять  ю  В(^  равна  нуля). 

3.  174.  Покаватц    что  геометрическое    лгЬсто  топекъ^    ускорен1я  которыхъ 
параллельны,  есть  арлмшь  проходящая  черезъ  цептръ  ускорен1Й. 

178.  Кругъ  Бресса  (Вгеззе)  ш  нругъ  Лагира  <и  №ге).  По  формуле  (185) 
тавгенд1альное  ускореязе 


^г'  :=  И^  €0$  (*<^,  г)  ^ 


Г^10^ 


Г*1 


а  ДуТЯ  нормальнаго  ускорен1я  можно  принять: 


IV"  :=   (V  С08  («*,   СМ)  ^=^ 


СМ 


'^. 


Пользуясь    формула,М11    (217)    и    принима*!   во    вн11>1ан11%    что   теперь 
находимъ: 


IV'  = 


^  (гг  -ь  /Г)  -ь  шг.г 


^^ -X 


пг  = 


01*  (.г'  н 


1-Г 


у^ 


г 


(221) 


(222) 


Знаки,  которые  получатся  для  и:'  и  ^V'\  ука- 
жутъ  ори  атомъ,  направлено  ли  ш*  въ  сторону 
V  а  «?"  въ  сторону  отъ  С  къ  М  или  противуположно  атому  (фпг.  104). 
Геометрическое  мЬсто  точекъ,  которыя  въ  данномъ  иоложе- 
Н1И  фигуру  не  иы'Ьютъ  тангенц|альнаго  ускорен1Я,  есть  кругъ 


ше 


^•^^  -^  ^^>  -^  ;г^  •■  =  •>' 


(223) 


~    152    ~ 

1Гя;;г,/и>1''\тмП  гругомъ  \\цсг,г.и  (Ът^'Я^с):  онъ  проходнп.  чсрезъ  Ш'нтръ 
с.корог.'И'й  и  Ч''р»':гь  /(Г'нгрь  уг-.кор''И1Й,  а  ги'Н71»ъ  «то  лежип.  на  оси  (.г),  т  ^.ч 
пи  ^^пии^\\  кяг.я/'мьиой  къ  [[''нтронламь.  Для  юШ'У.ъ  отого  круга  производная 
'•  ио  /  |1Я11Ня  иулнч  слЬлоия'М'Льно  ия  Ш'мъ  лг'жап.  т1.  точки,  скорость 
кмтпр^.гх'!.  достигли  »п.  дянпый  мом^пгь  слорго  максимума  или  минимума, 
и  ;1тпт'ь  круп,  0(д1.ли1''1г  гЬ  точки,  у  которых'!,  скорость  растсп»,  отъ 
тЬч'ь  точ^чгь,  у  которых!,  она  у6ы!1а<'Г!,.  Точки  послЬдняго  рода  лежать 
пнутри  кру|'я.  потому  что  .гтя  П!!Х'ь  игрнаи  часть  уравп('Н!Я  (223)  а  слЬ- 

Д0!1:П1М1.Н0    и    /г'    (П[П11иПсЛЬНЬ!И. 

Геометрическое    м1.сто    точекп,,    который    н'ь  данномъ    поло- 
женп!  ф!!гурь1  не  им1.И1Т'1.  пормальнаго  ускорс'Н1Я.  есть  кругъ: 

У'    ♦-.  /г        "  //  _-_■  о.  (224) 

ия:1ЫнпемыП  кругомъ  Лагири  (1,л  Шпм  !!ли  также*  кругомъ  пере- 
гноонъ.  1)то|'1,  кру!"!.  тпже  п|)«)Х«»1ить  чере:П|  !им1тръ  скоростс^й  и  чсфезъ 
цент|п»  угкор<мпй,  а  !1ептр'!.  (Ч'о  лежигь  на  общей  нормали  къ  центрон- 
дамъ.  Дли  точеш,  :т)1Ч»  кру!'а,  по  формул!;  (17*.)): 

Р 
т.  е.  или  »'корооть  раина  нуль»  пли  рад1уоъ  кринизн!»!  тра1ч;тор1п  равенъ 
бо:»конечно1П'Н.  По  скорость  раина  нули)  только  для  мгноненнаго  центра: 
сл1аонат<мьно  »сЬ  остальным  Т!)чкн  :пчп\^  круга  находятся  въ  данный  мо- 
мсип>  нъ  такнхъ  П1>ложс^н1ЯХъ  на  свонхъ  траоктортяхъ,  гд1>  радтусъ  кри- 
визны рлт'нъ  6саконочно1*ти.  1)ти  положон1я  предст'авля»»тъ  собою  так1я 
точки  траокгорШ,  въ  которыхъ  атн  траект«^р1И  имЬюп>  съ  касательное 
сопрякас41Н10  выстаго  порядка:  вооГпце  же  пжоря.  зг(^  суть  точки  пере- 
гиба. Ипкъ,  Ш)  вслкомъ  положении  плоской  фигуры  точки  ея.  проходяпця 
1|Ц|  агомь  положенш  чорезъ  точки  перегиба  свонхъ  траектор1й.  располо- 

11$^  Т«ч«1,  1рм1Т8р||  ппрмхг  ^ря  датюн^  яоложен!!!  плоской  фи- 
рн §1|рМ|М1и  ■ыяушметыо  к\  ■пюаожюяу  11ент||у.   Для  рКп1ен1я  одного 
Мфоса  объ  устойчявскти  |1авнов-)^с1я  (^.адача  Л:^2|  т\ле;^но  ;им1»тпть.  чт(' 
у  К^П  точекъ  ллсюкой  фигуры,  которыя  къ  данный  м.^ментъ  лежатъ  на 
'       "^  шорнап  кг  ц^^нтропдамъ  и  внутри  круга  Лагпра.  иентр1>  ];рпвпоНы 
I   по  другую   сторону.  ч*мъ   мгновенный   центръ.   Ото  сл).1угп. 
дщ  1222>.   По  вей.   такъ  какъ   для   ралсмат1)пваемы\ъ  Т1Ч  к! 

М       =  со  (€   -        СО//1 

Му  «г"  лсаожитпдьное.  т.  е.  направлено  гтъ  (  ьъ  3/    .м.  ^м.а^^нн^Ч' 
17?»  по  повоцу  формулы  |22"2)"..  е.лп 
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§  180,  ф.  224. 


'   Х 


вудетъ  для  точекъ  Д1амстра  СВ  круга  Лагнра  (фиг.  105),  Точка  Ь 
называется  полюсомъ  иерегнбовъ.  Можно  было  бы  показать,  что,  по 
м1.р'1;  приближен!»  къ  точкЬ  О  но  д1амогру  С1К 
ди1;  точки  и^фегиба  траектортй^  описывае«ыхъ 
точками  этого  Д1аметра,  сближаются,  так1.  что 
точка  1)  является  точкою  двойного  перегиба; 
т.  е.  траектор1Я  не  имЬегь  въ  точк1|  В  настоя- 
щаго  перегиба,  ео  и^|1)ет1.  со1фикасан1е  выситго 
порядка,  ч'Ьмъ  соприкасан1е  въ  обыкновенныхъ 
точкахъ  перегиба. 

3,  175,  Опррд'Ьлпть  круги  Бресса  и  Лагпра  въ 
ортоцпклическомъ  двпжен111  тоской  фигуры  (§  125), 
предполагай,  что  центръ  О  круга,  катящагося  по 
прямой  линш^  дввжетса  равпом4>рно,  п  указать  по- 

ложеш1е    центра   уекороп1я.    Р-Ьш,:    Пусть   будегь  «?^   скорость  центра  круга, 
а  г  его  рад1усъ,  Тс»перь: 


IV  —  <1>г, 


г  ^  »о, 


1й 


^0; 


поэтому  кругъ  (223)  обращается  въ  прямую,  имеющую  свониъ  уравнен!?!!^ 
« =  О,  т,  е.  совпадающую  съ  общею  нормалью  къ  центроидамъ.  Уравнеше 
круга  (224):  «         „ 

рад1усъ  его  вдвое  меньше  радиуса  катящагоея  гфуга.  Точка  О  служить  цед- 
тромъ  ускорен! й. 

3.  176.  Определять  круги  Бресса  и  Лагнра  въ  элямптическомъ  движенСп 
плоской  фигуры  (§  И4),  предполагая,  что  центрт!  катящагоея  круга  двигается 
рввном'Ьрпо,  и  указать  положеше  центра  з'^^^'^Р^'**"*  Отв.:  Кругъ  Бресса  — 
прямая,  служащая  общею  нормалью  къ  центроидамъ*  Кругъ  Лагнра  совпа- 
даегъ  съ  подвижнымъ  цеитрондомъ;  что  можио  было  бы  вид4ть^  и  не  прмб-Ьгая 
къ  уравнен1ю  (224)»  такъ  какъ  въ  эллиптическомъ  движения  всЬ  точтш  поданж- 
наго  центроида  описываютъ  прямыя  лпи1п. 

3*  177.  11окп:шть»  что  геометрическое  м"Ьсто  точевъ  плоской  фигуры,  у  ко- 
торыхъ  утолъ  между  скоростью  в  ускорешемъ  въ  дацпы1А  моментъ  од  и  на* 
ковъ,  есть  крушт,  ироходящ!Й  черезъ  центръ  скоростей  и  черезъ  центръ 
ускорвн1й* 

Усвореша  въ  движаши  твердаго  т^ла  около  точки. 

180.  Въ  этомъ  движеши  СЕоростн  распределены  въ  каждый  моментъ 
такимъ  образомъ.  какъ  еслибы  "гЬло  вращалось  около  оси.  проходяи;ей 
черезъ  неподвижную  точку  (§  129).  Пусть  будугь  /  и  ш,  /'  и  ш'  мгно- 
венный оси  и  угловыя  скорости  для  момеитовъ  /  ц  /  н-  ДЛ  Изображая 
угловыя  скорости  въ  вид'Ь  векторовъ,  отложенвыхъ  на  ос^1хъ  вращен1Я. 
можно  разсматривать  о^'  ироизошедшею  вслЬдств1е  того,  что  угловая  ско- 
рость ш  получила  во  время  А/  геометрическое  прпращенге  ^Д'^тш 
(фиг.  106),  и  можно  наннсать: 


Ш    ^  О)   -4-  ТШ, 


/жк:^     А'.'л>/,   ^кХ^/к;^}-^    '^г.  ь^^ж*-*:-.*  '/^\x^\  'Л//  <:х  ;?/|'/Ь','/.    \1Л*у/*"УЫ\  V. 


/, 


-•'  л' 

'<»л(#оми  »/^^||/»г  ^«/1  |<//4'/'«и.|;1  ом.  1.ГЛНШ  щгл\тни*.  Щ}(9тхьмлл(*  около 
ом<   /  '  ^  Н0М0ИМИ//1Г»  /  |;о||0/.||^«1  <«1:  но.^гону 

д/ 

МЬ  /  )М»М0ИМ1<'  <0М«1И  Д/  0Г1,  огИ  л  Пугм,  Г|у;|*:1г  Л/'  И>Л|1.1М!НН01!  поло- 
#«|»:И1*'.   М|'И/И    л/    //   |1гМ1:|ои1Нн   ю'аи    Д/'  оп,  оси   /,.   Гкорогти 

^1>|||нупгь   Понос.  у|.|)0|Н1Н1г  /Г,.   кг1'|о|)01'   ио  оГ||||гму    Г)|||им1.лг'и1|г)  можно 

.  I,  и  ,  ТО! 

«г^  -     иш.  -   /|ж.   I,    ,  г,      01,,  (^2<) 

РА'Ь  ^\  |14')ГГоИМ1п  |и(||<М   .1/  011.  11|имЬл|.ниго  положсиш  пги  /р  а  о>,    гпо- 

{{{{«{{тЧ!))^!!»!!  и|1ИИ'1МпДН||И  1И1Ы0|1||  01.  Иь  фпрцулЬ  (:!^;|)  ПОДЬ  .ИЫКОМ'Ь 
Н)№Д'М4   ГГИИП*    т1МИ(|1ИЧ1М'|41|Н    гумма     (ИУХЬ    11ГК10|10|Г1.    г'  V   Н    /у,    и«)- 

1Т(111У|    |1Ф4ЛИ114И    оНИЬ    М|11ММ|.    На   «УММУ    ДНуХ!.    иргдкют.  (^:!Г|)  II  [2И), 

ЧН  ДММИЫ  И|1И  (ИЦнцЬлпИи  <г  ('рам.  ггомшричикую  же  гумм)  «ппхь 
йИмдМоиг   II  ты. 

1||)|||нт  (^4Гт«Мо|1  |||»гд«'1(11ии«ч  I'  угкорпи!^  при  иратппи  оК4Мо  иогпшнной 
0011  (VI.  ти'юмииок!  уг.южшм  1и1|мм лью,  а  ишрог  глпшгмог  тлчмшиииапсн 
минЬноии^мг  шиш.  1».1гмг11и>1м. 

11к111|м|а11'111и  н«ы«>|1оИ1.  м    и '' ,  ииргО-ои^ии  и|и'\к1ьными  наирлюг- 
1и*ки)|н1|11.  (  '        I    и  <^     Г(1к1.  1«()>||.  игриыП  им.  иихь  дат.  угко. 
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8  181,  ф.  23СК 


реаае  раввом'Ьрнагс»  кругошуго  двихея1Я,  то  ускорев1е  1г  налраа1еио  по 
перпендикуляру,  опущенному  езъ  Ж  на  ось  I,  в  првтомъ  всегда  отъ 
точки  М  къ  оси.  Наиравлев1е  г,  делается  въ  предЬхЬ  перпендикуляр- 
нымъ  къ  /1  и  къ  прямой,  опушенвой  изг  М  на  эту  ось;  поэтом)'  уско- 
реяге  «^,  перпепдвкулярно  къ  ^^  и  къ  г,  н  направлено  въ  ту  или  въ 
другую  стороиу,  въ  зависимости  отъ  направлени  вращения  около  оси  1^, 
которое^  влропемъ  уже  само  собою  указюается  направлен1емъ  вектора  тш. 
с(;гласно  съ  изоораж*»й1*'мъ  угловой  скорости  на  оси  вращения. 

3.  17В.  Укпаать  геометрическое  м^сто  то<1е1гь,  у  коювыхъ  ускорен!»  ^е*  п  г, 
■овямно  перпепдн^уляраы.  Отв.:  То^ки  плосвостн.,  содержащей  осв  I  в  ^1. 

Анаяитическое  опред'&пенхе  ускорешй  ярн  двнженш 
твердаго  т'бла  около  точки* 

181.  Лроекн^и  ускорен1я  на  н€подвижкыхъ  иоординатныхъ  осяхъ.  Пред- 
полагав, что  тиолвугжтш  точка  находится  вт*  нача-1Ь  кгюрдина1'ъ,  и^гкемъ 
щп  гкорости  точки  М  (;,  т;,  С)  формулы  Эйлера  (144).  Проекцш  уско- 
рения отоЙ  точки  получаются  дифференцироваиЕемъ  этихъ  выражен1й  по  /; 
по^*то«у 


иди 


'4=^  =  41 

г 

»  ""^ 

г/т, 

■Ч        ,{)    ~    (И 

Й1>            <1<Я^ 

и—       '  —       ' 

л  — 

(1ш 

11\  =  -г/-  С  — 
;        (И 

<1ш. 

гИ 

1      -•                ^      * 

г/ш. 

Л«, 

"Ч-  ,/Г  ^ 

'^  -4-   0>^  Г^     —  Ш^  Г-  , 

Ец.  о>,^,  -'^*V 

(229) 


ИЛИ.  если  подставить  для  скоростей  нхъ  выра5кен1Я  по  формуламъ  (14  4) 
и  для  симметр!!!  прибавить  п  вы^1егтк  пъ  первой  формул11  <1>^Е,  во  второй 
о^''^^1  м   гп.  гретые!  ш-!;, 

(2ЯП) 


ш^  =  —г-^  71 '   5  -к  с«>,  (ш.Е  ч-  ш  7)  -ь  о>^^)  —  шЧ, 


г// 


<И 


188, 


235. 


((а  (Ь' 

^^'^  =  ^,  ^  —  м  />  ^  Р  0^-^'  -+-  чи  -ь  т  —  ^^ 


1(Г 


ар  ^ 


«;=   .    .г—-.,   г  ч-г/1;;.гч-  цЦ 


сИ 


Ш 


п)  —  ш-//, 


л*  Ч=  г  (рг  ч-  7//  Н- 


г.^) 


ш* 


гд1^ 


(233) 


(234) 


ш-  ^  />■'  Ч-  гу-  Ч-  Г. 

3.  179.  Дв11жев1е  'Н^ла  зад&но  ураиневгямц 

9  —  а1,    *1  —  Ы,     Ь  =  с. 

Определить  ускорен1п  трехъ  точентв,  лезкащпхъ  на  осохъ  (а;),  (у)  е  (г)  въ  раз- 
стоя  а  1Ят  равиомъ  едпипц-Ь»  отъ  начала  коордпнатъ. 

3,  Т80.  Изсл^довать    распределен!©   ускорений  въ  Д]|ижев1п  твердЕГО  гЬла 
около  точкп,  взявъ  для  этого  ось  (С)  по  направлеп{ю  мгновенной  оси  (фиг,  107^, 
а    плоскость    (С?)    въ    общей    касательмой    плоскости 
обопхъ  аксогтдои'ь.  Р^ш.:  Прпипмаи  но  пнк«ан1е,  что 
теперь  тш  лежать  въплоскпстп  (^;),  им-Ьемъ  для  проек* 
Д1Й  этого  вектора: 


ДШе  :=  ШОС, 

Лш^^=0, 

а  поэтому 

'?-. 

а^  ~  <п 

припемъ 

,_,.-  « 

Фп1\  107. 


Л* 

ест1^  та  угловая  скорость,  съ  которою  иэм'Ьняется  направлеп1В  мгнове1Шо2&  оси. 
Кром-Ь  того  ш;  ^0,  ш     =  0|  ш^^О,  п  формула  (230)  принвмаютъ  видь: 


И?^  =  ' 


(11 


У\    -    Ш"Е  1 


^^^ 


Ж--^^^ 


^\ 


(236) 


Посл±  ^того  легко  соказать^  что  кром4  пе подвижной  точхш  вообще  говоре  в^тъ 
такпхъ  точекъ,  уско11ен1е  которыхъ  было  бы  равио  нулю*  Въ  частныхъ  слу- 
чал хъ  однако  ше  такш  точки  (существу югь  п  образу ютъ  тогда  ц'клую  ось.  По- 
мощью форму лъ  (235)  нетрудно  р-Ьшить  и  и'Ькоторые  друг1е  вопросы  о  рас- 
предЬл&н1п  ускорен1Й,  аналоги чиые  вопросамъ  §§  177  и  178. 


Усворвшя  въ  самомъ  общемъ  случа'Ь  двнжбн1я 
твердаго  т-Ьда, 

183,  Составъ  ускорен1Й.  Основываясь  ва  томъ,  что  движен1е  твердаго 
г1иа  въ  обвц'мъ  случай  мижетъ  быть  ралложено  на  ноступательное,  опре- 
дЬляемое  движснгнмь  одной  сзго  1\>Ч1Ш  ^ '  ( Ч^,  ^1,^,  1^„),  н  па  вращательное 
около  этой  точки,  н  ирннвмая  во  вннманге,  '1то  ирп  определен!!!  ускорен1я 


)»0 


//^  фи\$щ^4пи1  (Н>4;  И  щыи  ^(1угини,  ^'й  подоЛимми: 


|Г 


/(  ГОИ'Х, 

//  (ит  1,.           (/  СА)Н  а. 

,  /'';;;'^'^ ,  г'''^^^ 

'            г// 

.    //'-^.,.,'/-«7, 

(246) 


м|||м1,/|Ь<1М111|1т1Им  ('1и1|1(|('Т||  иорпиопинп)  днижгпЬг.  Оти  дпЬ  системы  фор- 
му')!«  |Ь'тнгИ11  гпптиИггмопио  тоицгстнонными:  1)(*сли  предположить,  что 
иь  иирпмигмим'ь  Д11ПЖ1Ч1||1  птсу  |г.тиу(»гь  погтупит(иьп{и1  слагаемая  и  2)  если 
1И.  ф^^|IМ,V.'тVI♦  (У  1И)  риигмитриннть  имЬгто  точки  (^•,  ^/, -г)  точку  В  съ  ко- 
«ацимитими 


II 


(/г 


(247) 


11и10й\<»и1о  «ммй  ИП1КИ  ии  дииимП  момонгь  нременн  можно  определить  сд-Ь- 
(уг^инимь  оорниом^  »ин>  ооп»  коиоць  нек1ч>ри.  отложеннаго  отъ  начала 
ии\И1ИК»иа\1*  коо|кАИиипиа\'МчтП  и  1Уомогримоски  равнаго  ^г.,  удвоенной 
ок\»р^^о1И  огм\^ипч<Ьйа1^  аиижо1Ии.  Пгакг.  М1икно  сказ^^ть:  Ускорен1е 
Ко>^1о1И\м^  идолрлжао\ч^«  «окморомг.  геометрнчески  равнымъ 
црйт<иол^ч«\^й  олпгао^оЛ  скорости  иороноснаго  гвнжен1я  той 
V^^чц«,  ц\мор^н  иачоиисй  иа  коник  нокгора.  ироведеннаго  нзъ 
ЦнЧМ^и  ИнЧ1^мжми\1ч  ко\^р  (ан<ини\ь  осой  н  геометрнчессн  рав 
ЦЦ^ч^  N  1Цу^снн\^«  умцоонгоиноа  чкорооги  Ч.  Пусть  Сьудегъ «»  угловая 
у^^^ЦЦчм^  \М^\Ч1\^  >|^^\^^^нну^1  уЧ1|  1^ь  т^1ничч»о«.  хкмж^'аш:  тч>г1а 

•*♦        -*  Л^  ^**'*  ^4^  *^^ч  (24>1 

\^Ч^ЧМI<^*VЧ  ч^у  1!^с^г^р^  ♦^^  и^^р^^^5^и^^уа:^Рс^IV  к  хь  г.  х  хъ  •». 

1Ы|^!^<*ЧК  1кч^\^*%4^  и.рчч^;^и  хч^,*?«;Л1У1  Кч^рссадч:*  »  юлзхжхь^х^ 
^>Л\|^  ^\\^КШ*ч^г^^  ^^11  п\чу  ^)^ж*;  г»м>л\'  XV  г:чх^  I?  игаягзгат^  «^:с- 
^.ш  с%к^^  у14.^\  г  ч^  1^^  л^щ  .^*?.ч;хх    ^лктивг^  ГХаШБАГЪг  ^14Т  . 


^1  ( 


—  т  — 


8  187.  ф.  253. 


187,  Ускор€Н1е  относительиаго  двишен!».  ВсЬ  вышецриведонныя  фор- 
мулы могутъ  с^ужить  для  опреЛ1ен1я  ускоренш  относительнаго  движен]я 
данной  точки,  когда  даны  абсолж)ТНое  и  перевосное  движенш.  Формула 
(244)  даетъ!  _       

Шу  =  Н'  IV ^  10^.  (250) 

Въ  динамик!^  откосительнаго  движения  (глава  IX)  векторъ  ( — гг,)  назы- 
вается иногда  поворотнымъ  ускорен1емъ» 

3.  181.  Определить  ускорен1е  Кор1(>лиса  въ  двнзкеяп!  точки  около 
:^г^мний  поверхпости,  принимгш  во  вн11ман1е  вращен1е  земли  около  ел  оси. 
[*|1Ш*:  Пусть  оудетъ  ^  географнчесташ  широта  точки,  движен1е  которой 
около  земной  поверхиостл  разсматривается.  Беря  начало  коордннагь  въ 
гтоложениг  этой  точки  въ  оиредЬенный  моментъ  времени,  ось  (.г)  по  ка- 
сательной къ  парсилельному  кругу,  къ  востоку,  ось  (;/)  но  касательной 
къ  мернд1ану,  къ  югу,  н  ось  (-г)  вертикально  вверхъ,  им'Ьемъ  (зад,  140): 


гд'Ь  0)^0,0000729  (зад.  88);  поэтому,  ко  формуламъ  (241>): 


(1г        ^      ,        ^«/ 
^''з.г  =       2<^  ^''^  ^  ^  -н  2ш  л>т  у  ~- 


(251) 


/Гз,  =  —  2<1)  .^//*  '^ 

{С^^  ^  —  2с*>  соз  9 


Иг 

г/7 


(252) 


3.  182,  ОпредЬдитт»  ускорен1(?  Кор1оляса  въ  сложномъ  двнженгн  плоской 

фигуры.  Отв.: 


^  2т^^, 


(253) 


3.  183-  Определить  ускореп1е  Кор1олйса  для  яавоб-лпбо  точка  М  плоской 
фигуры  аъ  цикл  и  чес  ко  >гь  Д1шжен1И  по^^^^д^^ей»  разсматрвваемомъ  кпкъ  дви* 
жеше  сложное  1§  125).  Отв.:  »г,  =  ш,.С,У,  гдт^  Доесть  конецъ  вектора  2щ.С^М^ 
отложенпаго  отъ  точкп  С^,  если  предполагается,  что  эта  точка  евоимъ  движе- 
П1емъ  опред-Ьляетъ  поступательную  слагаемую  перепоен аго  двнжен^я, 


I 


ляетъ  поступательную  слагаеъсую  перепосваго  динже111я  и  следовательно  че- 
реаъ  эту  точку  проходпгь  мгпоаеяпая  ось  переиосвдго  дв11жеП1я,  а  поэтому 
отъ  выбора  начала  зависать  такше  и  врап^втельпая  слагаеигш  перевоснаго  двв- 
шетп  и  вообще  все  производимое  памп  разлажеи1е  какъ  скоростей,  такъ  и 
ус  коре нШ, 


и,  Гоногк.— Ог'^ноикп!»  тг-орст,   лгжвмики 


И 


—    1г1    — 

Г.:  Л  ЗА  п". 
Степени  евобозы  системы  точекъ  и  услов1я  связей. 

ОбПОЯ  ПОНЯТ1Я. 

188.  Поият1е  о  стеяешгь  свободы.  Лыж-.тк:  всякаго.  изм-ЬняРмаго  или 
н-;I^XIЯЯ•:X^г^}  7? Л  ^  'СГг-'^ля-г^я  »яз1.1лт;п-; :г:н  н^которымъ  чнслимъ  т 
•  и  н  •:  м  :1  т  л  ч  г  с  а  5!  I  г  .^  Л  -  X  г  Я  7  :  ы  1  Г  1::1.  ЧТО.  есл  н  эти  эл».'М»нты  даны 
каггь  фун-:.'::-!  ьр»гМ-^Е;г.  т-:  кгз^  :гн .  двкл^-нЬ-  вото  т+>ла.  т.  г.  м-.-гуть 
оьпъ  ы^рлж^Еъ^  вгъ  фт^^^^  вр*:к-  ни  г::-.р1ннаты  лмюой  его  точки.  Число 

9г    МОЖеГЬ  ''ЬГГЬ   КОЯгЧН-^ЗГЬ   и     ''г-Яь-  Нг1НО-бОЛЬШНМЪ.   Вс+.   кпн«'матпчиск1е 

йл^гиеягы  могтть  ''ьгть  ллп  яг.':авн«:им;^  М'.-жду  сопою  НЛП  могутъ  оыть 
связаны  нгкоторыки  .гавя'^нмоггямн.  -пи  завионмостп  ми  Оудемъ  назы- 
вать у:лоБ1ямк  свя:1гй.  Отн  у1:л:в[я  мог.тъ  нм1.ть  вндъ  или  уравн«»н1Й  или 
нерав^гн«:твъ.  Въ  первомъ  слтчаг  отъ  числа  этихъ  услов1й  завнснп.  число 
незавпспмыхъ  Еин»-матпчн:ких^г.  ::>л-мгнтовъ.  Если  число  уравнений,  вы- 
ражак.шигь  уолов|я  связей  равно  к\  то  ••стается 

/  =  »!  —  /.  <2.34) 

незавнсихыхъ  кннехатическпхъ  элемгнтовъ.  Это  число  называется 
чнсдомъ  степеней  свободы  давнаго  г1ла.  Оно  тоже  можеп»  быть  или 
Бонечяъпгь  иди  безконйчнсИюльшинъ.  Случаи  посл1;дняго  рода  мы  дальше 
разсхатривать  не  бтдемъ. 

Если  ус10в1я  связей  нм^ютъ  видь  неравенствъ,  то  число  ихъ  не  оире- 
дклегь  еще  неоосредствеино  числа  степеней  свободы  даннаго  гЪла.  такъ 
прш  цгщесгвоваши  таснхъ  неравенствъ  могтть  еще   оставаться  не- 
вс^  кинехатичесБ1е  элементы,  и  только  область,  въ  которой 
ягь   ■зжЬнеше,    сътхпвается    неравенствами.    Впрочемъ    эта 
неть  съузнться  и  настолько,  что  н1;которые  кинематические  эле- 
Ш  дерёспшуть  быть  независимыми  ]и|[  даже  сд1иаются  сове  кмъ  не- 
яаеншш.  Во  всякохъ  случае.  опредк1ен1е   числа   степеней  свободы 
рЯ  существовашн  неравенствъ  представляетъ  уже  задачу  бол!»!*  сложную. 
мы  пока  не  будемъ  касаться. 


на  отд^льныхъ  ваянЫшвхъ  случаягь.  Сво- 
•ючка  нуЬетъ  три  степени  свободы,  потому  что  движенге  ея  опре- 
тремя  независимыми  координатами. 

М  (Е,  т],  ^,  которая  принуждена  оставаться   на   пов.'рхнпсти. 
'«пшвешемъ 

I  свободы,  такъ  как'ъ  только  дв!.  изъ  <'я  координап! 


163    — 


§   189.  ф.  254] 


остаются  независимыми.  Точно  такъ-же,  точка,  которая  принуждена  остм 
ваться  на  Л11Н1П,  опредЬляемой  двумя  уравнен1ями:  щ 

Гг  (Е,  %  С)  =  0,     /;  (1  Г1.  ^)  =  0,  Ш 

им'Ьетъ  одну  степень  свободы.  ^Н 

Но  если  координаты  точки  подчинены  Жфавенетву:  ^Н 

■  Р  (5,  71,  С)  ё  О     или     Г  (5,  >1,  ;)  ^  О,  ^Ш 

то  ато  еще  не  поннжаетъ  числа  ея  степеней  свободы,  такъ  какъ»  въ  иаЭ 
в"Ьстныхъ  ир('Д'Ьлахъ,  остается  возможны мг  нёзцнисимое  изм1шев»е  каз&4 
дой  изъ  ея  трехъ  коордиеатъ.  Точно  тапъ-же  и  несколько  кераиенствт? 
могуп.  еще  не  понизить  числа  степеней  свободы,  усганав,1ивая  лишь 
граниды,  изъ  которыхъ  не  должна  выходить  точка,  причемъ  въ  этихъ 
граннцахъ  движен1е  ея  остается  нозможнымъ  по  всякому  направлен!*). 
Налр.  6  неравенствъ: 

1^0.      5  ^  о, 

^^  :  ^ 0.    Сё-?. 

выражаюгь,  что  точка  :5Г1Клн>чо11а  внутри  парал.1елгпипеда  съ  ребрами 
/^  с,  параллельными  координатнымъ  осямъ;  внутри-же  этого  параллелепц- 
иеда  движен1е  (*я  остается  ироизвольнымъ. 

Система,  состояпсая  изт.  двухъ  точекъ,  между  которыми  разстояше  Н1 
можетъ  м1;вяться,  им].ет11  пять  степеней  свободы,  потому  что  6  коорди 
нагь  этихъ  точекъ  С1шзаны  между  собою  однимъ  уравнеп1емъ.  выража 
щимъ  постоянство  разстоян1Я  между  ними. 

Система  трехъ  точекъ,  неизменно   связанны хъ    между   собою,  нм-Ь" 
1песть   степеней    свободы,    такъ    какъ  *♦  коордпнатъ    ея  связаны  Т1)е 
условиями,  выражающими  постоянство  разстоянШ   между  точками.  Это- 
случай  заслуживаетъ  особеннаго  вниман1я,  потому  что  свободное  твер- 
дое   т'Ьло  тоже    им'Ьетъ    шесть   стецея«»й    свободы.  Действительно, 
движен1е  его   вполне    определяется    шестью    независимыми    между  собою 
кинематическими  э,1ементами  ?<|»  -ц^^  Со,  в,  у,  ^  (§  65).  Одинаковое  числ 
степеней  спободы  въ  обоихъ  случаяхъ  объясняется  сл^Ьдующимь  соображ» 
шемъ.  Если  къ  тремъ  неизмЬнно  связаянымъ  между  собою  точкамъ  при 
соединить  четвертую  точку,  неизменно  съ  ними  связанную  и  не  лежащую 
въ  ихъ  плоскости,  то  оп*  этого  число  степеней  свободы  всей  системы  нг^ 
увеличивается:  вводятся  три  новыгь   координаты,    но  вм11СгЬ  съ  Нмп,  н 
три    новмхъ    услов1я,  выражающихъ    постоянство    разстояп1й    четверго: 
точки  огь  первыхъ  трехъ.  Тоже  самое  будетъ    при    присоединени!  пято 
точки,  такъ  каЕсъ  д.1я  неизменяемости  ея  иоложен1Я  относительно  первых' 
четырехъ  точекъ  достаточно,  чтобы   оставались   ностоявными    разстоян 
т  отт*  трехъ   нзъ   атихъ   точекъ,    Такимъ  образомъ  можно  видкть,  ч 

1И 


№1 
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"какъ-бы  ни  увеличивалось  чисто  точекъ  н<П!ЗМ'Ьняемой  системы,  чистоте?" 
степеней  свободы  постоянно  остается  раииылъ  шести. 

Несвободное  твердое  гЬло  може1ъ  имЬть  всякое  ц|.лое  число  степеней 
свободы  мен'Ье  шести.  Но  это  будетъ  подро6а1е  выяснено  ниже, 

3.  1В4  Указать  првм-Ьры^  вт.  которыхъ  система  двухъ  неизм^лпно  с'вязан- 
шыхъ  межд^^  собою  точекъ  им-Ьегъ  4,  3,  2,  1,  О  степевей  свободы. 

3.  186.  Ска^ько  степеней  свободы  им-Ьеть  система  п  точекъ^  свяаакиыхъ 
посл-Кдовательно  такъ^  что  разстоян^я  между  смежными  точками  не  могутъ 
изменяться.  Отв.  2п  ч-  1. 

3.  1В6.  Определить  число  степеней  свободы  системы  трехъ  точекъ,  обра- 
зу ющихъ  треугольникъ,  который»  двигаясь  въ  плоскости,  остается  подобным'ь 
самому  себе,  и  выразить  условия  связей.  Отв.  Число  степеней  свободы  че- 
тыре: шесть  координать  связаны  двумя  услов1ями  постоянства  угловъ. 

3.  187.  Определить  число  степеней  свободы  тон  же  системы  трехъ  точекъ, 
если  образуемый  ими  подобио-изменясмый  треуголъвшгь  можетъ  какъ-нибудь 
двигаться  въ  пространстве  трехъ  пзи1шен1^.  Отв.  Семь. 

3.  188.  Определит!,  число  степеней  свободы  системы  четырехъ  точекъ  на 
плоскости^  образующихъ  во  всякомъ  своемъ  полощеп1и  параллелограммъ.  и 
выразить  услов1я  связей.  Отв.:  Шесть,  ибо  восемь  координатъ связаны  двумя 
уелов1ямп  параллельности  прямыхъ. 

3.  189.  Сделать  то-же  самое  относительно  восьми  точекъ,  образующихъ^ 
постоянно  параллеленинедъ.  Отв.:  12  степеней  свободы.  Можно  различпымъ 
образомъ  заключить,  что  число  условШ  связей  равно  12,  ввралшя  аналити- 
чески те  или  друНя  свойства  параллелепипеда,  вполне  его  определяющая,  и 
следя  за  темъ,  чтобы  между  у€Лов1яш1  не  было  тождествен  и  ыхъ,  напр.  П  уело- 
В1Й,  что  4  точки  лежать  въ  одной  плоскости  и  по  два  услов1Я  для  каждой  лзъ 
трехъ  пересекающихся  въ  одной  точке  гранен,  выраждющихъ,  что  въ  каждой 
изъ  нихъ  четыре  точки  образуютъ  параллелограммъ. 

3*  190,  Определить  число  степеней  свободы  системы  четырехъ  точеьгь. 
двигающихся  такъ,  что  об1емъ  образуемаго  ими  тетраэдра  остается  постоя н- 
вымъ*  Отх).:  И. 

Перем'Ённыя,  опред'^Ёдлшщш  движенхе  снотемы  точекъ. 


190.  Независимые  параметры  Лагракжа.  При  изуче111и  движеи]я  системы 
и  точекъ.  координаты  которыхъ  снизаны  к  ураннен1ями,  можно  иост)'иать 
различнымъ  образомъ:  или  разсматривать  11зм'Ьнен1е  всЬхъ  коордпнатъ, 
ириуимая  постоянно  во  вяиман1е  суи^ествушщ^я  между  ними  зависимости, 
ила  заранЬе  выбрать 

Зп—  к  =  1  (255) 

1пгь  чиста  данныхъ  координатъ  за  независнмыя  и  ос1'Ш1Ьныя  выражать 
уже  черезъ  нпгь  при  помощи  к  угловШ  связей  или,  накоиецъ,  юпти  I 
оовыхъ  независимыхъ  церем1шныхъ  ^р  ^/э^-'-'^Л  такимъ  ооразо.мъ,  чтобы 
черезъ  нихъ  могли  оыть  вы1шкены  всЬ  3^*  данныхт>  координап».  Пере- 
менный иог-11^дн|1Го  рода  называются  обыкновенно  параметрами  Л  а* 
г  раджа.  Введенк'  и.^ъ  нри  нзупен1и  вопроспвъ  механики    11|ге1ставляегъ 
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§  11)1.  ф,  259. 


часто  большш  удобства  *),  Важно  зазгЬтнть,  что  при  пользоиан1и  Ла- 
гранжевыии  параиетра]^!!  уже  не  нужно  обращать  внкман1я  на 
услов1я  связей,  та1;ъ  какъ  они  обращаются  пъ  тождества.  Чтобы 
ато  по1;аг{ать^  введемъ  Лагранжевы  параметры  атЬдующимъ  образомъ:  вы- 
разигь  /  изъ  «шсла  данныхъ  координапэ  въ  внд'Ь  произвольно  ааданнып. 
функцШ  отъ  I  новыхъ  перемЬнныхъ  ^п  '/а.-'-'/г 
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и  при  помощи  к  =  '^N  —  I  им-Ёющихся  у  насъ  услов1й  связой  вмразимъ 
остальныя  координаты,  члсломъ  А%  черезъ  з!^^,,.,,^с^,  а  следовательно,  при 
помощи  зависимостей  (256),  тоже  черезъ  7^..,,//,.  Тогда  всЬ  Нм  данныхъ 

координат!»  оЕН/кутся  выраженными    черезъ   новыя   иеремЬнныя  ^1 7*- 

Понятно,  что  если  эти  выражения  подставить  вт»  данный  услии1я  связей, 
то  этм  иосл'Кдн1я  будугь  удовлетворятьсл  тождественно,  потому  что  мы 
ОТимн  зависимостями  уже  раньите  воспользовались, 

191.  Прялошен1е  нъ  никольнкиъ  важн^йшииъ  случаямъ.  Для  иояснен1Я 
сказаняаго  иринедемъ  сл'1ау*^иие  примеры. 

Точка,  которая  принуждена  оставаться  на  новсрхпости 

/^  (^^  ,У.  1г)  =  О,  (257) 

11м!.етъ  дв'Ь  степени  свободы;  полагая 

X  =  ф1  (11,  !'),      //  =  9^2  (и,  V),  (258) 

гд1>  к  и  г  дв'Ь  новыя  не:^авпсимыя  иеремФ>нныя.  мы  можемъ  по  уравнен!» 
(257)  и  г  выра:п1ть  въ  фувкцш  этихъ  иерем1;иныхъ: 

с  ^  хр,  (н.  VI  (25У) 

Понятно,  что  при  всякпхъ  произвольныхъ  значен1яхъ  н  и  г  уравнеа1Я 
<258)  и  (251>)  будутъ  определять  точку  на  поверхности  (257),  такъ  какъ, 
но  подстановке  выраженШ  (258)  и  ^259)  въ  уравнен1е  (257),  посл-Ьднее 
удовлетворяется  тождественно.  Координаты  н,  г  называются  иногда  Гаус- 
совыми, потому  что  Гауссъ  впервые  снстематически  иользовалсл  ими  въ 
теор1И  поверхностей. 

Другой  прим'Ьръ  Лагравжевыхъ  параметровъ  представляется  въ  кине- 
матикГ.  твердаго  тЬла;  а  именно,  тамъ  кннематнческ1е  элементы  ^^^,  щ.  Со, 
1>,  9,  '{^  предстанлякггъ  собою  1ак1е  параметры.  Д-Ьйствитсльйо,  1)  для 
свободнаго  гкаа  они  независимы,  2)  координагы  всякой  точ1сн  гЬла  мо- 
гутъ  быть  черезъ  ннгь  выражены  (§  66),  3)  эти  выражешя,  будучи  под- 

')  Очевидно»  что  второй  способъ  (иыборъ  I  коордннатъ  изъ  числа  для- 
ныхъ)  иредгтапляегь  часта ыЙ  случай  Яаг|>а11ясевих'ь  параметропъ,  а  ккенно, 
когда  за  такоиыя  при ая маются  н-Ькоторыл  маъ  динвыхъ  коордиватъ. 


,'■'/          '  -"'                   -:-:Г 

'                  ,                     '    ■  '/''?.. 

•',/''  >          ,  У       '-      л               .        .  ". 

'                                                                                             /    '   /         »..*/  лг  л   ,,  М  /].-,',     ^^'^.-'^         ■-, 

•/        '       .'      V . « »/  ,    ^и     ..1.1.г,1    :■;'•'/:- 

•^^  ,    ■  ■■»      ■*.•(,',      '!',    .■',•:.•.!    1/    ■г.ЖгГ.-,    ..-'-Ч- 

<  .  .   <<    Г-.  .|,  ..  .«    .    ;■' ;,'г»' •  1  (4     1'/1',уу^   .гу^Г'и'ига    .:"„  .;,ьл- 

''     "   ■     'I  к  '  п   '1     "    м      |1'"г  '    ■•■■И  и» '^г'.и'г»*   .1',я' 1»'К'|' ;  И  '■:[*<ч;г;';я  '."г. 

•  -  '  'I         ^      1<г       1.1  I     I.  /■    г'.(>1'         М'.Г|М      1»1|'г|'.(мИ      11М1'  [гУ1Г«'  П.      г  1.Л:1    При 

III  I    Н111   II     I  .Ц1П1       11^14-'. чич  §     •(' |г'  •!      1  •ми/и!    И' пьлиижиуК)  ючку. 

I      I  (I       I    I        (.Г|.ГМ    \п      ^  'И   I     /1|(|  -I I  -М  11/111    |||'||м1у     /'  1<|М1И      '1М/||.|    МОИ<'|)ХИ<|Г'Ти 

|||.    м|  м|  I    ()1   I     м    М' II.  р"!!!"  |м    т'1|1'1    !••  I  I  «м    М1-М10   ||;|Л1у/.|..     |;(1'П)|)ЫЙ 
||.      |||1     .1     II     II*  П<        «       |<|||'        М'>|'М     |м'П'1     |1>1'1    «н  М|1;11гН  I.    ИД  ДМШЮП  ЛИ- 

11(||    |.11и     и  II  и     (.  I  м(1.-     и.<г(м  "П.!   |11  г'Нмич!  I.     II  тм|||и'м<ч1И1*   ии  диуч'!» 

||.  I     I      II       1.(     I       II     I  1МПМ      .'И|1'|  '.'М!        11<"М'11     ИММ<      }11.1111Ч<Ч||>      ми.    \(МПИ1Я 

|1    М1   и1|    (   |М1   II  1>.|и||.-  м    1 1  м  .1  т1Ч1|<1М1<|1ми  ||'И -М'!!  I.  ^'У  \  ь    1:тпм\'1> 

-      I     I      и       '|     и       «       1(1  и      'И    Г'  и    I    I  )•  и   14  1  1М    И|'Ии  И*)1'ЬИ;1.    р.ППН»  ^НаМуЩ!' 

\      <      ;     .  '.     »'.  'И        м«        ни    «Ч«     М,  мм.'       «И\.'\И»Л1Ь      »1  »     ЦМЛ1.      П^Ч!Гр\!?  ■- 

'  и '.     '■  «■ '     ■■.4'.       'м»'         !■  I      ^  .  ♦.-»•*.     м !.','•»   г  I  ■*  ^\"1Ч!,'   ^1.'л*л      ;':\  ^'ч 

,^  \  '  I'        ч        и  ц  II  .      ^      •  1к.11|'       ч  1 1. •.•-,'      '  \  :  Ь     ■:  ;  *.      :  •      \  •.        ■"- 

.    »  ,  \  ■    \  '    '  ■  •••!•*  .         .»    ,    I  .     .   V    •  »      •.  ■    1  •         .      •   ■■      и     ■    •     ■  .  •.        ■. 

•    '  '  .         .  |.  .  11.11.  I      ■  I       •    I  •  .1       •'   \     I      •»      '      •    I'  .     ■ 

X  I     ч  ......,■■,,■         ..'.«■.,•'.*.■. 

\  ■  .  ч    '         .  »■.'••■■■    I     ' 

'  ч     ■.»  , •  •       ■■.!  »  •   I 


—    167    — 


§  194,  ф.  295, 


193.  Безконенно-малыя  возшожныя  перемещены.  При  данномъ  чтлЬ 
степеней  свобод1л  тиердаго  тЬлг  вопросъ  о  томь,  как1Я  перем1ииен1Я  д,тя 
него  возмояшы,  можетъ  быть  р1шаемъ  или  не11пср1'дстйенно  или  иутемъ 
ыск.1ючен1я  невозможныхъ  для  него  Еерем'Ь1цен1Й  изъ  числа  всЬхъ  пере- 
м1^щенШ,  возможныхъ  для  вполне  свободнаго  твердаго  гЬла,  Мы  будемъ 
пользоваться,  смотря  по  обстоятельствамъ,  гЬмъ  или  другимъ  пр1емомъ. 

Говоря  о  возможеыхъ  или  невозможныхъ  перем^;щен1яхъ  твердаго 
гЬла,  мы  будемъ  въ  дальнЬйшемъ  разсматривать  перемЬщен1я 
1ишь  безконечно-малыя,  исходя  каждый  разъ  изъ  данваго  по- 
~ложен1'я  Т'Ьла.  Такое  огравичеи1е  вопроса  оправдывается  во-первыхъ 
гКмъ,  что  вопросы  о  возможныхъ  конечныхъ  пер(?мкцетяхъ  сложнЬе 
и  связаны  съ  различными  вопросами  ийтегрнрован1я  дифференц1альныхъ 
уравнеяШ,  а  во  вторых!.,  и  это  главное,  въ  различныхъ  отд1глахъ  теоре- 
тической механики  играЕпъ  особеино  важную  роль  именно  безконечно- 
малыя  возможныя  перем^щеак. 

Наконецъ,  зам'Ьтнмъ  еще,  что  вм-Ьсто  безконечно-малыхъ  перем'Ь- 
щен1Й  различныхъ  точекъ  гЬла  можно  разсматрнвать  отношешя  ихъ  къ 
одному  и  тому-же  безконсчно-малому  элементу  времени,  т.  е.  скорости, 
•Это  во  многнхъ  случаяхъ  оказывается  бол1^е  удобнымъ. 

194.  Разложен1е  переи-Ьи^евш  твердаго  тЪла»  примасающагося  одною 
точкою  своей  поверхности  къ  поверхности  неподвижной.  Отличительное 
свойство  этой  основной  механической  связи  состоигь  въ  томъ,  что  въ 
каждомъ  данномъ  лоложен1н  т^^ла  существуетъ  прямая,  точки 
которой  при  всякомъ  возможномъ  нерем'Ьщев1Н  т4ла  получаютъ 
перемЬщея1Я    ^),    къ    ней    пераенди* 

кулярныя.  Этою  прямою  служнтъ 
обитая  нормаль  къ  об111!мъ  поверх- 
ностямъ  въ  точк'Ь  ихъ  касан1Я. 

Чтобы  это  показать,  иредставимъ  себ* 
^такое-лнбо  первмЬп^н^е  т-Ьла  разложен- 
нымъ  на  три  1!еремЬщен1Я  сл-Ьдующнмъ 
образомъ.  Пусть  будетъ  (фиг-  108]  (а) 
сл+аъ,  описываемый  на  неподвижной  по- 
верхности 1  точкою  касан1я  1/,  принад- 
лежащею подвижной  поверхности,  а  (><?)^ 
с,г1;дъ,  описываемый  на  поверхности  Я 
принадлежащей  двигающемуся  гЬлу,  точ- 
кою М  неподвижной  поверхности,  а — уголъ  между  касательными  къ  ел*- 
дамъ  въ  ихъ  общей  точкЬ  М  (или  М],  при  данномъ,  исходномъ  положе- 


Фиг.  10в. 


^)  Подразум^ьвая  въ  дажьн'Ьйшемъ  перем'Ьщен1я   лишь    безкоиечно- малыя 
1гн^  ДЛЯ  Краткости^  слова  „безконечно-малое"  писать  не  будемъ. 
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§  195,  ф.  259" 


всякую  точку  г)той  прямой  можно  принять  311  точку  касан1я  двухъ  поверх- 
ностей при  данномъ  положенп!  гЬла  н  черезъ  нее  провести  элементы 
этнхъ  поверхностей.  Понятно,  что  нрн  переход'Ь  къ  конечнымъ  перем-Ь- 
щен1ямъ  твердаго  гЬла,  подлежалъ  бы  еще  изсд'Ьдован1ш  нопросъ  о  томъ» 
могутъ  ли  быть  пат.  такнхъ  отд-Ьльныхъ  элементовъ  составлены  об*  по- 
верхности. 

195,  Система  возмошныхъ  перемещен! й  при  касаши  поверхности  къ 
поверхностк.  ПредыдущШ  резудьт:гп1  даетъ  полное  представлеаЁе  о  томъ, 
как1я  1!ерем*щен1Я  возможны  для  твердаго  гЬла  при  касан]я  его  поверх- 
ности къ  поверхности  неподвижной:  возможны  всяк1я  та1ая  перем*- 
и1г1Н)я,  Ирм  которыхъ  одна  прямая  т'Ьла, — общая  нормаль  по- 
верхностей,— получаетъ  иериендикулярныя  къ  вей  яерсм'Ьга;ен1я. 
Но  всякое  такое  персмЬщен1е  слагается  ]!аъ  поступательнаго  перемещен  1Я. 
перпендикулярйаго  къ  этой  прямой,  и  нзъ  вращения  около  какой  либо 
оси,  проходящей  черезъ  одну  изъ  ся  точекъ.  Такимъ  образомъ,  касан1е 
поверхности  тЬла  къ  поверхности  неподвижной  отнимаегь  у  гЬла  только 
одно  олредЬлсняое  перемещение:  поступательное,  параллельное  обпхей  нор* 
Мали  поверхпостей.  Вс!>  остальныя  безконечно-малыя  перем^^щетя  (или 
соотвЬтствуюпия  имъ  скорости)  остаются  возможными. 

Отсюда  сл11дуегь,  что  кромЬ  разложен1я  перем1>щен1я,  указаннаго  въ 
55  191,  можно  представить  себ^  и  следующее.  Прнмемъ  точку  касашя  за 
начало  коордпнатъ,  а  нормаль  за  ось  (г);  тогда  всякое  возможное  пере- 
м*щен1е  составитсл:  изъ  поступательнаго  Ц  въ  общей  касательной  ало- 
скости  (.г//)  и  изъ  врап1ен1Я  около  точки  касан1я,  т.  е.  изъ  такого  вра- 
щен1Я,  которое  можегъ  быть  разложено  на  вращен1е  около  общей  нор* 
Мали  [оси  (^)]  и  на  вращеи1е  около  какоЙ-лнбо  оси,  лежащей  въ  общей 
касательной  плоскости  (.п/)  М> 

Такъ  какъ  пять  слагаемгахъ  возможнаго  безкояечво  малаго  перем^- 
щен1я  твердаго  гЬла  [два  поступательныхъ  по  осямъ  {л*)  и  (|/)  **  три 
вращательныхъ  около  вс11ХЪ  трехъ  осей  (л?),  (у)  н  (л)  ]  остаются  произ* 
вольными,  то  мы  заключаемъ,  что  касан1е  твердаго  т1.ла  къ  непо- 
движной поверхности  одною  точкою  отнимаетъ  у  него  одну  сте- 
пень свободы. 

На  оснопан1и  скаааннаго  въ  §  192  то  же  самое  будетъ  и  пъ  томъ 
случае  когда  одна  опредЬленная  точка  гЬла  принуждена  оставаться  на 
неподвижной  поверхности,  или  когда  поверхность  тЬла  принуждена  про- 
ходить черезъ  неподвижную  точку. 

Въ  §  199  будетъ  указанъ  болЬе  пб1Д1й  случай  понижен1Я  на  единнщ^ 
числа  степеней  свободы  твердаго  тУа;  но  и  онъ  механически  достигается 


^)  Чтобы  связать  это  рааяожешв  съ  перпоначальоымъ,  нужно  было  бы 
обратиться  14ъ  п-Ькоторым!.  вопросамъ  теор1и  поверхностей,  которые  однакоже 
въ  далънМшемъ  особенной  роли  играть  не  будуть. 


1Тв  — 


связями  вида,  указаинаго  въ  §  192,  какъ  это  выяснится  ниже  (§  2( 
сгЬд*),  когда  будетъ  идти  рЬчь  о  кмнематнческихъ  сгЬпяхт:. 

Анадитнческхя  выражетя  усдовш  связей 
для  твердаго  тЁла. 

196*  Оби^1й  анаямтнестй  видъ  услов1й  свяэей.   Всяьое  тслов]е  С1 
ограЕЛчнваА^  щей  какъ  дноо  движеше  какой-нибудь  системы  точекъ,  пред^ 
ставляется  зависимостью  иежду  и^Еоторыив  изъ  координатъ  этнхъ  точекъ] 

Г(Еп  ^».  V, I.,  г^,,  С^.„)  =  0.  (2в01 

Двихеше  твердаго  т1ла  оарех1ляется  Еинематическямп  эдемевтаага 
^*о>  Ьо'  •*  ?^  ^  (§  6^)»  п  всякое  тсдовае  связи  ддя  него  мозкеть  быть 
став1ено  въ  внд!^  зависимости: 

ф  (^.  1о.  ;>.  е.  ь  ^)  =  О,  а 

Къ  9Т0Й  зависимости  оть  услов1я   (260)  всегда  можно  перейти  помос 
формтлъ  (50).  Пусть  будутъ 

'^1'»  Л»  ^11  •—  "^0  Л»  •^1^  *"*  \Щ 

косфхтт  относитвжьио  осей  (х^),  иеизмЬиио  связаиныхъ  съ  твердымъ 
ткюмъ,  тЬжъ  гочекъ,  Еогорыгк  абсолйтныя  координаты  входять  въ  ура^ 
186816  (260).  Подсташяя  координаты  (262)  поочередно  въ  формулы  (^ 
а  шмучеакыя  такнмъ  образомъ  выраженШ  для  координатъ 


п^Пх 


'*.  ^..  С, 


&^V  урашешю  (360),  мы  ва11демъ  зависимость  вида: 


V  {^.9и^1. 


^,»  *.-   ^о*  Щоу  ^э  «р  р1,  Ти   •"•  ТД  (3 


1ец_ 


мь  которой  коордмаати  (262)  постоянны,  такъ  что  эту  зависимость  мо 
равемпраиать  сап  тивсямость  между  1^,  1^.  С^  н  девятью  углами. 
формула»»  (47)  вш  углы   могуп.  быть  выражены   череаъ   углы  ЭДле| 
шкА  «1еп>  урамем1е  (264)  ирипимаетъ  видъ  (261). 

197.  Аиалитичеоков  выраясеиге  услов111  касамгя  поверхности  къ  поверх^ 
йветм.  Когд^  даем  пйштричоссои  уг^онн^  свя.й^Л  для  гвердаг>  тк1а,  то 
можво  биваеть  па1ТЧ1ПЪ  выражеи1«^  глоИ  сняги  нецоср^исткеанй  въ  форм^* 
<2в1Х  Т.  е,  ае  иоеодя  аэгь  услок111  вида  (260).  Разсмотрнмъ,  савъсобЛ 
вмть  шшснмостъ.  «ыражаищую  к^'^^^^  касашя  иоверхности  къ  пове^ 
аостм.  нрв^даадагая  что  заллии  тг1ДТ!П«н»а  «и'Кихь  поверхностей;  В1 
дмжяой 

^  (^  ^  >>  —  о  ( 

огвос1гг!!дьяо  оеосшжжЕнгь  коордваитиыхъ  осой  а  поверхвости 

Г'  ^^^»  9.  ^)  =  о,  (! 
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8  197,  ф.  272. 


Вй  твердому  гУу,  относительно  осей,  неизм-Ьнно  съ  н«мъ 
связанныхъ.  Для  этого  нужно  преще  всего  отнести  уравнеа1я  об'Ьигь 
иовсрхйостей  къ  «дней  п  той  же  координатной  системе»  Отнесемъ  ура- 
впен1е  (266)  къ  ненодвижнымъ  координатнымъ  0(^ямъ.  Чтоби  ввести  коор- 
динаты 5,  7),  С  въ  уравненш  (266),  им'Ьемъ  зависимости  (50),  по  которымъ: 


а:  =  (5  —  Е,;)  С08  ог^  -ь  (тд  —  %)  сов  [1,  -^  \';  —  *:^)  <т  ^^,^ 
?/  =  (5  —  Е,,)  С08  а^  -ь  (7)  —  т]„)  С08  рз  ч-  (С  —  Сп)  С06-  7з^, 
3  =  (:  —  Го)  ^^^  «3  Н-  (^  —  Т^,^  С08-  Рз  ч-  (^  —  ^^)  008  Ул. 


(267) 


Шел*  подстановки  этнхъ  выр^гжен1й  въ  уравненхе  (266)  око  нринпмаегь 
видъ; 

/;  (^.  -П.  ^,  ;о,  т),,  ;;^,  а,,  ?,, .. .  Тз)  =  О  (268) 


или,  поел*  введен1я  по  формуламъ  (47)  угловъ  Эйлера: 


(260) 


ЗдЪсь  I,  7),  С  текущ1я  координаты  поверхности,  а  ;„,  ^^^^.  '^,  в,  (р^  ф  пара- 
метры, съ  пзм'!;нен1емъ  которыхъ  меняется  положен1е  этой  поверхности. 
Геометричесшя  у€Л0В1я  касания  110верхвости  (266)  или  (269)  къ  по- 
верхности (265)  состоять  въ  сл^пту^^пцемъ:  1)  въ  каждомъ  положеши  гЬла 
эти  поверхности  должны  игЬть  общую  точку  |р  7)^,  1;^);  2)  норм^ии  къ 
об-Ьимъ  поЕ1ерхностямъ,  пров<:'денныя  черезъ  эту  точку,  должны  совпадать. 
Изв'ктио  (см.  11риложен1Я  ангииза  къ  геометр»!),  что  косинусы  угловъ, 
образус'мыхъ  съ  ослмн  координат},  нормалью  къ  поверхности  въ  данной 
на  ней  Т0ЧК1**,  пропорд10на.1Ьны  частнымъ  ироизводнымъ  по  соответствен- 
нымъ  коордннатамъ  отъ  первой  части  уравнен1Я  поверхвости,  если  въ  эти 
частный  производныя  подставить  координаты  данной  точки.  Поэтому,  въ 
случа*  совпаден1я  нормалей  къ  двумъ  поверхностямъ,  частныя  производ- 
ныя 01ъ  первыхъ  частей  уравнен1Й  этихъ  поверхностей  должны  быть 
между  собой)  про11орд1он^1льны.  Означая  скобками  (  )^  результатъ  под* 
становки  въ  эти  частныя  производныя  координатъ  точки  касан1я,  имЬемъ: 


/^Мч.  1^,,  ;,)  =  о, 

?  (Е,.  %.   ^и    ^т   %>.    Со,    »,   Ь   Ь  =  О. 

Ш\         1д^\  (д^\ 

ыК     Ч/|     \<К 


(270) 
(271) 

(272) 


четыре  уравнен1я,  который  должны  быть  совм'ктяы  каждый  разъ»  когда 
поверхность  (265)  или  26Г*)  прикасается  къ  поверхности  (265).  Искано- 
чен1е  координатъ  точки  касашя  (;1,  Т11,  С1)   изъ  этихъ  уравнен!^   даетъ 
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пяугь  зявигимогтт»  вша  (2^>1 ).  которая  и  выражаетъ  трепу^мое  углов\^ 
касан1я. 

3.  1Л  Вы])азитт.  въ  яяд1;  'И^И  уолов1в.  ттобы  '1аред11яенпш1  точка  гвер- 
даго  гЛлА  огтавалягг>  на  данпоя  поверхпости.  Р-Ьш.:  Пусть  оудутъ  х^  »/«,  г- 
коорд{тн»ты  данной  топки  отт10сит*»льно  подвижныхъ  <>свй  а  и.  т,,,  ^  вя  ноор- 
дргнати  оттголит**л ыю  п^^подвижныхъ  ооей.  Этп  пос^тЬдшя  координаты  удовле- 
тп'-рряют^,  гравт1в«1к»  '2в.')',  а  оо-К  «тпгггечы  коордннатъ  удоплетворяготъ  уравне- 
|11ям'г.  2в|  .  Подстаипш.  яхт»  тз'Да  я  ясключпвъ  3-,  г,2,  I,  пзъ  четырехъ  ура- 
ВПРН1Й:  |2во»  я    'З'-;?!.   ^ги  лол^тямт»  твисимооть  вида 

/';,  г.„  :^.  1..  ^,  ....-.'л»  =  0, 

которая   чож**п»  о^тт»  лото\п.  лрпведрна  къ  виду  г2в1|. 

3.  194.  Выряряггь  зт>  вид!"»  2Р»1  условгр.  чтобы  поверхиооть  таердаго  гЬ-та 
проходила  порАят»  даинуя>  плподвижпую  точку.  Р1»ш*»н:е  аеалоппно  р'Ьшеагю 
првдыдут<»й  задачи. 

3.  19в.  Плоская  ■|>игура  при  сволм7>  двпжен1п  по  плоскости  I;.  т^  двуня 
двоими  ляи1я\ся  ка*^я^т^я  двухъ  лин1й  яеподвижныхъ.  Быра:шть  эти  услов1я 
анвлити'твскя  я  локаг|атг>.  как^>  опи  приводятся  т*  двумт.  за  висим  остязгь  между 
кяи^матичогкячя   ^гАментачи  :^,  г,,„  1    ;*  .15). 

3.  19в.  1->мря;<ять  гакямъ  ж^  обра^ом-ь  у<!ЛОв1я  эл-гиптичесваго  движешя 
плоской  фигурны  /:}  1Н  .  Для  р-кт.  с>г.  зд,дачу  103. 

3.  197.  Вырааитг»  такими,  же  обря;»ом^,  у  слов!  я  движенгя  плоской  фигуры, 
обращения  го  по  ^/гиотея1Ю  къ  эллиптическому  §  11.^).  Для  р-^шешя  см.  за- 
дапу  КЦ. 

3.  198.  <>ллипслидъ  прикасается  къ  тремъ  яеподвижнымъ  воординатнымъ 
пл^'к* костя мъ.  Кайти  соотв1;тствующ1Я  .этому  зависимости  вида    3>1  . 

Дбффвреях;1адьши1  форка  тславЛ  связей. 

198.  Зам91П10СГн  мщду  «(имшцмт  9119росте1.  Обращаясь  сначал;1 
опять  к-ь  г/|те5гу  случает/  свя.чи,  выражаемому  .гависимостьл  вида  (^260). 
ра«с.мотримъ  зависимость,  кг/гор01Г)  свя.заиы  не  самыя  координаты,  а  пхъ 
иззИ;яея1я,  -гварьягии»,  полутаемыя  ими  при  какомъ-либо  возможномъ 
для  системы  точекъ  иер(;М'Кщен1И.  Такъ  какъ  при  всяко мъ  возможномъ 
для  системы  положен1И  координаты  ея  точекъ  удовлетворя1г>тъ  услов11> 
(2Г,0),  то  и  изм^неняыя  координаты  должны  ему  удовлетворять: 

/•ч-  ?/•=  /•(;,  ч  *г„  г,,  -4-  гт,,. . . .  т,,  -н  от... ;,  -ь  г;^. . . .)  =  о.   (2тз. 

Зд1»сь  ВМ11СТ0  знака  дяфференшя.та  г/  поставленъ  знакъ  о.  чтобы  этимъ 
отметить,  что  разсматрива^ггся  не  опр^иЪенное  какое-либо  перем4щен1е 
системы,  которс^е  она  получила  бы  во  вр^^мя  ///  при  существован1и  опре- 
Д'кленнаго  зак(;на  д|1ИЖ'!Н1Я,  а  какое-либо  произвольное,  лишь  бы  оно  не 
противоречило  услов1Ямг  связ^^й.  Услов1Я  (273)  и  (200)  показываютъ,  что 
приращен1с  ^/  постоянно  о<:тается  раннымъ  нулю.  1^азлагая  его  по  строк* 
Тейлора,  можем'ь  написать: 
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гд-Ь  5,  остатокъ  ряда,  безконрчао-малая  величина  второго  порядка.  Отне- 
семъ  воображаемое,  возможное  перем-Ьщоше  системы  къ  воображаемому 
безконечно-малому  элементу  времени  о^  и  перейдемъ  къ  нред'Ьлу,  принявъ 
при  этомъ  во  вниман1е,  что 

Ит.  ^  =  и, 

воображаемый,  возможныя  скорости:  тогда  получимъ: 

Итакъ,  при  вслкомъ  перем'Ьщени!  системы  точекъ,  удовлетворяющемъ  ка- 
кому-либо условию  связей,  проекц.1и  скоростей  ея  точекг  связаны 
между  собою  линейною  однородною  зависимостьм),  въ  которой 
коэффищентамн  сдужап»  н'1.которыя  функщн  отъ  коордннать  точекъ  си* 
схемы. 

Всякое  услов1е  въ  конечною,  видК  (260)  ведегь  къ  условш  для  ско- 
ростей; но  нельзя  сд'Ьлать  обратиаго  заключея1я:  можно  представить  себЬ 
УСЛ0В10  связи  въ  днфференшальной  форм!»  (274),  которое  однако  же  не 
интегрируется,  т.  е*  не  приводнтсл  къ  виду  (260>  Такое  обстоятельство 
является  напр»  въ  выражон1и  услов1я  катаа1я  поверхности  по  поверхности. 
Мы  не  будемъ  однако  же  входить  въ  разсмотр1ш1е  таких!»  случаевъ, 

199.  Услов1е  для  скоростей  неовободваго  твердаго  ткла.  ПримКняя  ска- 
занное въ  предыдущем!,  параграф!,  къ  твердому  тЬлу»  т.  е.  приравнивая 


нулю    производную    ПС» 

ирем(5ни  пррвой  части 

ураннеп1я 

(261).  находииъ: 

0.  (275) 

ЗдЬсь                       л\,, 
Л1 

» 

(276) 

опред'Ьляюгь  скорость 

поступатольнаго  движен1я  твердаго  гЬла, 

а 

ни     ,1:р      ф^ 

мпгутъ  быть  по  формуламъ  {\Щ  выражены  линейными 

эдноролными  функ- 

щямп  отъ  и^,  си-^,  ш. 

Поэтому  зависимость 

(27а)  можно  представить  въ 

сл-Ьдующемъ  вид!: 

^^  -к  С(«)^  -ь  /)Р,^  и-  Ёг^  н-  Я- 

(277) 

гд*  л',  В Г  функщн  элемеятовъ  Ее-  "Чо- 

С»,»,?.^ 

Каждому 

возмож- 

1 
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ному  положен1ю  т\\ЛV^  соотвгЬтствуетъ  система  значенШ  атихъ  функт^Я,  н 
тогда  зависимости  (277),  или  несколько  ей  подобныхъ,  иоказываютъ,  какъ 
связаны  между  собою  скорости 

(278) 


^^0^^    *'отр   ^'*> 


ш.,  ш^ 


(0^, 


а  следовательно  и  11р011орц10на,1Ьныя  им1>  безконечио-л1алыя  ооступатсль- 
ныя  и  вращательния  иерем(лден1Я  твердаго  гЬла,  когда  оно  начлваегь 
выходить  изъ  даннаго  1шложен1я, 

Если  дано  несколько, /;<е^  зависимостей  вида  ('277),  то  к  нзъ 
числа  скоростей  (278)  выражаются  линейнымъ  однородеымъ  об- 
разомъ  черезъ  6  — Л  остальныхъ,  которыя  могутъ  считаться 
уже  иронзвольными. 

Число  ихъ  равно  числу  степеней  свободу  твердаго  тУа  (§  188). 

Р>ли  Л"  =  5,  то  для  каждаго  даннаго  моложе нш  гЬла  получаются  опре- 
д'Ьленныя  отношен]я  пяти  изъ  скоростей  (278)  къ  шестой,  т.  е.  другими 
словами,  величина  одвой  изъ  этихъ  скоростеД  опредЬляетъ  велв^ивы 
остальныхъ  пяти,  а  следовательно,  по  формуламъ  (15Г))  н  скорости  вс1>хъ 
точекъ  гЬла.  Этотъ  случай,  когда  твердое  гЬло  имЬетъ  одну  степень  сво- 
боды, и^)ае'П1  особенно  в^швуш  роль  въ  теорй!  механнзмовъ. 

Если  А  ^=6,  то  услов1Я  связей  вида  (277)  дЬлаются  вообще  говоря 
несови-Ьстнымн;  они  будутъ  совместны  только  въ  томъ  случае,  если  при 
данномъ  положен1н  гЬла  определитель,  составленный  изъ  коэффнщентовъ 
А,  В,  .,.  Г  шести  данныхъ  условШ  связей,  будетъ  равенъ  нулю.  Этоп> 
случай  тоже  играетъ  роль  въ  теорш  механизмовъ. 

200.  Примеры  усло81й  вида  (277)  для  вашм^йшихъ  случаевъ  несвобод- 
«аго  твердаго  тЬла.  Въ  вросгЬЙшнхъ  случаяхъ  эти  ус10В1я  могутъ  быть 
составлены  пепосредственно,  безъ  перехода  отъ  услов1й  свдзей  конечнаго 
вида  (201),  Такъ  какъ  1'ак1е  случаи  будутъ  играть  важнуй>  роль  въ  гла- 
вЪ  XVI,  въ  вопросахъ  о  равЕовЬс^н  твердаго  г1.ла,  то  мы  ихтз  теперь  и 
раасмотрнмъ. 

3.  199.  Составить    услон1Я   для   скоростей  тпердаго  гЬла^  которое  мо* 
жетъ  совершать  только  поступательное  движен1е  параллельно  оси  (^)  1^|1Ш.: 
1ево:шожно  никакое  вращеше;  поэтов^у 

(279) 


ш^  =  0, 


ш^  ^=  0. 


13М0ЖН0  поступательное  перем'Ьщен|е  па  оси  (Е)  и  по  оси  (тг^);  поэтому 

'иг  =  0.  (280) 


*  ат1  =  О» 


(279)  и  (280)   и    представляет,  собою  пять  условШ  вида  (277) 
1Г0  случая,  т*  которомъ   твердое   гкю   имЬегь  одну  степень 

'эставить  УСЛ0Н1Я  связей  для  тв1фдаго  гЬла^  которое  можегь 
»Е0  достуцательное  дв1жеи1е  по  направлен  г  ю,  образу  юишму 
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углы  а,  р,  ^  с,ъ  осями  координатъ.  Отв.:  Очевидно,  что  услов1Я  (271))  со- 
храншотся;  кром'Ь  того 


^0? 


СО.Ч'  а 


(281> 


•  3.  201.  Составить  ус.юшя  связей  въ  предаоложен1и,  что  твердое  гУо 
можётъ  только  вращаться  около  оси  (?).  Р-Ьш.;  Такъ  какъ  невозможно 
никакое  поступательное  порем'Ьщеше,  то 


'^ог  ^  ^Л       *ип  ^^  ^^ 


=  0; 


слагаемый  вектора  ш  на  осяхъ  (;)  н  (т^)  равны  нулю;  ноатому 

Шр  =  О,     0*^  =  0. 


(282) 


(283) 


Т'кю  ОЕять  имЬетъ  одну  степень  своОоды. 

3*  202.  Составить  условия  связей,  когда  твердое  гЬло  можетъ  то.1ЪКО 
вращаться  около  оси,  проходящей  черезъ  точку  (;^,  т]^,  ^^)  и  имеющей 
наг1ра1аен1е,  образующее  углы  а,  р,  ^  с'Ь  осями  координапэ.  Отв.:  Уело- 
В1Я  (2ь2)  сохраняйзтся;  условгя  (283)  зам-Ьняются  сл1'аув>пшми: 


<и 


ш^ 


-А 


(284) 


€08%  СОЯ^  сову 

3.  203.  Кйкъ  выразятся  услов1я  связей  предыдущей  задачи,  если  ось 
вращвн1я,  оставаясь  аарах.1ельно{о  оси  (^),  проходить  не  черезъ  точку 
(Р„,  щ^,  Со)»  определяющую  своимъ  движен1е!кп.  поступательное  двнженхе 
твердаго  гЬла,  а  черезъ  какую-нибудь  другук»  точку  (1^,  у\^,  1^/)У  Отв.; 
Услов1я  (284)  сохраняются;  условия  (282)  замЬпяв.)Тся  следующими: 

*^ог  -^-  «*?  (Т1|  —  -Чи)  —  ^п  (^  —  и  =  0.  )     "^    ' 

3.  204.  Т'Ьло  нмЬетъ  вольную  ось,  совггадающую  съ  осью  (Г),  т.  е. 
оно  можетт.  вдоль  этой  оси  двигаться  поступательно  п  около  нея  вра- 
щаться, прнчемъ  эти  два  движения  никакинъ  услов1емъ  мезкду  собою  не 
связаны.  Отв  :  Слагаемый  векторовъ  1\^  и  о>  по  ослмъ  (Е)  и  (т;)  равны 
нулю;  поатому: 


=  0.     ^т  =  О,     *«.  —  «Л 


П, 


(280) 


^'5  •        '  ОТ) 

ТЬло  им!,етъ  двЬ  степени  свободы. 

3.  205.  Составить  услов1Я  связей  для  предыдущаго  случая,  когда  воль- 
ная ось  не  совпадаегь  съ  осью  (С)  и  В1.  предиоложеши»  что  точка  (1,,.  Т1(и  ^Л 
находится  на  вольной  оси.  Отв,:  Условш  (2.Ь'1)  и  (2н4> 

3.  206.  Составить  услов1я  связей  д.1я  твердаго  гЬла,  которое  можетъ 
совершать   только   винтовое   движен1е   около   оси  (О*  ^^'ь  параметромъ  /). 


г      I  г  -  г 


I    41||1    < '(  ги'мм    у  1'>1*|||  п»г1 1' II  ./-1>1   и;г||^;1Г0  I  Гли.  у  которг1ГО  точка 

"        '.,,  '».       ',..;  *'.  (268) 

I  )  I  I    1Ы1  -и     I  |«11    I   11ИМ1  и    I  ММПМ'11,1 

•I     ЙИИ     (    >|  ||И||(М     и  )ИИ1И   I  1п|  м>||     )11|     |||Г|г||И'п  тК.ш,    к'отороо   МОЖбТЪ 
ими  И1    ||    ГИИ-м    И><|«>И  И' И.Ии    1ИИ11ИИ1Н    ('||1     и  III.: 

и       \и,        Р       т^         (I  (289) 

<    А^И    \  •  ^и'по.  \у  1хчоц  хнц«\'«  при    \ии*ко1ии   1иг|ч*|".ч'  :  .иа  иарал- 

4\  Ч \         ^ ■ 

Л%  '\ч\  *\  •        ч  \  *    •»      ч»  \  «*-\*  ч  .у        •••ч         ^".ч  ^   •»■<■*  \  V        \-  .  ^^>1^^  .       •     I      •    »    •  I         .'    . 


^чЧ»^»    *  ^Ч-^  ■ 


V.».-      -■*    ■Ч-*'      V  ^     -^Х 


Ч' 
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§  202,  ф.  291. 


н'Ьсколькихъ  твердыхъ  гк1Ъ,  Утотъ  цос.11)ДнШ  воиросъ  играетъ  важвую 
роль  1гь  теор1и  мехаяизмовъ,  такъ  какъ  всяк1Й  мрхааизмъ  прсдетявляеп, 
собою  систему  н'Ксколькихъ  тЬдъ,  соединен ныхъ  между  собою  такъ,  что 
каждое  нзъ  нихъ  совершаегь  оиред'Ьлепныя  двил^енгя  относительно  осталь- 
ныхъ.  Мы  будемъ  пмктр1  въ  виду  только  так1я  системы,  ьоторьш  соста- 
влены исключительно  изъ  твердыхъ  г11лъ. 

Всякую  систему  т'Ьлъ,  д»ижеи1я  которыхъ  ч-Ьмъ-либо  между  собою  свя- 
заны, иринято  называть  кинематическою  цЬпью  (Кеи1еаихХ 

Если  въ  г^инематнческой  ц1ли1  плены  связаны  между  собою  только  по- 
следовательно, то  она  называется  простою;  если  же  въ  ц'Ьпи  суще- 
ствуютъ  боковыя  в'Ьтви,  то  она  назыиаетсл  сложною. 

Число  степеней  свободы  кинематической  д^пи  зависитъ  очевидно: 
1)  отъ  числа  ея  членовъ,  2)  отъ  числа  ея  в  к  вей  и  3)  отъ  соособовъ  со- 
единен1я  членовъ  между  собою.  Остановимся  преаде  всего  на  цосл1анемъ 
изъ  этихъ  пунктовъ, 

Способъ  соединения  двухъ  смежныхъ  членовъ  ц'Ьш!  между  собою  ха- 
рактеризуется г1ши  СВЯЗЯ1МИ,  который  ограничиваютъ  движение  одного  изъ 
этихъ  членовъ  относптельно  другого.  Совокуиность  этихъ  связей  для  ка- 
ждой пары  членовъ  называется  кинематическою  парою.  Въ  геоме- 
трическомъ  смысле  гюдъ  кинематическою  парою  мы  будемъ  иодразумЬвать 
совокупность  вс1'.хъ  точекъ,  лин1й  и  поверхностей,  который,  принад^тежа 
двумъ  смежнымъ  членамъ  дЬпи,  мог)^тт,  ори  двнжени!  одного  изъ  этихъ 
членовъ  относительно  другого  приходить  въ  соприкосновен1е.  Если  кине- 
матическая пара  обуслоа1Иваетъ  вполнЬ  определенное  движен1е  одного 
члена  относительно  другого,  такъ-что  они,  одинъ  относительно  другого, 
им'Ьютъ  одну  степень  свободы,  то  эта  кинематическая  пара  назЕдвается 
определенною;  если  же  число  относительныхъ  степеней  свободы  больше 
единицы,  !-1-А%  то  кинематическая  пара  называется  неопред'Ьленною, 
а  число  к'  изуыткпмъ  степеней  свободу.  Въ  механнзмахъ  могугь 
'встречаться  и  определенныя  и  пеопредУенныя  кинематичесшя  нары.  Пока 
мы  будемъ  разсматривать  пары  опред'Ьленныя. 

202.  Высшая  ш  низшая  кииеиатическш  пары.  Мы  уже  знаемъ,  что  усло- 
В!Я,  ограни  чнвающ1Я  движен1е  одного  твердаго  гЬла  относительно  другого, 
практически  сводятся  1П1  условш>  касан1я  поверхностей  и  что  касан1е  ка- 
ждой мары  поверхностей  отпимаетъ  одну  степень  свободы.  Окюда  слЬ- 
дуетъ,  что  для  получен1Я  онредУенной  кинематической  пары  нужно  уста- 
новить касаше  пяти  паръ  поверхностней  При  этомъ  положен1я  этихъ  по* 
верхногтей  должны  быть  таковы,  чтобы  услов1Я  ихъ  касан1я  были  всЬ  су- 
щественно различны  между  собою,  т.  1^  чтобы  касан1е  какой-либо  пары 
поверхностей  не  являлось  результатомъ  касания  остальнйхъ  паръ  поверх- 
ностей, такъ  какъ  иначе  оно  не  вызывало  бы  требуемаго  понижен1Я  сте- 
пеней свободы.  Ниже  (§  203)  это  будетъ  пояснено  подробнее. 

п.  Сомом.— Ос110в&и1я  т«ор«т.  ««хиивкп.  12 
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Практкческя,  когда  связи  являются  въ  йид'Ь  касанш  поверхностей, ! 
просъ  о  доставлен1н  одному  члену  лЬпп  опред^леннаго  двнжен1я  относи-' 
тельно  другого  не  такъ  просп»,  какъ  это  можегь  казаться  изъ  нредыду- 
щаго.  Помимо  достаточнаго  числа  точекъ  касания,  это  касанге  должно^ 
быть  обеопечено  настолько,  чтобы  вн1>шн1я  силы,  прнложенныя  къ  кищ1 
матпческой  ц1>пи,  не  могж  отда.1ять  твердое  т1>ло  оть  поверхностей,  къ  кй- 
торьшъ  оно  касаетсл,  т.  «ч  связи  должны  быт1>  удерживающими,  Мо- 
жеп^.  случиться,  что  вн1)ПШ1Я  силы,  во  всякомъ  положен!!!  тЪа,  прижи- 
маютъ  его  ко  всЬмъ  даннымъ  иов^фхиостямъ.  и  тогда  касаа1е  ннгд'Ь  не 
будегь  нарушаться  *);  воопще  же  творя  это  йьшаеть  толысо  въ  нЬкото- 
рыхъ  случаяхъ,  н  средство  это  ненадежное.  Обьишовенно  стремятся  обез- 
иечить  непрерывность  касашя  матерьялъными  средствами,  вводя  преграды 
въ  видЬ  добавочны хъ  наръ  поверхностей,  который  не  лишаюгъ  гЬло 
требуемой  д.1я  него  степени  свободы,  но  вм1>сг1^г  еъ  г^мъ  удерживак1тъ  его 
въ  постояняомъ  прикасан1и  къ  заданнымъ  первонача-тьно  поверхностямъ. 
Таюя  добавочный  поверхности  называются  опорными  (Кеи1еаих:  §1й12- 
ЙасЬеп).  Очевидно,  что  одна  или  несколько  ааръ  опори ыхъ  поверхностей 
могутъ  заменять  собов)  первоначально  данныя  основный  пары  иоверхиостей» 
и  тогда  такое  же  число  атихъ  послЬднихъ  можно  разсматрива1ь  какъ  по- 
верхности опорныя. 

Если  число  точекъ  касаная  всЬхъ  паръ  поверхностей,  какъ  основныхъ, 
такъ  н  добавочныхъ,  опорныхъ,  конечное  или  вт  точки  образуютъ  лин1и, 
то  кинематическая  пара  называется  высшею;  если  же  точки  касан1я 
образуюП|  ц'Ьлыя  сплошныя  области  поверхностей,  то  кинематическая  пара 
называется  низшею.  Мы  увидимъ  вцрочемъ,  что  эти  два  понят1я  въ  ки- 
нематкческомъ  смысл!;  не  такъ  строго  разграничиваются,  какъ  это  мо- 
жеп*  показаться  съ  перваго  взгляда,  и  дадимъ  позже  (§  206)  бол1зе  точ- 
ный, кинематическ1Й  признакъ  отлнчхя  низшей  пары  отъ  высшей. 

203,  Опорныя  поверхности*  По  отношешю  къ  аналитическому  выраже- 
нш  услов1й  связей  опорный  поверхности  нм'Ьютъ  следующее  значеше. 
Пусть  будетъ  дано  «*<<>  услов1Й  свазей  въ  вид*  зависимостей  между  ?^,, 
С».  "Пот  ®1  ?>  Ф-  Возьмемъ  какую-нибудь  комбина111ю  нЬкоторыхъ  или  всЬхъ 
т  этихъ  зависимостей  и  составимте  новую  по  виду  зависимость  между 
гЬми  же  6  элементами;  она,  будучи  сл*дств1емъ  данныхъ  зависимостей, 
ве  понизить  существующаго  числа  степеней  свободы,  а  меяау  гЬмъ  х'ео- 
метрически  можетъ  представить  собою  связь,  отличающуюся  0П1  данныхъ; 
если  данныя  услов1я  связей  выражсУги  касан1е  тУа  къ  т  поверхностямъ, 
то  новое  услов1е,  полученное  изъ  предыдущихъ  путемъ  преобразоваяШ, 
мож<^тъ  иредствить  собою  касание  гЬла   къ  новой  поверхности,  которая, 


^)  Вец1еа11х,  к(УГорый  виедъ  еъ  теор1Ю  неханизиовъ  поиат1е  о  кпиемат&че- 
С1снгь  ПАражъ  п  о  кпвемитпческихъ  ц^^пяхъ,  вазываетъ  такой  случай  „1 
^^и^?5**  (ТЬеогеУйсЬе  Кшета11к,  1875  г,). 
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НС  ограничивая  сущсзствующнгь  уже  возможныхъ  движений  твердаго  гЬла, 
можегь  въ  то  же  самое  время  обезпечивать  непрерывность  касан1я  его 
къ  п*^р1юнача.1ьно  даннымъ  поаерхностямъ. 

Зд1;сь  л  рёд  полагал  ось,  что  условия  связей  даны  въ  вядЬ  у  равнее  1Й, 
и  тогда  н'Ьтъ  существенной  необходимости  въ  установлешн  добавочныхъ 
опорныхъ  [юверхностей;  но  если  услов1я  связей  представ.1яются  въ  вид* 
веравенствъ  со  вклют!ен]емъ  знака  равенства  (§  189)  (связи  неудер- 
живающ1я),  то  опорным  поверхности  иолучаютъ  существенное  значен1е, 
такъ  какъ  введение  ихъ  им'Ьетъ  ц^лью  установлен1е  опред-Ьленныхъ  зави- 
симостей между  кииематичесинын  элементами,  т.  е.  установлен1е  такихъ 
новыхъ  неравенств'Ь,  которыя  д1аа,1псь  бы  только  тогда  совыктнымн  съ 
данными,  когда  знаки  неравенства  обращаются  въ  знаки  равенства.  Зд'Ьсь 
является  прежде  всего  вопросъ  о  наименыпемь  числ'Ь  поверхностей  ги  со- 
отв'Ьтствующихъ  имъ  добавочаыхъ  пер;1венствъ),  которыя  нужно  ввести. 
Можно  было  бы  показать,  что,  при  соОлюденш  н1]которыхъ  добавочныхъ 
услов1Й,  установлен1€  одной  добавочной  пары  поверхностей  къ  пяти 
первоначальнымъ  иарамъ,  геометрически  устанавливающимъ  одну  степень 
свободы,  можегь  оказаться  досгаточнымъ.  Въ  недавнее  время  было  пока- 
зано, что  наименьшее  число  поверхностей,  которыми  нужно  подпереть 
твердое  гЬл о,  чтобы  сдЬлать  его  неподвижнымъ,  раЕшо  семи,  если  при 
атомъ  будутъ  выполнены  еще  различный  доОавочныя  условия  Авалнти- 
ческое  р'11шен1е  атнхъ  вопросовъ  представ,1яется  довольно  сложнымъ.  если 
принять  во  внимаше,  что  мы  имк^мъ  дЬ-ш  еъ  шестью  переменными  и  что 
число  перавенствъ  можел.  зависать  и  отъ  относительнаго  расиоложея1Я 
поверхностей  и  отъ  4»»фмы  двигаюпиггося  относительно  ихъ  твердаго  гЬла. 
Вирочемъ  эта  задача  въ  практическою»  отношен1и  не  нмкегъ  особенно 
большого  значен1я,  такъ  какъ  д.'1я  прочности  движен1я  и  во  изб1.жан1е 
быстраго  изнашиватя  трущихсл  частей  машинъ  стремятсд  орать  не  наи- 
меньшее, а,  напротивъ  того,  возможно  большее  число  точекъ  ирикосно- 
вешя,  насколько  это  не  нротивор'1>читъ  другимъ  требован1ямъ  механизма. 

204.  Низш1Я  нинематическш  пары.  Въ  виду  сказаннаго,  большое  практи- 
ческое значен1е  имЬютъ  низпия  кинематическая  пары.  Такъ  мы  назвали 
въ  ?;  202  кинематическая  пары,  въ  которыхъ  прикасаше  двухъ  тФлъ  про- 
исходить по  сплошнымъ  конечнымъ  областямъ  поверхностей»  Примерами 
такихъ  паръ  представляютсл: 

1 )  пара  призматическая  или  прямолинейпо-иоступательная,  когда 
одно  изъ  прикасающихся  гЬлъ  снабжено  призматическою  поверхностью, 
а  другое  имЬетъ  такой  же  призматическ1Й  вырЬзт»  (стержень  и  муфта); 

2)  пара  вращательная,  гдЬ  прикасающимися  поверхностями  слу- 
жать  поверхности  вращен[я  сь  об]дек1  осью  (валъ,  вращаюш1йся  въ  под- 
шиПЕИкахъ); 

3)  пара  винтовая»  гдЬ  ирикасан1е  ироисходи'гь  по  сплошной  винто- 
вой поверхности  (витъ  и  гайка). 
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Ножно  вид*Т1э,  что  эти  три  пары  единствснеыя  низшая  кинематиче- 
скш  пары,  каюя  только  возможны  у  двухъ  твердыхъ  тЬлъ;  а  такъ  какъ 
иоступателъную  я  вращательную  пары  можно  разсматривать  какъ  частные 
случаи  винтовой  (когда  параметръ  винтовой  поверхности,  т.  е.  кая«дой 
изъ  образующихъ  ея  винтовыхъ  лижШ  равенъ  или  безконечностн  или 
нулю),  то  можно  сказать,  что  для  двухъ  твердыхъ  т-Ьлъ  винто- 
вая пара  »м11нствениая  низшая  кинематическая  пара.  Чтобы  это 
показать,  разсмотримъ  двЬ  иов*фхности,  (1) — неподвижную  и  (5)  — 
подвижную,  совпадай>Щ1я  по  цЬлой  сплошной  области  Пусть  будуп,  р- 
и  т  (фиг,  109)  дв'Ь  совпадающ1я  точки  этих!»  поверхностей.  При  безко- 

нечйо-маломъ  перемещении  поверхности  (5) 
точка  т,  двигаясь  по  поверхности  (I), 
приходпп.  въ  н'Ькоторую  точку  $1',  съ  ко- 
торою раньше  совпадала  другая  точка,  т\ 
поверхности  (*'^),  Эта  послЬдияя  точка  въ 
то  же  время  получила  безконечно-малое  пе- 
ремещение по  поверхност»  1  и  пришла  въ 
точку  \1\  съ  которою  раньше  совпадала 
поверхности  (5).  Продолжая  эти  разсужден1я,  мы 
убеждаемся,  что  на  поверхности  (5)  изъ  произвольно  взятой  точки  т  можно 
провсети  такую  лин1Ю  тш'пг'.,.^  которая  передвигается  вдоль  самой 
себя.  Такъ  какъ  точка  т  была  взята  произвольно,  то  мы  видим!»,  что  вся 
поверхность  (6*),  по  крайней  м[.р1;  въ  той  облает»,  гдЬ  она  прикасается 
къ  поверхности  (X),  составлена  изъ  таь'нхъ  лин1Й,  т.  е,  поверхность 
(8)  можетъ  передвигаться  вдоль  самой  себя.  Если  лпииг,  не  изме- 
няя своей  формы,  можетъ  передвигаться  вдоль  самой  себя,  то  ея  дуги  рав- 
ной длины  должны  калагат1»ся  одна  ва  другую  всЬмп  своими  точками;  а  это 
возможно  только  въ  такомъ  случае,  если  но  всЬхъ  точкахъ  такой  лпп1н  обЬ 
кривизны  ея  (кривизна  и  Еручен1е)  одинаковы.  Единственная  Л1[Н1Я,  обла- 
дакши1Я  атнмъ  свойсгвомъ-  это  винтовая  лин1я  (см.  приложен1Н  анплиза  къ 
геометр1И).  Кругь  и  прямую  лияш),  обладающая  г1;мъ  же  свойствомъ,  можно 
разсматривать  какъ  частные  виды  винтовой»  Итакъ,  поверхность  5  соста- 
влена изъ  винтовыхъ  ЛИН1Й.  Такъ  какъ  всЬ  эти  Л1Ш1И  являются  вм^сгЬ  съ 
тЬмъ  траектор'шми  лежап^нхъ  на  нихъ  точекъ  при  [юремЬщен!!!  твердаго 
гкда,  а  это  пергм1|П1ен1е  винтовое,  то,  по  свойству  винтового  двнж<*в1я  твер- 
даго гЬла,  вс/Ь  винтовыя  лин1И  им'Ьютъ  общую  ось  и  ибпой  параметръ.  Но 
поверхность,  составленная  изъ  такнхт.  лииШ,  называется  винтовок»  по- 
верхностью. Поверхность  (1к  совпадающая  съ  Л\  тоже  винтовая,  и  лтп 
дв*  поверхност  н  составляюсь  иинтевую  кинематическую  пару.  Если  вин- 
товыя ДИН1К  *»6ращаются  въ  нрямыя,  то  вта  пара  дЬлается  поступательною; 
а  если  оп1;  обращаются  въ  круговыя  лив1И,  то  пара  будетъ  вращательною. 

205.  По€Троен1е  опорныхъ  лин1й.  Чтобы  дать  поня11е  о  томъ.  какъ  но 
■^«дымъ  еснивнымъ  усл<»в1им'ь  связей   строятся  дополнительныя  опорный 
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врхности,  разсмотримъ  этотъ  вопросъ  лишь  въ  просгЬйшемъ  вид*,  въ 
при>гЬнен1и  къ  двнжев1ю  плоской  фигуры,  т.  е.  къ  случаю,  соотв-Ьтствую- 
щему  мехапизмамъ,  члояы  которихъ  двнгаютсл  параллельно  одной  и  той  же 
плоскости.  Зд1^сь  услов1я  связей  являютсл  въ  вид*  касанья  лин1й  ГП!  ^ш- 
Н1ямъ,  м  опорньш  поверхности  заменяются  опорными  линкянн.  Чтобы 
плоская  фигура  им1к1а  одну  степень  свободы,  должны  гЗыть  заданы  двЬ 
пары  касающихся  лин1й  (а^,  ,^,)  и  (<3л,  .ч-д).  Въ  §  ИЛ*  было  показано,  какъ 
по  этимъ  даннымъ  можно  построить  мгновенный  центръ  н  центроиды. 
Пусть  будетъ  С  мгновенный  дентръ  для  даннаго  положешя  плоской  фи- 
гу р]^  п  (а)  обЩ1й  контуръ  последней,  въ  составъ  котораго  входяп.  дан- 
ный   ЛИЯ1П     (6^^)    Н   {8,^}    (фиг,    110).     Чтобы    построить   опорную  ЛИН1Ю   (3), 

нужно  заметить,  ^то  контуръ 
(5)  долженъ  при  двпжен1П 
плоской  фигуры  постоянно  къ 
.1ИПП1  (о)  прикасаться,  т.  е. 
что  ЛИН1Я  (о)  представляется 
лингею,  о ги бае  м о  к»  всеми 
положеньями  лин1и  (V),  и  мо- 
жетъ  быть  поэтому  построена 
по  общему  правилу  построе- 
ния огибаемыхъ  (§  ПО), 
Для  этого  нужно,  какъ  оыло 
тамъ  показано,  опускать  изъ 
соотв  Ьтсткен и ы хъ  пол оже н  1  (I 
мгновенпаго  центра  норма.1И 

на  огибающую  (в);  число  опорныхъ  линШ  зависить  такимъ  образомъ  отъ 
числа  нормалей,  которыя  можно  опустить  изъ  мгновевнаго  центра  на  кон- 
туръ (*^).  Вопросъ  о  числ'Ь  гакихъ  нормалей  не  им^егь  впрочемъ  ♦>собеннаго 
значения,  такъ  какъ  это  число  можетъ  быть  въ  случае  надобности  какъ 
угодно  увеличиваемо:  для  этого  нужно  только  задать  несколько  добавоч- 
ньтхъ  ЛИН1Й,  неизменно  связанныхъ  съ  двигавадеюся  плоскою  фигурою, 

206.  Обращен1е  двитент  и  кинематическое  отлич1е  низшем  пары  отъ 
высшей.  Пргдп<>,И)Жим1.,  что  дано  доски  очное  число  доиолнительныгь 
опорныхъ  поверхностей,  чтобы  непрерывность  касан1я  освовныхъ  паръ 
поверхностс^Й  была  обезпечена,  и  что  кинематическая  пара  определенная 
(§  201)*  Пусть  век  поверхности  (1)  принадлежатъ  т^л)"  Л,,  а  всЬ  поверх- 
ности (»*!0  т^^лу  А^.  При  неподвижности  А^,  гЬло  А^  совершаегь  опреде- 
ленное движение  относительно  А^;  этом}'  движетю  соотв4тствуюп>  аксонды 
виптовыхъ  осей  (§  149):  (Г1  неизменно  связанный  съ  т^лом^ь  А^,  и  (С), 
иеизм1>нно  связанный  съ  ткломъ  Л.^,  Движея1с  т\аа  А^  относительно  гк1а 
А^  определяется  двнжен^емъ  аксонда  (С)  по  аксоиду  (Г).  Сд^даемъ  ка- 
кими-либо средствами  те.ло  А^  яеподвижнымъ,  а  Нло  А^  освободимъ, 
такъ  чтобы  оно  могло  совершать  движение    относительно  А^  с1>  сохране- 
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шхемъ  существующей  ыеаду  ними  кинематической  пары.  Такое  преобра- 
зоваше  называется  обращен1емъ  двйжен1я.  При  этомъ  обращевш 
аксоидъ  [С)  д'Ьлает€л  непсавнжнымъ,  н  движен1е  члена  А^  относпимьно 
А^  определяется  данженгемъ  аксопда  (Г)  по  (П.  Очевидно,  что  «'сли 
аксонды  не  одинаковы  пли  хотя-6м  и  одинаковы,  но  не  расаолагаи>тся 
въ  каждомъ  саоемт»  относнтелъномъ  положен1и  симметрично  одинъ  отно- 
сительяо  другого,  то  обращенное  движепге  отличается  отъ  перво- 
начальнаго.  Для  пояснен1я  прнведемъ  примеры,  разсмотрЬнные  уже  въ 
глав1;  II.  Эллиптическое  движете  плоской  фигуры  (?{  114)  даеп!  при 
обращении  нову<'  движение  (по  конхоидамъ  Паскаля,  §  115)  и  это  объ- 
ясняетчш  гЬмъ,  что  центроиды  аллиптическаго  движен1я  (круги)  не  оди- 
наковы. Обращеше  сфероциклическаго  д1П1жен1Я  (§  137)даетъ  новое  сфе- 
роциклическое  двпжсн1е.  если  конические  аксоиды  не  одинаковы.  Движе- 
ние антнпараллелограмма  (задачи  11^*  и  120)  иредставляетъ  прим-Ьръ  того, 
когда  обращен1е  двпжен1я  не  даеп*  новаго  движен1я,  потому  что  оба  цен- 
троида одинаковы  и  во  всякомъ  положенш  относительно  другъ  друга  сим- 
метрично расположены. 

Если  два  т-Ьла  связаны  между  собою  низшею  кинематиче- 
скою парою,  то  обращен1е  движеи1Я  не  можетъ  дать  новаго 
движен1Я.  Действительно,  низшую  княематическув.»  пару  можяо  рассма- 
тривать какъ  соединен1е  винта  съ  гайкою;  будемъ-ли  мы  гайку  удержи- 
вать неподвилшо  и  двигать  винтт.  или.  наоборотъ,  удерживать  винт'ь  не- 
подвижно и  двигать  гайку, — въ  обоихъ  случаяхъ  получается  одно  и  то-же 
винтовое  движен1е,  г.  ^'.  съ  тою-же  осью  и  съ  гЬмъ-же  оараметромъ.  По- 
добное-1ке  будетъ  и  при  поступательной  или  вращательной  пар+э. 

Можно,  наконецъ,  вид1^ть.  что  то-же  движеше|  какое  получает*  гкю 
при  Я0МОЩ11    низшей    кино^иатической    пары,    можетъ  быть  достигнуто  и 

помоп1ЬЮ  высшей  кинематической  парьь  Напр., 
ша  получимъ  вращательную  пару  въ  движеи1и 
плоской  фигуры,  ограничивъ  ату  фигуру  кругомъ 
и  помести  въ  этоп>  кругъ  между  тремя  опирны- 
ми  лишями,  какъ  показано  яа  фигур!.  111.  '»та 
пара  по  виду  высш^ш,  а  по  кинематическому  зиа- 
чен1ю  низшая.  Такого  рода  случай  иредставляетъ 
напр.  ось  велосипеда,  вращающаяся  между  ша- 
риками. 

Изъ  всего  сказа ннаго  мы  заключаемъ,  что 
указанное  въ  §  202  и  общепринятое  опредЬле- 
ше  итлич1я  низшей  кинематической  пары  отъ 
высшей  не  вполн-Ь  удовлетворител]»ио  съ  кинематической  точки  зркн[я;  пра- 
вильн'Ье  было  бы  сделать  следующее  разд1|Лен1е  кпнематическихъ  паръ: 
на  пары,  ие  данпщя  при  обращении  новаго  двпжен1я  (пары  впзш1я)  и  на 
'»йП1^^  даюш1я  при  обращеши  новое  движете  (пары  высш1я],  Съ  практи- 


Фиг.  111. 
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чоской-же  стороны,  если  нграегь  роль  водросъ  о  прочности  движен1я  ме* 
ханиэма,  перпонача,1ышму  раздф.лен!^^»  кннематнческихъ  «аръ  на  низиия 
и  ВЫСШ1Н  с-тЬдуетъ  отдать  иред110чтен1е. 


Степенж  свободы  простой  кинематической  ц4пи. 

207.  Кинематичесная  ц^пь  безъ  избытковъ  степеней  свободы.  Въ  §  201 

было  дано  поняпе  о  кннематическнхъ  ц'Ьпяхъ.  Разсмотримъ  теперь  про- 
стую) кинематическую  ц[^пь  м  01тред1'1Л1вп.,  въ  какой  зависимости  нахо- 
дится число  ея  степеней  свободы  оп,  чнс,1а  членовъ  и  отъ  свойствъ  ки- 
нематическпхъ  паръ,  соединяв )щихъ  эти  члены  мещу  собою.  При  атомъ 
будемъ  всегда  предполагать,  что  вс11  члены  ц[л1и,  взятые  въ  отд'Ь.тьности, 
им1>ютъ  одинаковое  число  ^1  степеней  свободы,  Наир,,  въ  простри  и  ств!» 
трехъ  изм1.рен1й  это  число  (*  ^=  6,  у  гЬлъ,  двигающихся  параллельно 
одной  и  той-же  плоскости,  ?*  =  3,  также  какъ  и  для  ц*пи,  вс*  члены  ко- 
торыхъ  вращаются  около  одной  и  той-же  неподвижной  точки,  и  т.  д. 

Разсмот1)и>п»  сяача,1а  случай,  когда  всЬ  кинематическ1я  пары  оирс^дЬ- 
лснныя  (§  201)  и  ц'Ьпь  не  замкнутая,  т.  е.  последней  членъ  егЬпи  не  сое- 
днненъ  кинематическою  парою  съ  первымъ  членомъ.  Въ  этомъ  случа* 
<1исло  степеней  свободы  ц1шк,  состоящей  нзъ  *1  членовъ, 

М'  =  а  -н  |1  —  1. 

Действительно^  кшкдый  членъ  ц'Ьпи,  взятый  отд^льно,  им'Ьетъ  II  степеней 
свободы,  т.  е,  движен1е  его  оиред^Ьляется  |а  независниымн  между  собою 
параметрами,  а  поэтому  п  членовъ.  ннч-Ьмъ  между  собою  не  связанныхъ, 
ижЬютъ  г?|1  степеней  свободы.  Введен1е  определенной  кинематической 
пары  равносильно  установлен1ю  |л  I  услошй  связей  между  кинематиче- 
скими параметрами.  Между  и  членами  существуютъ  и  — 1  кинематпче- 
скихъ  паръ,  и  введен1е  нхъ  равносильно  установленш  {п—1}  {\1 — 1) 
условШ  связей  между  кинематическими  элементами;  поел*  этого  у  ц*пи 
остается: 


М'  =  ^щ  —  (п  —I)  О  —  1)  =  н  ч-  }1  —  1 


(292) 


степеней  свободы  *).  Предположимъ  тепер[.,  что  гг^.пь  замкнута  помощью 
опредЬлеиной  кинематической  пары,  соединяющей  посл1'ангЙ  членъ  съ 
первымъ;  такое  замыкаше  равносильно  установлен1В)  ещер  — 1  зависимо- 
стей между  кинематическими  элементами,  ц  у  кинематической  ц^пи 
остается 


М  =  М' 


1 


степеней  свободы.  Съ  другой  стороны,  очевидно,  что  кинематическая  ц+лть, 
остающаяся  свободною  въ  прос'^1анствЬ,  въ   которомъ  происходить   дви- 


')  Зд^сь  предполагается,  что  между  услов1ямп  связей  п'Кгь  тождествен- 
ны хъ  между  собою.  Въ  4;  2Ш  будетъ  тошгЬе  выяснено»  что  гл'Ьдуетъ  подт* 
зтиыъ  подразумевать. 


—    184   — 


жеше,  т.  е.  въ  которомъ  вс1;  твердыя  т^ла  имЬюп!  |д.  степеной  свободы, 
не  можетъ  нмЬть  меньше  этого  адсла  степеней  свободы,  и  она  будетъ 
им'Ьть  ато  число  степеней  свободы  только  въ  томъ  случае,  если  между 
ея  членами  ке  будетъ  возможно  никакое  относительное  движен1е  и  ц1и1ь 
6уде1"ь  представлять  одно  неизмЬняемое  гЬло.  Птакъ,  окончательно  на- 
ходимъ: 

М  =  гг,    если    п  ^  р,  1 

М  ^=  р1,    если    п  <  |А    ( 


(293) 


Двойственность  полученнаго  результата  можно  себ*  объяснить  еще  гЬмъ, 
что  когда  «<р.,  то  при  замыкан1и  ц1л1и  вводятся  тшая  (1  —  1  услов1я 
связей,  меаду  которыми  непременно  н  1аеоторыя  окажутся  тождественными 
съ  предыдущими  пли^  вЬрнГ.е,  окажутся  сл'Ьдств1ЯМИ  изъ  предыдуо^ихъ. 
Изъ  услоы'й  (293)  мы  заклшчаемъ,  что  для  того,  чтобы  была  возможна 
относительная  подвижность  :«ежду  членами  ц^ии,  необходимо 

а  для  того,  чтобы  эта  относительнал  подвижность  была  определенная,  т.  е, 
чтобы  ц'Ьпь  кроме  р.  степеней  свободы  твердаго  гЬла  им1иа  еще  одну 
степень  свободы  (элементъ»  опред1шяющ1й  деформац1ю  цЬпи),  необходимо 


П  =:  ^1  Ч-  1, 


(294) 


Если  у  такой  д'Ьпи  одинъ  членъ  будетъ  закр'Ьпленъ  неподвижно,  то  у 
нея  будутъ  отняты  вс^  |1  степеней  свободы  твердаго  гЬла  и  останется 
возможнымъ  только  определенное  движен1е  0ста,1ьныхъ  членовъ  относи- 
тельно веподвижнагу,  Въ  этомъ  случаЬ  кинематическая  дЬпь  обра- 
щается въ  механизма 

Соединяя  ж%  предыдущая  разсужден1я  вэгЬсгЬ,  получаемъ  слЗДющую 
теорему:  Простая,  замкнутая  кинематическая  цЬпь  съ  онредЬ- 
ленными  кинематическими  парами  им'Ьетъ  столько  степеней 
свободы,  изъ  сколькихъ  членовъ  она  состоитъ,  если  только 
число  ея  членовъ  не  меньше  числа  степеней  свободы,  которое 
можетъ  имЬть  въ  данномъ  иростраоствЬ  каждый  членъ,  взятый 
въ  отд*льности.  Эта  кинематическая  цкпь,  по  закр*плен1И 
одного  изъ  ея  членовъ  неподвижно,  обращается  въ  механизмъ, 
если  число  вскхъ  ея  членовъ  на  единицу  больше  числа  степе- 
ней свободы  каждаго  члена,  взятаго  въ  отдельности, 

Разсмотр'Ьнную  въ  этомъ  параграф!»  ц^пь  мы  будемъ  называть  пол- 
ною кинематическою  ц^пью. 

3.  21 Ь  Изъ  сколышхъ  членовъ  состоитъ  полнаа  кинематическая    д-Ьяь  на 

•лети,  могущая  аакр^плешемъ  одного  изъ  ея  чяеяокъ  оОрГццаться  въ  ме- 

^  Отв.:  Изъ  четырехъ  членовъ,  потому  что  ^х^^З»  Одыпмъ  изъ  важ- 

лрим^ровъ  тавой  ц1ии  служить  четырехчленная  шарнирная  ц^ъ 

(МсШ  шарнирный  пвтыреассторонникъ*ЧзЛ17),  т.  е.  система»  со- 
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стоящая  изъ  четырехъ  твердыхъ  тклъ^  соедивенныхъ  между  собою  посл^дова- 
телъно  вращат1?лы1Ы  ?1п  кпнематичесЕШин  парями  съ  параллельными  осями.  Мво- 
жеетво  пзв'Ьстныхъ  мехпиизмовъ  цредставляютъ  частные  случаи  такой  ц-Ьпн 
(см.  прпкладпую  кппематику). 

Э.  212.  Изъ  сколько хъ  членовъ  состоите  полная  кинематическая  ц^пь  па 
плоскости,  если  ея  члены  соединены  только  поступательными  парами?  Оти< 
Изъ  трехъ  членовъ;  потому  что  члепы  такой  ц-Ьпи  представляютъ  тЬла,  ко- 
кормя  м о гутъ  совершать  только  прямолонеЙно-поступательвыя  двпжен1я  одднъ 
относительно  другого»  такъ  что  и  =  2,  Примеч.  Это  раасуждеше  не  проти- 
вор-Ьчитъ  сказанному  въ  зада^Нъ  211,  хотя  нааалось-бы^  что  между  двумя  ц'^ 
пями  должна  существовать  аналог1я:  ад^сь  только  посту пательныя  пары,тамъ 
только  вращательньш;  но  разница  въ  томъ*  что  при  помощи  двухъ  враща- 
тельыыхъ  даръ  можетъ  быть  составлена  пара  вращений,  эквивалептная  посту- 
пательному перем11Щвн1ю,  между  гКмъ  каь-ъ  поступательными  парами  ника- 
кое врап1ательное  перем'Ьщен1е  получено  быть  не  ноясетъ. 

3.  213,  Члены  цйпи  им-Ьютъ  общ^^ю  веподоижную  точку.  Изъ  сколькихъ 
членовъ  состоить  полная  кипематическпя  ц^оь,  обращающаяся  въ  механиэмъ? 
Отв,:  Изъ  четырехъ  ч;1еяовъ,  потому  что  ^1гзЗ.  Прим-Ьромъ  такой  цйпи 
можетъ  служить  „сферический  сочлененный  четыреxсторонникъ^ 
т.  е.  система  четырехъ  твердыхъ  ткть,  соединенныхъ  между  собою  последо- 
вательно шарнирами,  оси  которыхъ  сходятся  въ  одной  точк^^.  Такая  ц:Ьпь 
изображается  на  сфер^  четырьмя  дугами  большихъ  круговъ,  откуда  и  назва- 
ше.  Частный  прим^^ръ  такой  цЬиш  представляетъ  шарниръ  Гука  (см,  при- 
кладную кинематику). 

3.  214,  Т4ла  им-Ьютъ  общую  вольную  ось,  т.  е.  могутъ  и  вращаться  около 
нея  и  двигаться  поступательно  вдоль  нея.  Изъ  сколькихъ  членовъ  состоигь 
полная  ц'Ьпь?  Отв.:  Изъ  трехъ  членовъ,  потому  что 
р.  =2.  ПрШкгЬръ  вя  этотъ  случай  представляетъ  вин- 
товая кинематическая  ц'Ьпц  гд^  члены  соединены 
между  собою  винтовыми  парами  съ  общею  осью,  но 
съ  различными  парамеграмп  винта.  На  фигур-к  112  эта 
ц^пь  представлена  въ  схематическомъ  вид^;  нужно 
представить  себ"Ь,  что  члепы  ^^^  и  А^  А^  и  Л,,  А^  я  А^ 
соединены  между  собою  никто вымп  парами  различна^ 
го  параметра  и  что  одинъ  иаъ  членовъ  з*Д&р^пв^<?^^а 
ыепадвпжнымъ. 

3.  215,  Каждый 
членъ  ц%гш  предста- 
вляетъ собою  плос- 
к1й  шарнирный  че- 
ты рехстор  он  никъ  х^^  \  /  * 
(зад,  211).  Сколько 
такихъ  членовъ  со- 
де ржптъ  полная  кн- 
нематичес1сая  ц-^^пь 
на  плоскости?  Отв.: 
Пять  членовъ,  пото- 
му что,  по  формуле 
1293),  IX  ==4  (фиг,  113]. 
3.  216,  Члены  ц-Ьп и— твердый  гЬла,  которыя  могутъ,  ваятыя  въ  отд-кльно- 
сти,  вакъ  угодно  двигаться  въ  простраиств*  трехъ  идм^ренШ.  Изъ  сколькихъ 
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//•л-,/.|^/#   Ащ///,^(4    'АМН    Ау»4^   ?АМ/МЩ'Г^ 

'^пп,  иип^  1г%ш,  п^  щ^/м^п,  п$^Ь9и  Ф^пип^.   ^  кг^^тН^  с»гу}ода.  готоят 
'^^^  /<^/у  щф^п  //^'*  ч^^^иао  /^л^г*1Г^И    /,й^/^/дм.   ^/^и   состаыметь   одно 

(И  -  </  ^ми  //  '    (А   -  1/с  1 

/1,*^^  М/N^  'Г^/^^/м  \т^*щац1ии>и'щн^  иШ*  была  !И<!ха11ЯЗмомъ,  т.  «\  обла- 
ЛМ.^г*  щцфц^^^мит^  ищттиппш,  ш»Ы>  гоп!  какг  одииъ  (зя  тленъ  6у- 
/«••^^  ммЛ|г(.1И<'«||  М^Имдмилио,  I,  м.  у  11^1  Оуд!!'!^  г^тиято  |х  степеней  сво- 

Й1  -    и    »    1 . 

1||ИН)||  И).  1*|ИИИ1ии1и  |'1.  мумирм!..  рттмотрЬннымъ  иг  }( 14)7,  число  члс- 
иимь  и1н)И  1ин|п||И|ИЧ1  м  ИИ  Ч1ИМ()  иихидищихгя  нъ  киноматичс- 

1<НИ^||   ИИ|ИИ1<   И'ИИИИИИИ.   гИЧИЧИ'й   оиоОиды. 

Тии\)1«  |Иии«  мы  \\\н'М).  М1«<иииип«  игиолион^ 
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ЯИН1ЯМИ,  кйсающвмися  другъ  к^ь  другу  въ  одной  точк*;  иа^еса  И1гЬютъ  по- 
этому одно  отиосптелъно  другого  дв^  степени  свободы,  такъ-что  11/;=  1,  п^=*Л 
(включая  сюда  кеподвижяое  гЬдо, 
въ  которомъ  нращаются  оси  ко- 
лесъ).  Ь)  Система  шатуна  и  мо- 
тыля въ  схематкческомъ  вид'Ь 
(фиг.  1Н|:  ВС  мотыль,  АВ  ша- 
тун ь,  у  котораго  коноцъ  А  дви- 
гается до  прямой  ВЕ;  т.  е,  членъ 
АВ  имйетъ  относительно  непо- 
двияшаго  члена  ВЕ  дв-Ь  степени 
свободу. 

3.  21В,  Указать  изв^Ьствмй  механизкъ,  служащгн  нрим^ъромъ  неполной  кк- 
ие11атическо!$  ц1пп  въ  пространстве  трехъ  изм%реи1й.  Отв.:  „Безконечный 
виптъ"  (соединение  винта  съ  зубчатимъ  колесомъ),  служащ1Й  для  передачи 
вращен1я  съ  одной  оси  на  другую,  съ  нею  ненересккающуюся.  Вдксь  касап1е 
зубца  к"1»  внптовпй  пар-Ьзк-Ь,  разс\'шдая  теоретически,  происходить  въ  одШ'И 
точк^,  т,  е.  это  квсан1е  представляетъ  кинематическую  пару  съ  пятью  степе- 
нями свободы  (§  196);  поэтому  1У?=4,  я:=1б-|- 1  —  4=3  (включая  неподвижное 
гЬло,  въ  которомъ  вращаются  опп  винта  п  колеса). 

209.  Тождественныя  К11не11атичесн1я  пары*  Если  три  члена  ц1ит.  Л^. 
А^,  Ащ,  согдипены  между  собою  послЬдовательно  такЕМЪ  ооразомъ,  Ч1^о 
членъ  Л^  илг1;етъ  относительно  Л,  т*  же  самыя  степени  свободы,  какъ 
и  Лд  относительно  Л р  то  клнгмнтическ1Я  дары  называются  тождествен- 
ными. Въ  :^томъ  аучаЬ  существующая  у  А^  подвижность  относительно  А^ 
не  увеличиваетъ  его  подвижности  относительно  ^^  а  поэтому  одинъ  изъ 
нленовъ  цКии  можетъ  быть,  безъ  измЬнен1Я  общаго  чпсла  ея  степеней 
свободы,  выброшенъ. 

Для  пояснения  разсмотримъ  сл^Ьдующ1е  примеры, 

^1ленъ  Ау  соединенъ  съ  А^  Еращате.1ьною  парою  съ  осью  вращен1я  /: 
членъ  Лд  соединенъ  съ  А^  врап^ательною  парою  съ  тою  же  осью  в  ра- 
щен! я  (фиг.  115).  (Мшнидно,  что  тогда  А^  относительно  А^  тоже  можетъ 


А. 

1     А. 

1     Л, 

1 

Фиг.  115. 


Фиг,  ИГк 


только  враща1ъся  около  той  же  оси  /.  Другое  дУо,  еслибы  вращательныя 
пары  им'Ьи  оси  париллельпыя,  а  не  совпадающ1я;  тогда  ато  вносило  оы 
новый  элемеитъ  подвижнпсти:  погту нательное  движен1е,  которое  являлось 
бы  какъ  эквиеален1'ъ  пары  врап1ен1Я. 

Другой  прим1ръ  тождествен  в  ыхъ  паръ:  членъ  А.,  соединекъ  съ  Л,  по- 
ступательною парою  (фиг.  116)  по  на11равлен1ю  (>^:  А^  съ  А^  соединены 
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пиггутт-дьнок»    иарок».  дак»щек»    1Н*|н*м4шеш*'   л  о   тому  же   направле- 

.'1гп,1»  с^Сг|.  1и1а:1*  представип.  Т(1ждественныя  винтовыя  пары:  т  жихъ 
дс1Л21;ни  мыть  нь'шлыа)   оОщад  виш'овая  (»сь,  во  в  обхшй  параметръ  вин- 

1г*Ь0Ги   ДН11Ж1'Ни1. 

Вг  формхлаи.  (:Ч»4)  в  (1*97)  иредволагается.  что  въ  квнема- 
И!Ч1ч1а'|1  и'1.пм  в'Ьтъ  1  ожд^чтвеввыхъ  Еивематвческнхг  ларъ: 
иначг  <<гл  Ф^'рмулы  не  о^1ра^»дывалнсь  Оы.  лотомт-что  ВЕлк>чев1е  каього- 
\11-1Но  чтла  члгновг  сг  ларами,  1;(1Т0рыя  тождествеввы  съ  уже 
с\  шес1вук>Щ11М11  ВЪ  указаввомъ  выше  смысл!,  не  В11м1.вяетъ  об- 
шаго  числа  гтевевеЛ  свободы  Еинематнческой  ц!пн. 

Ож0П1вшш  свободы  сложно!  хннвнжтнческой  ц^пж. 


2Ю.  Смташъ  смям!  «шевсптсм!  цЪн.  Всшук»  слсоснуж*  х^гнема- 
1114*>с1.ук'  и1л.ь  ну.дсно  рассматривать  кап.  состояшуи-  иэт^  основнсЛ  д!лв 
а  1*1аве4.  Мы  Отл*'*^'  Л}>*:*лл1и1агат1>,  чтс>  основная  д^пь  "ешпаутая  е  чт-:» 
ГД1  в1««!  ме  им^А'гг.  с]а^*С^»лыгП'  хониовъ.  т.  е.  он1.  свожмж  Е:н::ахЕ  уп- 
]^«аА'Э\*д|,  Ли'Ж^чм'о,  гож^хщл-  И1Нгматачг^1а1хъ  2а1а.  мл  въ  ^лт^Жх^  хвов- 
«ч4  ::1г1м  глж  ьь  \з^шм  лругкп^  в1.т»г1.  Вся1:у11'  слгжнуж'  г^гь  »:жлс- 
]лх:и1аеши:мг  '««'^'{казг.згь  ридохаляг^  ккчЛ^:'НХ':  ма  -Х5:ввт).'  ж  М1  затхк.  вы- 
^«1^зи1  ц,у^ж$»,л:1Л.'  лм>.*с    ягиимгг.-с  киасо  и^м:9ъ  за  >:ж:5зпт   гзг>. 

Ч^лпржпрь  въ  гзг>^{а:^нко1   е1  -ьерг^гай 

той    'гл'гг^г*     к.жжт    г^сз    ^.Л.^.^^^ 

ре^»:шлт^Ж!Лк1ь  хлгь  '.«:н-:-ззтж.  1  -^$*^ 
ихъ  »4т!5^.  шлж  вяать  за  '^гЯ'.'аятг  х^:з 
ЛьЛ^Л.Л  Л,,    а    .5а    агбтвь  —  ^гЛ^.    зим 

А  а  А^  меацт  о/юю  шаряяр^згь  С  а  г  х 
Ваашо  :5ам^тнтт>  ця  хиьн^дшзго.  что  какъ 
оы  мы  ни  раиагала  •.'ложную  кине- 
«зимческуш  цкаь  ва  (}<:н<}ВН71'  и  на  вЬгвн.  1нсл<^  вЬтвей  у  вея 
мс^егда  бухтъ  охшп  и  тч  ж^.  -по  чЛл,7^тъ  и:гь  того,  тго  число  в-Бгвей 
обуслошлштшткн  чя<:лом'Ь  замкяутмхъ  Ю)Л**лъ.  содержащихся  въ  тбяп.  ц 
всегд;!  на  ♦.•дияицу  меньше  числа  угнгь  колет».  Такъ.  въ  предыдущемъ 
ариукр-к  тлшихъ  колець  щи:  НРВХ'В  и  НСВ'ОН,  Каждый  разъ.  когха 
мъ  ггЬим  В81)дят(:я  иошш  в^тнь.  является  яли  новое  кольцо  или  одн*:'  и:п> 
цр«^жвнгь  ра1:11;и;и'ггя  на   1на. 


211.  МтЛш  ямдмм  вкпм  на  щшело  етя11е1м#  спЛшдм  ВС8§ 
ЧМ1  111и1И.  Мы  иудемъ   сяач;иа    црешолгкпгь,  что  всъ  Епнематпческ1я 
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§  212,  ф.  300. 


пары  оиред1иеЕныя.  Посмотримъ,  кагь  из1гЬаяется  число  степеней  сво- 
боды всей  д1иш,  когда  вводится  в^твь,  состоящая  язь  т  ч2еновъ  В^, 
Д ,  ...  В^  н  соедипенная  своими  крайни^гн  членами  помощью  опред*лен- 
ныхъ  кннематнческнхь  паръ  съ  членами  А^  и  А^  основной  Ц'Ьпи.  Если 
члены  А^  и  ^1^  соединить  непосредственно  определенною  кинематическою 
парою,  то  п^п!»  теряетъ  ^1 — 1  степеней  свободы;  если  же  ввести  проме- 
жуточный членъ  Л^,  то  А^,  помимо  пропихъ  существуюпщгь  связей,  бу- 
детт^  относптельио  А^  пм1>ть  2  степени  свободы,  а  потеря  будетъ  выра- 
жаться числомъ  И-  — 2.  Если  ввести  два  члена,  В^  и  В„  то  А^  будетъ 
имЬть  относительно  А.  :■?  степени  свободы,  а  потеря  будетъ  определяться 
чиаюмъ  ^А  —  3.  Продолжая  разсуждать  такнмъ  же  образомъ  дальше,  мы 
найдемъ,  что  при  введен  1и  вЬтви,  состоящей  нзъ  т  членовъ,  вся  ц^пь 
теряетъ  [л  -  т  —  I  степеней  свободы.  Если  т^\к  —  1,  тс  гЬтъ  никакой 
потери  степеней  свободы.  Если  ш>1х— 1,  то  является  уже  прибыль  сте- 
пеней свободы  на  Ш"(|1  — 1)  едиянцъ  или,  можно  сказать,  отрицатель- 
ная убыль  на  {х  —  т — 1  единицъ.  Нтакг,  допуская  понятте  объ  отрица- 
тельной убыли,  можно  вообще  сказать,  что  введен1е  въ  кинематйч»> 
скую  цепь  ветви  изъ  т  членовъ  съ  определенными  кинемати- 
ческими парами  понпжаетъ  число  степеней  свободы  всей  цепи  на 

р  =  ^~т—  I  (298) 

единицъ, 

212.  Число  отепеней  свободы  сложной  иинематической  цепи.  Пусть  бу- 
детъ //  ЧИСЛУ  члеппвъ  основной  ц]»ип,  ш^,  Ш2,  , . ,  ш^  число  нленовъ  ея  / 
ветвей,  такъ  что  все  число  членовъ  цепи 

У  =  П  Н-  «^^  Ч-  //*.  Н-  .  .  .  II»,. 

Формула  (298),  въ  связи  съ  формулою  (293),  даегь  следующее  число  сте- 
П1'пей  свободы  сложной  кинематической  цепи  съ  определенными  кинема- 
тическими парами: 

М  =  л  —  (}1  —  т^  —  1 )  — (^1  -  та  —  I )  —  - . .  —  (!*  — т,—  1) 

=:  /( ч-  т^  ч-  ш^  -I-  ...  т,  —  /  (р.  —  1) 

=  Л^-/(а    -1).  (299) 

Для  того,  чтобы  эта  цЬпь,  по  закреплен! и  одного  ея  члена,  обраща,1ась 
въ  механпзмъ,  необходимо,  чтобы  (§  207) 

а  поэтому 

Л'  =  »!  -ь  1  Ч-  /  О  —  1)  ^  О  -^    1  *  (I*       II   ь  2.  (300) 

Мы  видимъ  такимъ  образомъ.  что  сложиаа  кииематнческая  цеиъ  съ  опре- 
деленными кинематическими  парами  и  съ  дапнымъ  чигломъ  ветвей.  д,1я 
того  чтобы  быть,  по  закреплен1и  одного  изъ  ея  членовъ,  «механизмомъ*, 
до,1Жна  содержать  определенное  число  членовъ. 
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Такими  же  разсуждешями,  какъ  въ  §  208,  легко  у64диться,  что  въ 
случае  существован1я  избытковъ  степеней  свободы  въ  кинематическихъ 
парахъ  число  ея  членовъ  уменьшается  на  число  всЬхъ  избытковъ  и  фор- 
мула (300)  принимаетъ  видъ: 

.V  =  (г  -I-  1)  (^  _  1)  ч-  2  —  1А-.  (301) 

Понятно,  что  тождественный  пары  (§  209)  зд'Ьсь  не  предполагаются. 

Дальнейшее  изучен1е  кинематическихъ  ц^пей  относится  уже  къ  области 
прикладной  кинематики  (теорш  механизмовъ)  и,  согласно  нов^йшимъ  ме- 
тодамъ  изсл*дован1я,  введеннымъ  въ  эту  область  Рёло  (Кеп1еаих),  слу- 
жить ей  основашемъ. 

3.  219.  Показать,  что  псявая  кинематическая  цкпъ  на  плоскости,  съ  опре- 
деленными кинематическими  парами,  если  она  служить  механизмомъ,  содер- 
житъ  четное  число  членовъ  (включая  сюда  неподвижный). 

3.  220.  Семь  сочлененныхъ  шарнирами  плоскихъ  фигуръ  образуютъ  зам- 
кнутую ц-Ьпь.  Указать  различные  способы  введешя  такихъ  ветвей,  который 
превращали  бы  ее  въ  механизмъ. 


ОТДЪЛЪ   ВТОРОЙ. 
Оенован1я  кинетики  матерьяльной  точки. 


г  .1  Л  В  А     \\ 

Основный  положен1я  механики. 

Происхожден1е  11онят1я  о  сил*, 

213.  Матерьяльнан  точна.  иабл№деЕ1с  и  оиытъ  показмваютъ  вамъ^  что 
тЬло,  находящееся  въ  покоЬ,  если  оно  не  приходить  въ  неоосредствен- 
ное  сопри1с0сновен1е  съ  другими  г1.ламн  или  если  къ  нему  не  прибли- 
жаются друг1я  гЬла  на  достатопно-близк1Я  разстгшй1Я,  остается  въ  состоя- 
ши  покоя.  Если-же  гЬло  находится  въ  движенгп^  то  йто  двшкен1е,  по 
скольку  оно  касается  общаго  110ложен1Я  тЬла  въ  пространстве,  прямоли- 
нейное и  раином'Крное,  т.  е.  или  всЬ  точки  т1*ла  совершают!»  прямоли- 
нейное н  рапном  1.ряое  движен1е  съ  геометрически  равными  скорост'яни 
или  но  кайней  м^Ьр'Ь  въ  гЬл^  существуетъ  одна  точка,  двигающаясл  пря- 
молинейно и  равномерно,  прнчемъ  друпя  точки  ткш  совершаютъ  относи- 
тельно этой  точки  уже  болЬе  пли  менЬе  сложныя  движения.  хара1ггеръ 
которыхъ  ири  атомъ  не  всегда  бываетъ  возможно  усмотреть  изъ  наблю- 
денш  п  бпыта.  Въ  началЬ,  для  упрощен1я  изсл-Ьдованш,  мы  не  будемъ 
обращать  вниман1я  на  эти  посл^Ьдтя  движен1я,  т,  е.  будемъ  предполагать, 
что  М'кто  тЬла  въ  пространств'Ь  можно  оиред1ишть  мКстомъ  одной  его 
точки-  Эту  точку  ыы  будемъ  называть  матерьлльною  точкою.  Прн 
эагЬнен1и  тЬла  матерьяльной*  точкою  обыкновенно  предиолагается,  что 
разм'Ьры  тУа  достаточно  малы  въ  сраннен1и  съ  размерами  путей,  про- 
ходимыхъ  его  точками,  хотя  это  и  не  всегда  необходимо.  Во  всякомъ 
случа!»  отсюда  еще  не  сл-Ьдуетъ,  чтобы  гЬло  предполагалось  непрежЬнно 
весьма  малымъ  для  напшхъ  обычвыхъ  иредставлен|й  объ  измЬрен1яхъ. 
Тага,  напр.,  планеты  могутъ  быть  разсматриваемы  какъ  матерьяльныя 
точки,  когда  изучается  ихъ  движея1е  около  солнца, 

214.  Занонъ  11нерц1и.  Матерьяльная  точка,  если  она  не  подвер- 
жена ВЛ1ЯН1Ю  другихъ  тклъ,  Т.  0.  всли  она  достаточно  отъ  нихъ 
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уднлмпи,  или  остается  нъ  покоЬ  или  движется  прямолинейно  и 
ранпомЬрно.  Попятно,  что  этоп.  законъ,  хотя  онъ  и  установленъ  на 
ос||о|1аи1и  иаГ)ЛИ)Д('н1я  и  опыта,  не  можеп.  быть  въ  точности  наблюдаемъ 
И1.  природ!.,  и  притом'!»  по  днум'ь  причинам!,:  во-первыхъ  нельзя  считать 
кикое-лиГю  гЬло  нполнЬ  илолиронаннымъ  отъ  вл1яшя  другихъ  т4лъ;  во- 
иторых'ь,  И11Г)лн)дат(М1.  сам'ь  находится  въ  движенш,  и  поэтому  всЬ  наблю- 
даемый имь  диижен1я  относительны.  Т'Ьмъ  не  мен^е,  мы  не  сомневаемся 
ш.  пЬрнооти  лакона  ииер1ии  на  томъ  основаши,  что  ч^мъ  бол^е  мы  ста- 
нпмь  гЬло  1п.  ириполагаемыя  выше  идеадьныя  услов1я,  гЬмъ  ближе  дви- 
Ж(Ч|1(»  гЬла  гл'Ьдуегь  закону  инерции. 

215.  Сила.  Признаком!,  того,  что  двигающееся  гЬло  не  подвержено 
иоеп>роннимь  1и1МН1ммь,  являет1*я,  по  закону  ннерщп,  постоянство  вели- 
чины и  наира1иен1я  скорости;  а  всякое  такое  вл1ян1е  сводится  къ  изм*- 
иен!*)  или  тмнчинм  иди  направления  скорости  или  обонхъ  этнхъ  ея  эле- 
мент\»иъ  однов|н^менно.  Такимъ  (юразомъ.  можно  по  этому  нзм^нешю  су- 
дить о  1\»мг  дКйотн1И,  которсч^  оказмвак^тъ  окружаюпия  гЬла  на  данную 
мап^рьяльную   п^чку,  дКйстти,   которое   принято  называть  д-Ьйствхемъ 

0|1ДЫ« 

Д*(1огн{о  силы  оостоитъ  въ  гоометрическомъ  изм^ненш  скорости, 
г.  о.  нь  соо6и1ен1и  матерьяльной  точб1;  усБорен1я. 

Копч^гвонтч  ради  ир1кт»ты,  принимать,  чт\^  сила,  или  точнее  го- 
пори,  число.  и;^м^ря1)щео  д^йствео  силы  на  матерьяльную  точку 
иропор1иоиАЛ1»ио  ТСКОрОВ1Ю. 

11^  1м1ИМки№т1Ь|,  1^ь  природе  н^гь  однооту^ронЕяго  л:иств1я  силы 
<№Л1  пршохттйо  охиой  жич'рьяльвой  ту^чки  вызываогъ  у  другой  мат^рьядь- 
м1  п>1К»  тс»>ре»н\  п>  в  1>((^ратво,  эта  впирая  точка  вызываегь  ускорь- 
1||^  т  №|мк41  жт^рыиыюй  пьчвв.  Дв^  ки^рыишыгь  точки  оказывагть 
дОКПГ^  м  дртш  в^ав1101^йств1о.  м  с«л:31  есть  ж^ра  такого  вханмох^г- 
спЬк  Птакк  С4иы  ама^пга  прк  клучоЕ11  1вжхен1я  ткгъ  ::опарв  \ 

1>с«\^вкоо  соложев1е:  1в*  силь^  в^аимолЯств!!  межху  хвухг 

)1%П^|кМД^Ви11В   ГОЧКахМ   р:1В1);, 

(17«  США  ШКV  «НПрг.    М;1ГермиЕ)|Х^   ГГ^са   1т1еТ>  въ   Хл^Н':^!    х> 

«|рюки^г^  кму  х*::?д*л-в;:    1$!::$:*  гж-г»:.  Тхпзгъ  >:^к&5:г^.  .г^л 
ч1(|  1Л\Ал:  »:^г:?А-:12Х   -тг!.!^^:^:::!  юггтохг»*^  г.тел.  I;:.  }  - 

С4ЦГК 
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соединяющей  эти  точки.  Поэтому  дв*  силы  взаимод^йств1я  не  только 
равны,  но  н  лежать  на  прямой,  соединяющей  матерьяльныя 
точки,  II  направлены  протнвуиоложно  другъ  другу;  такъ  что  век- 
торы, ихч.  изооражаюпце,  имЬилт»  геометрическую  сумму  равную  нулю. 


Иам4рен1е  сил%. 

218.  Кинетическое  происхождеи1е  понят!»  о  маесЪ.  11аблв>ден1е  и 
оаытъ  показываютъ,  что  дв'Ь  матерьяльныя  тон1а1,  М^  и  Л/.^,  окааываю- 
пия  другъ  на  друга  нзаимод^йстнгЧч  аолучаикгь  въ  одинъ  и  топ>-же  про- 
межуто1;ъ  ирем<.*ни  А/  геол1етрическ1Н  прнращеигя  скорости  тг,  и  тг^а,  не 
равныя  между  собою;  а  ел  1;дователько  и  ускорен1я  ахъ. 


и\  =  Ит. 


л7 


ш 


не  равны;  а  такъ  какъ  соотв'Ьтствующ1я  этимъ  ускорен1ямъ  силы  равны, 

то,  значить,  ко,-|ффпц1енты  прсшлршональпостн   между   силами    и  ускоре- 

ншми,  ш^  и  ш^,  рахшчны,  Птакь,  означая  общую  величину  силы  черезъ 

1\  им'Ьемь: 

Р=  т^м^  =  т.,ц\.  (302) 

Коэффиц1ептъ  проиорцшнальностн  между  числомъ,  изм'Ь* 
ряющнмъ  силу,  и  числомъ,  11зм1|ряющимь  ускорен1е,  назы- 
вается массою, 

Такъ  какъ  отношеше  между  силою  и  ускореп1емъ  д.1я  1гаждой  ма- 
терьяльнпй  точ1а1  величина  постоянная,  то  можно  сказать,  что  каждая 
матерьяльная  точка  обладаеть  опред Нленною,  постояпною 
массою. 

Равенство  (302)  показываетъ,  что  массы,  соотв*тствующ1Я  днумъ  ма- 
терьяльяым!!  точкамъ,  оказываюищмъ  взаимод1>йств1е  другъ  на  друга, 
обратно  иропоршон^иьны  ускорг'И1ямъ.  Выразивъ  массу  точки  Ъ1^  какимъ- 
аибудь  произвольвымъ  чнсюмь  и  зная  ускоренгя  об'Ьигь  точекь,  мы  най- 
демъ  по  формул'Ь  (302)  массу  точки  М^. 

219.  Единица  массы.  Иоставнмь  на  м'Ьсто  точки  М^  какую-нибудь 
третью  матерьяльную  точку  Л/».  11аблюден1е  и  оныгь  показываютъ,  что 
въ  атомь  случаЬ  точка  М^  будеть  им1.ть  иное  ускорен1е,  ч4мъ  прежде; 
откуда  можно  заключить,  что  теперь  и  силы  взаимодкйствШ  друпя.  По- 
добно прежнему,  мо;кно  написать: 

Г  =  т,п\'  =  т^н^^  (303) 

и.  зная  оба  ускорен1я,  по  массЬ  первой  точки  определить  массу  третьей 
точки.  Итакъ.  достаточно  выбрать  опред1»ленное  число  для  массы  одной 
матерьялъной  точки,  чтобы,  измЬрля  ускорешя  и  основываясь  на  пропар- 


.•л »:" 


■:-Дг- 


д«т:тм1*    смс     • 


.■■■;..         : ..    Г1>г- 


»  :      :      :• 
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§  222,  ф.  305. 


Указанная  въ  этомъ  параграфе  точка  зр1>н1я  была  устаномена  Га- 
лилеемъ  п  Ньютокомъ,  въ  особенности  посл1>двкмъ  въ  его  сочяневш: 
«РЫ]о5орЬ1ар  11а111га1|&  рГ1ПС1р1я  таИхетаИса^  (1*)86  г.).  Далыпе  мы  бу- 
дёмъ  по  В03М0ЖН0СГИ  ея  придерживаться,  помня  однако  ш^^,  въ  какомъ 
условномъ  смысл'Ь  можно  принимать  одностороннее  д'Ьйств1е  С1иъ. 

221.  Единица  силы.  Въ  такъ  назынаемоЙ  системе  абсо.1к>тныхъ  единицъ, 
гд*  за  единицу  времени  принимается  секунда,  за  единицу  д.1икы  санти- 
метръ,  а  за  единицу  массы  граммъ — масса  (§  219).  единицей!  силы 
считается  гаксш  сила,  которая  гЬлу,  игЬющему  мад:су  въ  одинъ  граммъ, 
сообщаетъ  ускорен1е,  равное  одному  сантиметру,  когда  это  ускорен1е  рао 
чигано  на  единицу  времени— секунду  (единица  ускорен1я  см.  §  158)»  Та- 
ь"ая  сила  на:АЫвается  динъ. 

На  практик!,  часто  разсматриваштся  другш,  такъ  называемый  в'Ьсо- 
вын  единицы  силы:  граммъ,  кнлограммъ,  фунтъ  и  т.  п.  Весовая  единица 
силы  1'сть  такая  сила,  которая  г1;лу,  имеющему  массу,  равную  единиц^., 
сооГицаегь  ускорен [е  //  силы  тяжести,  т.  е,  то  угкорен1е,  съ  которымъ  гКла 
падаютъ  на  земной  поверхности,  когда  на  нихъ  не  дЬйствують  никакк 
сопротив.1ен1я.  Это  ускорен1е  не  одинаково  во  ясЬхъ  точкахъ  земной  по- 
верхности: всл'Ьдств1е  Сжат1я  земли  и  ея  вращен1я  около  оси  ускорен1г' 
меняется  съ  географическою  широтою  '^;  оно  аависитъ  также  отъ  высоты 
Л  падашщаго  г1;ла  надъ  уровнемъ  океана*  Для  этого  ускорен1Я  изъ  опы- 
товъ  выведена  следующая  формула,  выражающсш  его  въ  сантиметрахъ: 

(/  =  980,  6056  —  2,5028  сов  2ф  —  О.ОООООЗ  к  сантимефовъ.     (305) 

Приблизительно  можно  принимать  //  =  981  сантиметру.  Такимъ  обра- 
воиъ,  при  той  же  единиц'Ь  массы,  в1|С0Еая  единица  силы  иъ  981  разъ 
больше  «абсолютной»,  потому  что  весовая  единица  одного  грамма  есть 
сила,  сооещакяцая  граммъ-массЬ  ускорен]е  въ  981  едини цъ,  т.  е*  она 
равна  081  динамъ. 

1  кнлограммъ  :=  1000  в'ковымъ  граммамъ  =  981000  динам^ь; 

1   фунт'Ь  =409,510  вЬсовымъ  граммамъ  =  401310  динамъ. 

ЗамКтимъ  ее1е,  что  если  в'Ьсъ  гЬла  выраженъ  въ  граммахъ,  то  его 
масса  измеряется  гЬмъ  же  числомъ  едини  цъ,  какь  и  его  вЬсъ. 

Сложешв  силъ. 


222.  Принципъ  неэависишости  другъ  отъ  друга  а%йст61И  гЬсколькихъ 
силъ,  Уско]>ен1('  1П*  днижеи1и  матерьяльной  точки  можегь  явиться  пмдъ 
вл1ян1емъ  нЬсколькихъ  окружающнхт»  ея  т+.лъ,  т*  е.  им+.ть  своею  причи- 
ною несколько  силъ.  Въ  такомъ  случаЬ  яв.1яется  вопросъ:  въ  какой  м1;р'Ь 
каждая  ияъ  силъ  обусловливаеть  ускоренге  топки.  0тв'|1тъ  на  это  ножстъ 
быть  осиованъ  только  на  наблюдеши  и  опыт!.,  такъ  какъ  мы  не  вмКемъ 
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ннкакихъ   теоретцческихг  основанШ   судить  о  томъ,    влшетъ-ли  д'Ьйств1е 

одной    НЗЪ  1:11Л1.    на   д1>ЙСТВ1е  другой,   или    И%Т1,,    Ньютономъ,     н    новиди- 

ному  одновременно  съ  ннмъ  Варииьономъ,  на  основан1И  онытныхъ 
данныхъ  установлеаъ  принцнпг:  д'Ьйств1е  каждой  нзъ  сндъ  на  ма- 
терьяльную  точку  на  зависит!,  отъ  того,  находится  лн  эта  точка 
въ  локо*  или  въ  ДВНЖ6Н111,  а  въ  посл4днемъ  случа/Ь  не  зави- 
ситъ  отъ  того,  тгЬетъ  лп  уже  эта  точка  ускорен1е  или  в1»тъ. 

Для  выяснен1я  этого  принципа  представимъ  себЬ  сисп'му  матерьяль- 
нухъ  тичекъ  31^^  М^,  31^  ....  и  иредположимъ,  что  эта  система  нахо- 
дится нъ  С0СТ0ЯН1И  поступательна  го  двпжен1я,  такъ  что  1му1  точки 
им1^штъ  въ  данный  моментъ  времени  геометрически  равный  скорости  и 
геометрически  равныя  ускорен1я  и?\  Эти  послЬдн1я  ложно  предсгавить 
себЬ  происходящими  отъ  дЬйств1я  параллельеыхъ  силъ  /*',.  1'\,  /д,...  про- 
норщональныхъ  массамъ  точекъ  системы: 

При  этомъ  каждая  изъ  этихъ  точекъ  находится  въ  состоян1И  отно- 
Сйтельнаго  покоя  по  отношенш  ко  вс1^мъ  остальнымъ,  Полоншмъ 
теперь,  что  на  одну  изъ  точекъ  системы,  точку  31  ^  съ  массою  ш^,  нача^та 
действовать  новая  сила  ^^^^'  не  Е1Л^ян^п^ая  на  Д'1.йств1е  другихъ  точекъ: 
тогда  эта  точка  получить  относительное  ускорение  /г". 

Высказанный  выше  привщшъ  Пькггона  состоитъ  въ  томъ,  что  дНй- 
ств1е  СИЛ1.1  1''\  а  поэтому  н  зависящее  отъ  еея  ускорен1е  будетъ  то  же 
самое,  какъ  если  бы  точка  31^  раньше  находилась  въ  абсолютномъ 
ноко'Ь;  т.  е. 

223,  Законъ  слошен1в  двухъ  силъ.  Изъ  этого  принципа  вытекает^^  за- 
конъ  геометрического  €ложен1я  силъ  или  такъ  назы».  «парадлелограммъ 
силъ».  Изъ  кинематики  мы  знаемъ,  что  ускорен1е  въ  сложномъ  движен1и 
точки,  зависящемъ  отъ  переноснаго  и  относительнаго  днин;ев1й,  въ  томъ 
случаЬ,  когда  переносное  движен1е  поступательное  <Й§  1Ь9  и  170),  есть 
геометрическая  сумма  ускорений  слагаемыхъ  диижснШ;  поэтому,  означая 
ускорен1е  абсодютнаго  движения  точии  Л/,  черезъ  «\  им'Ьемъ: 

|7'  =  « '  -ь  I?  (306) 

Это  ускорен1е  можно  представить  соб!»  проходящимъ  оп»  непосред- 
ственнаго  дЬйств1я  на  точку  ЗI^  силы 

Умноживъ  об1.  части  равенства  (30(1)  на  ж^  и  принявъ  во  вниманге, 
что  силы  изооралиштся  векторами,  отлож(.шными  по  направлен1ямъ  зави- 
сящнхъ  отъ  яихъ  ускорен1Й,  находимъ: 


Л  =  Г\  -^  Г\ 


(307) 
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§  225,  ф.  ЗЩ 


Называл  Е  равнод-^йствующею  силъ  /\  и  У\  ыош^мъ  сказать: 
равнодействующая    двухъ    силъ    ряцва     нхъ    геометрической 

сумм1;. 

224.  Распространен1е  занона  сложеН1я  на  большее  число  силъ.  Путемъ, 
посл'Ьдоватс'ЛЬттаго  11рим1,Ш'Н1я  тго  Ж'  принципа  иъ  случаю,  1»огда  мате- 
ршльная  точка  нодвержена  д1|йств1ю  нЬсколькихъ  силъ,  можно  придти  къ^ 
П0НЯТ1Ю  [)  равнса'Ьйствующрй  н^сколькихъ  силъ  и  сказать:  Раввод'Ьй- 
ствующая  какого  угодво  числа  силъ,  приложенныхъ  къ  одной  и 
той  же  матер1альной  точкЬ,  равна  нхъ  геометрической  сумм!». 
А  именно,  разсматривая  равподЬйствующую  двухъ  изъ  данныгт^  си-п., 
какъ  самостоятельно  заданную,  и  соединяя  ие  съ  третьеш  силою  Г'\ 
находпмъ: 

Н'  =  Ё-^Г'  =  Р]ч^  Г  ч-  Г"'  (308)1 

и  т.  д. 

Понятно  также,  что,  прнмЬвяя  понят1е  о  разложенш  вектора  на  гео* 
метричесшя  составляющ1я,  можно  представить  себ'Ь  всякую  силу 
какъ  равяод'Ьйствующую  н1.сколы:нхъ  силъ,  хотя  бы  онЬ  и  не 
ин1аи  непосредственно   реальныхъ  источниковъ. 

225.  Тангея1;1альная  и  {центростремительная  силы.  11рим1.яимъ  прин* 
цип'ь  разложев1я  снлъ  къ  какому-нибудь  двнжен1ю  матер1альвой  точки. 
Ускорен!**  точо,  «',  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  геометрическая] 
сумма  двухъ  ускорений,  ^г'- тангеншальнаго  и  ^г"— нормальнаго  (§  10О), 
Г1роисхожден1е  каждаго  изъ  этихъ  ускорен1й  можно  при1гисать  х1^йств1Ш 
отд-ЬльноЙ  силы  и  ускорен1е  *г  разсматривать  какъ  резулы^атъ  равнод'ЬЙ' 
ствуюп1ей.  Разложимъ  тг,  геомет[)1!чсское  прирашен1е  скорости,  которое 
она  иолучаетт.  въ  безконечно^малый  иромежутокъ  времени,  на  ея  геоме- 
трлчесщя  составляющдя  (§  98): 
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Т1'  ^  ДГ  -Н  г 


ш. 


Мы  ноасемъ  сжааать,  что  одна  изъ  составляютихъ  силъ,  Р\  нроиз- 

воднп»  въ  безконечно-малый   элементъ  времени   нзм'Ьнен1е   величины 

скорости,    что  она   направлена   по  касательной   къ  траектории  п  пзм^»- 

ряется  11ронзведен1емъ: 

Аг  г/г       г/  {шг) 


г// 


(309) 


а  другая  составжющая,  Р^\  ироизводигъ  изм1.нен1е  направлен  1Я 
скорости,  наираелена  по  главной  норма.1И  къ  траектор1и  къ  центру 
кривизны  и  измеряется  пронзведешемъ: 

Г"  =  т 


Пт  —  ^  Ш1 


Ш  :=  Ш 


Р 


(310) 


гд1>  ш  угловая  скорости  вращения  вектора  г  или.  всеравно,  угловая  ско- 
рость въ  движении  по  кругу  кривизны,  а  р  рад1усъ  этого  круга  (§§  1»8  и  164). 


—    198  — 


ИтаЕЪ,  тт  Р,  обусловдивающая  неравномерное,  криволинейное  дви- 
зкен1е  матер1альной  точки,  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  состоятая 
изъ  двухъ  сдагаемыхъ:  ^ 

Р  =  ^^  -ь  Г'; 

первая  изъ  нихъ  называется  силою  тангенддальнош,  а  вторая  силою 
нормальною  или  также  центростремительною. 

Такое  ризложен1е  можетъ  Оыти  часто  весьма  полезно.  Меаду  иропимъ 
зам^тимъ  сл[;дств1я.  вытекающ1я  изъ  формулъ  ('^0^)  и  (310): 

Если  на  матер1ал1|Ную  точку  д^йствуетъ  сила,  имеющая  постоянно 
направлен1е  скорости,  то  движенте  прямолинейное;  обратно,  прямоли- 
нейное движен1е  можетъ  оыть  приписываемо  только  сил1ц  по- 
стоянно нм'ЬющеЙ  направленхе  скорости. 

Если  на  матер1альнун>  точку  дЬйствуеп>  сила,  постоянно  иерпендику- 
лярная  къ  скорости,  то  движение  криволинейное,  но  равиом1.рнее;  и  об- 
ратно, криволинейное  равномерное  движен1е  можетъ  быть  при- 
писываемо только  сил'Ь»  постоянно  перпендикулярной  иъ  ско- 
рости. 

226.  Цвштра(5*жная  сила.  Съ  иослЬднимъ  представлен!емъ  связано  по- 
яят1е  о  центропЪжной  сил'Ь.  которое  яв,1яется  при  нзучен1п  несвобод- 
наго  двнжен]я  точки.  Положимъ,  что  матер]альная  точка  какими-либо 
механическими  услоп1ям1!  принуждена  двигаться  по  поверхности,  причемъ 
на  нее  иикак1и  внЫпн1я  силы  не  дЬйствуютъ,  а  также  отсутствуюпэ  ра :^- 
лнчнаго  рода  сопротивлешя,  яеляюнияся  зд^сь  силами  тангенц1альными: 
трен1е,  сопротивлен1е  воздуха  и  т.  и.  Отклонение  ея  отъ  прямолиж^опаго 
движенш  мы  приписываемъ  силЬ,  которую  выше  мы  называли  норм;иь- 
ною  или  центростремительное,  и  которая  ивляется  здЬсь  въ  вид1.  иор- 
мальнаго  сопротивления  поверхности.  Но,  но  принципу  взаимодкйствШ, 
эта  сила  можегь  явиться  только  какъ  иротиводЬйсипе  некоторой  другой 
тл%  ей  равной  и  щтш*  и[ютивуооложной.  ироисхои:ден1емъ  ;^тоЙ  по- 
следней силы  можно  считать  ннерщю  всл1аств1е  которой  материальная 
точка  стремится  поддерживать  примолипейное  движен1е.  Это  стремление 
обнаруживается  давлеи1емъ  точки  на  поверхность,  которымъ  и  вызы- 
вается норма,1ЬНое  соиротивлен1е  поверхности.  Это  д^шлен1е  является  си- 
лою, приложенною  последовательно  къ  гЬмъ  точкамъ  поверхности,  нерезъ 
который  двигающаяся  точка  проходнп>.  и  называется  центробЬжною 
силою.  Мы  ограничимся  пока  атимъ  элеменгарнымъ  объяснешемъ;  бо-тЬе 
точное  же  развит1е  этихъ  понят1Й  мы  увидимъ  въ  аналитической  части 
курса  (§§  305  и  330)* 

Обзоръ  основныхъ  положешй* 

227.  Вопросъ  объ  установлен ш  нринцмпоеъ.  Указанный  въ  этой  глав!» 
ходъ  разсуждешй  им^1>лъ  ц-Ьлью  установить   основныя   11оложен1я   ки- 
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нетики.  Как1е  принципы  механики  считать  наиболее  совершенными  и 
напбо.тЬе  целесообразными,  на  это  существуютъ  рааличныя  точки  зр-Ьшн. 
Во  всякомъ  случа!.  нужно  руководствоваться  сл1\лующнми  требованиями: 
1)  чтобы  эти  положен]Я  были  возможно  гкйо  связаны  съ  непосредствен- 
нымъ  наблюден1емъ  в  опытомъ,  2)  чтобы  они  были  возможно  просты  по 
своей  форм'Ь  и  3)  чтобы,  при  возможно  наимеиьтемъ  чнсл1>  нхъ,  они 
были  достаточны  д.ш  вывода  всего  дальн^йшаго.  Мы  въ  общемъ  придер- 
живались идей,  установленныхъ  Ньютономъ  (§  220),  обративъ  однако 
же  особенное  внимайте  на  относительность  вс^хъ  движентй  и  на  то,  что 
всЬ  силы  представляются  взаимодействиями  между  гЬлами;  такъ  что 
одностороннее  д1;йств1е  силы  можетъ  быть  принимаемо  лишь  условно. 
Въ  последнее  время  начинаетъ  выдвигаться  другая  система  положенШ 
механики,  созданная  нзв1,стнымъ  физикомъ  Хертцомъ  (НеПг)  ')  и  им-Ью- 
щал  своею  исходною  точкою  н-Ькоторый  прпнцкиъ,  называемый  принци- 
помъ  Гаусса.  Эта  система,  имеющая,  благодаря  большему  единству  идеи, 
н'Ькоторыя  преимущества  передъ  Ньютоновскою,  не  отличается  однако  же 
тою  же  простотою  и  элементарностью  и  поэтому,  по  крайней  мир*  въ  на- 
стояшее  время,  едва  ли  можегь  быть  съ  усп^хомъ  проведена  въ  осяов- 
номъ  курс'1;  механики, 

228.  Обэиръ  принятыхъ  въ  этой  глав!  пол(1шен|Я. 

Для  начюа,  съ  цКльш  упрощ^'н^я,  вводится  понят1<'  о  материальной  точк11. 

Законъ  ииерщи^ — результатъ  наблюден1й  и  опыга, 

Отклонен1е  огь  него  приписывается  взаимод-Ьйств1ямъ   между  г11лами. 

Эти  взапмодМствтя  могутт»  быть  изобргшены  векторами,  которые  на- 
зываются силами  и  которые  для  двухъ  взаимодЬйствув^щихъ  матер1аль- 
ных1|  точекъ  равны,  лежагъ  на  прямой,  соединяющей  эти  точки,  и  на- 
правлены противуположно  другъ  другу. 

Сила  пропорцюнальна  ускорен1ю  матер1альной  точки,  на  которую  она 
д^йствуетъ, 

Коэффищентъ  пропорд! овальности  называется  массою. 

Иводится  условное  понят!»»  объ  одностороннемъ  действ! и  силы. 

Устанавливается,  на  основаши  на6людев1Я  и  опыта,  принцнпъ  неза- 
висимости дЬйств1я  силы  отъ  того  состояния  движен1я,  въ  каторомъ  ма- 
тер1альная  точка  находится,  и,  какъ  сл'Ьдств1е  оп^юда»  законъ  сложешя 
силъ. 


Не1пгк-Ъ  НегЬг.  181)4. 
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ГЛАВА    У1. 

Важн:Ьйш1е  элементы  кинетики  въ  прим^неши 
къ  матер1альной  точкЬ. 

Импудьоъ  и  количество  движевоа. 

229.  Про11СХОЖАен1е  понят1я  объ  импульсе  и  о  рабогк.  Д^Ёств1е  силы 
состоитъ,  какъ  мы  видели,  въ  непрерывномъ  геометрическомъ  изм-Ьнеши 
скорости  матер1альноЁ  точки.  Для  извгЬрен1я  силы  мы  опред'Ьляли  поэтому 
производимое  ею  въ  безконечно-малый  элементъ  времени  геометрическое 
приращеше  скорости  тг;  и  принимали,  что  для  даннаго  элемента  вре- 
мени Д<  д-Ьйствхе  силы  на  данную  матер1альную  точку  пропорционально 
этому  приращенш;  откуда,  опред'Ьляя  пред'Ьлъ  отношен1Я  тг;  къ  М,  мы 
пришли  къ  пропорщональности  величины  силы  тому  ускоренш,  которое 
им'Ьетъ  матер1альная  точка  въ  данный  моментъ  времени,  и  къ  понятш  о 
направлеши  силы  какъ  направлеши  этого  ускорешя.  Получивъ  такимъ 
образомъ  возможность  определять  величину  и  направлеше  силы,  мы  еще 
не  можемъ  судить  о  результат*  д'Ьйств1я  силы,  соотвЪтствующемъ  или  не- 
которому конечному  промежутку  времени  или  какому-либо  конечному  пути, 
пройденному  матер1альною  точкою  въ  ея  движен1и  подъ  вл1яшемъ  силы. 
Мы  займемся  теперь  решешемъ  этихъ  двухъ  вопросовъ^  причемъ  мы  усло- 
вимся д4йств1е  силы,  расчитанное  на  какой-либо  промежутокъ  времени, 
называть  пмпульсомъ,  а  дМствхе  ея,  расчитанное  на  какую-либо  часть 
пути  матер1альной  точки,  называть  работою. 

230.  Элементарный  иипульсъ  и  количество  Авижен1я.  Принимая  во  вни- 
ман1е,  что  по  основному  определенхю  силы 

р  =  пне  =  т  .  И7п.  4  - ' 
ш 

можно  написать: 

т.тг;  =  //.Л/ч-е.Д/,  (311) 

гд-Ь  е  безконечно-малое.  Условимся  называть  Г.М  пмпульсомъ  силы 
для  безконечно-малаго  элемента  времени  или,  короче,  элементарнымъ 
пмпульсомъ,  и  будемъ  его  изображать  въ  вид*  вектора  7',  отложеннаго 
по  направлен1ю  самой  силы.  Съ  другой  стороны,  будемъ  называть  шг, 
произведен1е  массы  матер1альной  точки  на  ея  скорость,  количествомъ 
движен1Я  и  изображать  въ  видЬ  вектора,  отложеннаго  по  направлен1ю 
скорости.  Такъ  какъ 
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гд!  V  и  1/  скорости  въ  моменты  /  (I  /  ^  Л/,  то  можно  сказать,  что  векторъ 
т .  т|?,  отложенный  но  наЕравленш  геометрнческаго  приращешл  скорости: 


т  ,  тг  =  тV 


тг\ 


есть   геометрическая   разность   колипествъ   движен1Я   въ  два  безконепно- 

бли:па1хъ  момента  времени.  Птакъ,  если  пренебрегать  безконечно-малою 
величиною  высгиаго  порядка,  е ,  Д/,  можно  написать: 

/  — шг'  — шг.  (312) 

т.  е.  элементарный  имитльсъ  силы  измеряется  геометрическое 
разностью  коли71еств1»  движения  въ  конц'Ь  и  въ  началЬ  разсма- 
триваемаго  элемента  времеаи. 

231.  Конечнуй  импульсъ  и  законъ  количества  двишен!я.  Разсмогримъ 
д'Ьйств1о  силы  1»ъ  течете  кунечнаго  промежутка  времени  огь  1^  до  /. 
Разд||ЛЯЯ  /  —  /(,  на  ироизвольно  большое  число  ;^  прии.шольно  малыхъ  эле- 
ментовъ  и^  прим'1^няя  къ  каждому  изъ  ннхъ  формулу  (312),  нм^емъ: 


а  суммируя  об4  части,  находимъ: 


4-п 


'^=2  Л  =  »'*'  — 


пп\ 


(313) 


•  ^1 


При  этомъ  мы  пренебрегаемъ  членами  вида  гЛ1,  такъ  какъ  сумма  этихъ 
членовъ  безконечно  малыхъ  высшаго  порлд|;а.  по  одной  изъ  основныхъ 
теоремъ  интегральнаго  нсчислеи1я,  въ  пре- 
дЬл1^>  исчезаепк  Результатъ,  выражаемый 
формулою  (313)  и  называемый  закономъ 
количествъ  движен1я,  иредставленъ  иа 
фиг.  118,  гд1^  Л^,А^,.,.Л  суть  концы  век- 
торовъ  количествъ  дииа;(*Н1Я  тг^,  пп\, . . .  т«\ 
проведеаныхъ  изъ  обпщго  начала  О,  а  сто- 
роны Л(Д^,  Л^^а, . . .  элементарные  имнуль- 

сы,    некторъ   же    А^А    ихь   геометрическая         ^  **.       " 

сумма  ^.  Ори  переход-Ь   къ   иред1ау  много*  фцр  ца 

угольникъ  А^Л^  . .,  Л  обращается  въ  спло1п- 

ну»)  кривую  лиа1Ю,  которую,  по  аналоп'и  съ  годографомъ  скоростей  (§  87)^ 
можно  назвать  годографомъ  количествъ  диижен1я.  Очевидно,  что  эти 
годографы  подобны.  Векторъ  «/,  геометрическая  сумма  элементарныхъ 
имиульсовъ,  обращается  въ  пред'ЬгЬ  въ  хорду  годографа  количествъ  двн* 
жен1я  и   называется    имнульсомъ   для   даннаго    конечнаго    проме- 
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л^^»к.»   11р'А1»111:    ЧаЬ)    ьаь]    формула  км;;,  л  ш.  и1>едк11.  осгаетсл  втл*- 
инН'   и   ми<к111    «ь.1.1ли     Ими}  лье.'!    силы  для  1;ия**чнаго  промежутка 
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и»иЛ'Ми1    И1    11.1Ч;1.'!'1    л    И1.  1.инц1    ^'1  (»1ч>  11}и>М1;а:ут].а. 

1|11игчиы1(   импым*!  ./   ьоторый  ои ^и*д'1»лиется  калп    11?иа1л1.  геом'^три- 

Ч(Ч1»1||1    1\ММЬ.      *И»ЛГП.    11ЫП.    НЛ.Ш11Н'1     1УО|1ГТрНЧеСКНЛП.    ННТУГраД«>М1.    СПЛЪ. 

и.иным!    11<     мр''а11*н11 

В&г   Мшудыа  и— атрищрши   чптшмтша!   ошш.   Ьсл1!  сила  пистоянна 

.1  ^  ит  17  .м  ^  ^  {!  -  .;,): 

а  1»  4р.мчш    1* Горная:,  счид!    нач^иьвил    с^;ор^»^п■^.  г,,   штк^т^.   Ш11гравлен1г 
^.4иIк;    14  дмIШк-о^^^^   11.ч1^ри1ЛЫ11|Г.    1чииа1    1»п^^1\;&    11}Ш11и1иае<1ныиг.  тап>- 

>.;Л1    ^4и:1<^  а1«1*г«ша1Ш  а1    ккдичик]   I.  а1    вш1ра1аеЕ1& .  В(  -,  ш  пкъ^ггж- 

^к:;^   «.    11|Дъ  Ч1м\у> 

Щ^*н^Г4\\^у4,   .шалит:.    ;)и4К?л.г:«1|  ''.    ^    «ел.  11?игрши1:шн  ^.   тера»гя^л- 

ЦП  Апдм'ЖКЬг  ||||  ип'Л/атиа  ип  в{ифииЛ1*н1111.  т  ии  01трил1и1!шя  импульса 
г;мм|11  мЫш  «и  И144(ми  /ж<!  11ЫМ11Г.Л11Т11  ап'Пггрпл.. 


/*ж.  1  /»  Л/  -  /  /•  '/^ 


(:иг>) 


1гМ  ^ггаи  «лма  нишаа  имть  ншЬглна  иакъ  •(л'икиш  ар«!»<*1и1,  ТП)  однака  же 
•Штцггь   апии  ш.  рЬдьагь    .1уча||Ч1..    ГКй1.  иг  \игЯ'Ь«*  1ТОП1  «иучай  цм'Ьегъ. 
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Вс*  оста.1ьные  результаты  предыдущаго  параграфа  остаются  вЬрнышт 
и  теперь.  Итакъ:  1)  Импульсъ  силы,  постоянной  по  направлению, 
измеряется  разностью  [троекд1Й  на  это  направлен1е  количествъ 
движен1'я  въ  концЬ  и  въ  начал'к  разсматриваемаго  промежутка 
времени,  2)  При  д11Йств1и  такой  силы  траекторгя  матер1альной 
точки  лежптъ  въ  плоскости,  содержащей  начальную  скорость  и 
параллельной  направлен1ю  силы.  3)  Проекц1Я  скорости  на  пря- 
мую, лежащую  въ  этой  плоскости  и  перпендикулярную  къ  силЬ, 
остается  постоянною, 

234.  Иинульсъ  силы,  перпендмкуляриой  къ  скоростм.  Если  сила  мЬняется 
такъ»  что  остается  постоянно  {1ерц»'Пдику.шрною  къ  скорости,  то  она  ве- 
личины скорости  не  1!1,1шеП|.  Д1|Пствительно,  въ  этомъ  случае  (§  225) 
Р'  =  О,  а  сл'Ьдовательно  Дг  ^  0;  далЬе,  по  формул-Ь  (310): 


/  =:  /*\  Д^  =  тг.  а. 


(317) 


т,  е.  элементарный  импульсъ  силы,  перпендикулярной  къ  ско- 
рости, измеряется  произведея1емъ  постояннаго  количества  дви- 
жен1я  на  уголъ  смежности  безконечно-малой  дуги  траектор1И. 

Для  опрел'!|Лен1Я  конечнаго  импульса  для  даннаго  случая  можно  было  бы 
обратиться  опять  къ  общей  формуле;  но  мы  на  этомъ  не  будемъ  оста- 
навливаться, 

3.  221.  Т4ло,  в-^еящее  а  гранмов'Ь,  и  ваходввшееся  сначала  въ  поко'Ь.  па- 
даеть  прп  действ! и  силы  тяжести  въ  течен1е  I  секуал:ъ,  Оиред'Ьлот!»  випульсъ 
силы  тяжести  ддя  времени  падвН1Я  и  скорость  въ  иотцк  последней  секунды, 
О  ТВ,:  По  формул-Ь  (314):  ^:^,ад^,  ю^^дК 

3.  222.  Т-Ьло  брошено  вертпкельно  вверхъ  съ  начальною  скоростью  г,,.  Опре- 
д-кпить  нремя  всего  цодняТ1Я,  а  тпюке  величину  и  на11рлвлен1е  иинуяьса  силы 
тяжести  для  ^этого  вреыеня.  Отв.:  По  форму лвиъ  (313)  и  (314): 


9 


</  :=  —  тг,у 


следователь  в  о  пмнз^'льеъ  ваправленъ  противу  положи  о  начальной  скорости. 

3.  223.  Въ  пЬкоторомь  вертпкальномъ  двяжеп1я  матерхальной  точки  при 
д^йствхи  силы  тяжести  нав-Ьстень  импульсъ  ^  последней.  ОпредЬлпть  соотв^^т- 
стпенпый  промежутокъ  времеии  и  взм'^нев1е  скорости, 

3.  224.  Матер1альная  точка,  на  которую  действу етъ  сила  тяжести,  брошена 

вверхъ  со  скоростью  с^,  подъ  угломъ  *-  къ  горизонту.  Опред%ш!ть  веяичинз*  е 

скорости  этой  точки,  когда  она  достигнем»  своего  высшаго  положен1я,  вели- 
чину импульса  силы  тяжести  для  соотв^тствевнаго  нромежутка  времени  н 
время  Л0ДВЯТ1Я.  Отв.:  Согласно  §  232: 


У2  УЧ 


3.  22Б.  Мвтер1альвая  точка  подъ  вл1яя1емъ  н'Ькоторой  силы  совершяегь 
равно м'Ьрное  1ф\'говое  движение  со  скоростью  г.  Определять  импульсъ  силы 
во  время  половины  оборота  точки.  Отв.:  ^ :=.2тV. 
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Мгновенння  силы. 


235.  Понятёе  о  мгновенной  гтЬ.  Количество  движения  и  пмпуяьгъ 
пграютг  важную  роль  прл  изучен!»  тагп.  называемыхъ  >1ГНовевныхъ  силъ» 
<>1]Ы1ъ  покааываетЪт  что  въ  иЬкоторыхъ  слу^гаях!.  мат('р1альиая  точка 
въ  весьма  малый,  иногда  далее  въ  иовам1фимо  малый  иромежутокъ  вре- 
мени (пр  см1.н1ивать  съ  безконечно-мюьшт)  пр|обр!лтаг'тъ  значительную» 
величину  1а>л1гчества  движея1я,  или  также  сущесгвовавшее  уже  у  нея  ко- 
личество двнжен1Я  получаепэ  значительное  геометрическое  прнращек1е. 
Такое  янлен1е  ирицисуваю1л.  д1;йств||1>  такъ  называемой  мгновенной 
силы.  Обыкновенвая,  непрерывно  дЬйствуюишл  сила  способна  въ  весьма 
короткШ  иромежутокъ  времени  ироизвестн  лишь  весьма  малое  геометри- 
ческое прнращён1е  скорости,  тг.  Мгновенная  сила  отличается  отъ  обыкно- 
венной т1-мъ:  1)  что  д'Ьйств1е  ея  продолжается  весьма  недолго  и  2)  что 
она  въ  ато  время  усп+.ваеттэ  сообщить  скорости  ма1ер1альцой  точ^ги  весьма 
значительное  геометрическое  приращен1е;  такъ-что  отно1иеа1е  Т1?  къ  Л/ 
выражается  весьма  (Зольиигмъ  числомъ. 

Обыкновенно  бываегъ  трудно  иро<*л1аить  законъ  измЬнен1я  величины 
мгновенной  силы;  несомненно  только  одно»  что  она  В1|  весьма  коротк1Й 
промежутокъ  времени  отъ  нуля  возрастаеть  до  нЬкотораго  максимума  н 
снова  обращается  въ  нуль.  Такъ  какъ  постоянно  действующая  силы  не 
могугь  произвести  въ  этотъ  иромежутокъ  времени  зам1л'наго  нзм'Ьнен1я 
въ  С0СТОЯН1И  движен1Я  матер1альной  точки,  то  обыкновенно  можно  6ы- 
ваетъ  ири  опредк1ен1п  д1>йст|]1я  мгновенныхъ  снлъ  не  обращать  внима- 
ния на  силы,  постоянно  дкйствуюиоя.  Поэтому  нЬтъ  надобности  измерять 
мгновенную  силу  ироизведешемъ  массы  на  ускорен1е^  что  представляетъ, 
согласна  сказанному  выше^«  большое  неудобство,  а  большею  частью  фа!:- 
тически  н  невозможно:  о  дЬйств1и  же  мгновееной  силы  достаточно  судить 
но  его  результату,  т,  е.  ио  геометрическому  изм1шен1ю  количества  дви- 
жения, а  стало  быть  самую  мгновенную  силу  изм-Ьрять  ея  полнымъ 
имлульсомъ  за  все  время  ея  Д'Ьйств1я,  Итакъ^  основан1емъ  ири 
изучен»!  мгновенныхъ  силъ  является  геометрическая  зависимость  (313), 

236.  Ударг.  11ажн'Ьйи1имт>  случаемъ  дЬйствш  мгновенной  силы  является 
тотъ,  когда  свободная  матер1альная  точка  встрФ^чаетъ  на  сво*^мъ  пути 
неподвижную  или  двигающуюся  преграду,  заставляющую  въ  весьма  ко- 
роткШ промежутокъ  вр(^мени  изменить  неличину  и  иаправлен1е  скорост1Г. 
Какъ  и  во  всЬхъ  другихъ  случаяхъ,  дМств1я  инерции  матер1альной  точки 
и  встречаемой  ею  преграды  взаимны  и  иодчинлндтся  закону  равенства 
х1;йств1Я  и  нротнвод'кйств1Я.  >1атер1а1ЬН1ш  точка  и  тЬло,  которое  мы  раз- 
сматриваемъ  какъ  преграду,  сталкиваясь  производятъ  въ  течение  весьма 
короткаго  промежутка  времени  друп>  на  друга  давлен1Я,  которыя,  согласно 
предыдущему,   можно   назвать  мгновенными.   Законъ,  по  которому  изм'Ь- 
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няются  этн  давлен1я,  можеть  оставаться  намь  нензв'Ьстнымъ;  о  д'Ьйств!!! 
же  этихъ  мгаовсшныхъ  силъ  мы  судимъ  по  геозютрическнмъ  изм'Ьнен»ямъ 
колпчествъ  дв11я:ен1я.  Эти  11загЬвен1Я  для  двухъ  сталкивающихся  мате- 
р1альнмхъ  точекъ  численно  равны  и  изм-Ьряются  произведениями  нхъ 
массъ  на  геометрнческ1Я  изм'|1нев1Я  нхъ  скоростей;  поэтому  из1гЬйен1е  это 
у  той  материальной  точки  больше»  масса  которой  меньше*  Ввиду  этого. 
ес-1л  матер1альн1Ш  точка  ударяется  о  преграду,  обладающую  сравнительно 
очень  болыною  массою,  то  состояние  дви;кен1Я  этой  преграды  не  изме- 
няется зам1лньгмъ  образомъ,  и  мы  приходимъ  къ  понятию  объ  односто- 
роннемъ  д1рЙств1и  мгновенной  силы, — понятш  о  мгновенномъ  сопротивле- 
Н1И.  оказываемомъ  преградою  на  данную  матер1а^1ьнук)  точку^  и  можемъ 
уже  оставить  въ  сторонЬ  вопросъ  о  вл1яши  этой  носл'Ьдней  точки  на  двн- 
жен1е  самой  преграды.  Въ  настоянхей  главЬ  мы  и  будемъ  разсматривать 
только  этотъ  случай;  бодЬе  же  обгщй  случай  соударен1Я  г1иъ  между  со- 
бою будегь  разсмотр{шъ  въ  кинетик*  системы  матер1альяыхъ  точекъ. 

237.  Приведеиш  общаго  случая  нъ  случаю  неподвижной  преграды.   Ян- 

леше  удара  занпсптъ  толЫ|0  агь  относительнаго  двнжен1я  материальной 
точки  и  преграды;  поэтому  можно  при  изученш  удара  предполагать,  что 
преграда  остается  неподвижною.  Пусть  будетъ  г^  га  скорость,  съ  кото- 
рою матер1альная  точка  М  прнходип»  въ  соприкосновен1е  съ  некоторою 
точкою  А  лнигаюпн'йся  преграды,  и  ?\  скорость  этой  постыдней  точки. 
Сообщивъ  всей  системе  поступательную  скорость  —  г^,  мы  сд1элаемъ  точку 
-4  неподвижною  на  время  явлен1Я  удара  и  можемъ  изучать  это  авлеяге 
въ  предположен1П,  что  точка  М  ударяется  о  неподвижную  преграду  со 
скоростью  —, ~       ., 

238.  Коэфф|11(1ентъ  воэстаковлент  скорости.  Явлеше  удара  материаль- 
ной точки  о  неподвижную  гвердую  преграду  состоитъ  въ  томъ,  что  точка, 
приди  на  поверхность  этой  преграды  съ  некоторою  скоростью  г^,  по  про- 
шеств1и  весьма  ма.1аго  промежутка  времеян  удаляется  огь  нея  съ  неко- 
торою другою  скоростью  г  и  по  я1ки1'орому  другому  нанравлев1ю.  Про- 
исходить, какъ  говоряп.,  «отражен1е*  матер1альной  точки  отъ  поверх- 
ности. Опыгь  показываетъ,  что  во  многихъ  случаяхъ,  если  скорость  е^^ 
нормальна  иъ  1Пшерхностп,  то  и  скорость  г  къ  ней  норм;1Л11на,  будучи 
при  этомь  наиранлена  иротпвуиоложно  скорости  г^»  ДалЫ%  опытъ  пока* 
зываетъ,  что  при  этомь  ,,  ^  ^. 


прнчемъ  отношенхе 


V 


(318) 


для  дапныхъ  матеркльной  точки  и  поверхности  постоянно  и  завнсип» 
только  оть  физическихъ  свойствъ  ударяюищгосл  тКла  и  преграды,  свойствъ» 
характеризующихъ  ихъ  «степень  упругости».  Это  отношен1е  во  всякомъ 
сдуча'Ь  удов^ютворяепэ  неравенства мъ: 

О^д^Х.  (319) 
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Для  идеально  упругихъ  гЬлъ  д=^1.  для  идеально  нсупругихъ  (/^^0. 
Эти  два  крайвихъ  случая  на  самомъ  д1»л[^  не  встр]1чан)тся,  но  бынаш1"ь 
случаи,  когда  (/  весьма  близко  къ  тому  или  къ  другому  пред1пу. 

Число  д  называется  коэффиц1е11томъ  возстановлея1Я  скорости. 

239.  Коэфф||Ц1ентъ  мгновеннаго  третя.  При  наоонномъ  удар'Ь  мате- 
р1альной  ТОЧКИ  о  поверхность  скорость,  какъ  показываетъ  оныгь,  пзмЬ- 
няетсл  сл^.душпшмъ  образомъ.  Пормальнал  составляющая  г^'  скорости  г^^ 
изменяется  согласно  указанному  въ  нредыдутем'ь  11араг]>аф^  закону;  тан- 
генндальная  же  составляющая  е^'  скорости  г^  сохраняетъ  свое  вапрашге- 
Н1е,  по  нолучаеп>  значен1е  г"  <  г^*\  Закоиъ  этого  уменьшен1я,  какъ  по- 
казываешь опыгь,  не  столь  простой  какъ  законъ  уменьшения  нормальной 
сеставляютей  скорости,  потому  что  это  уменьи1ен1е  заииситъ  оп»  наиона 
скорости  Гд  къ  касательной  плоскости  къ  поверхности;  но,  если  не  го- 
няться за  особенною  точностью  можно  или  пренебрегать  зтимъ  уменьше- 
шемъ  или,  лучи1е,  пр1шпмать,  что  отношен1е 


*  = 


(320) 


постоянно,  Очень  часто,  если  соударяв>щ1яся  гкта  достаточно  твердыя^  а 
поверхности  ихъ  достаточно  гладкая,  число  Л'  близко  къ  единице,  Коэф- 
фишентъ  к  можно  назвать  коэффи1иентомъ  мгнонепнаго  трен1Я. 

240.  Опред^леше  скорости  посл'к  удара  и   импульса   сопротивлант  по- 
верхности.   Если    для   двухъ    соударяющихся   гЬлъ    киэффиц1<  мты    7  **  '•' 

дапы,  то  легко  определить  вс!»  обстоя- 
тельства удара  матерк1льной  точки. 
Пусть  будетъ  а  уголъ,  образуемый  ско- 
ростью г,,  съ  нормалью  {п)  къ  поверх- 
ности; разложимъ  г^  на  дгЬ  составляю- 
Щ]я:  г'р^  по  нормали  и  г^'^  въ  касатель- 
ной плоскости  къ  поверхности  (фиг, 
119),  такъ  что 

11орма.тьяая  скорость  м^^няеп^  свое 
направлен1е  на  противуположное  и  при- 
йимаегь  значен1е 

тангенциальная  же  скорость  сохраняетъ 
А         свое  напра8лен1е  и  принимаетъ  значеше 


Фиг    11П. 

поэтому  по  окончанш  дЬЙств1Я  мгновенной  силы   матер1альная  точка   по- 


1;^'  =  кг^': 
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5$  240.  ф.  325. 


лучаетъ  скорость 
причемъ 


с  =  г  -^  г'\ 


=  }/р'^^ 


*.'^2 


=  *^о  V^' 


соз^  а  -н  А'  5ш^  а. 


Для  угла  отражения  р  паходимъ: 


/^р  =  ^  =  ^  ///  а. 


(321) 


(322) 


Наконепгь,  для  огтред'Ьленш  импрьса  мгновеннаго  сотгрот»влен1Я  по- 
верхности обратимся  къ  формуле  (313),  Проектируя  это  геометрическое 
равенство  на  направлен1е  нормали,  въ  ту  сторону,  куда  д11Йствуетъ  мгно- 
венная сила,  находимъ: 

^'  =  тг  €08  р  —  тV^  С08  ( -  —  «)  =1  т  (г'  -н  г^')  ^  тг^^'  (1  -ь  ^) 

=  т  { I  ч-  //)  1'о  соз  %.  (323) 

Проектируя  же  то  же  геометрическое  равенство  на  то  направлен1е 
касательной,  куда  дЬйствуетъ  мгновенное  тренк»,  получаемъ: 

^Г  =  —  пиУ  -ь  тс^"  =  VI  (1  —  А)  г^Ш!  а;  (324) 

послЬ  г^его  находимъ: 

.7  =  \/Т^~т^  =  тг^  }/(!  н-  г/)'  сш=  а  -ь  (1  —  *)'  $ш  е.    (325) 

Чтобы  построить  векторъ  */,  нужно  ло  наиравлеа1ямъ  г  и  г^  отло- 
жить количества  движен1я 


МЛ  =  тг,    МА^  =  тго 

и  построить  ихъ  геометрическую  разность: 

Л^Л  :=  тгг  —  шГр. 

Если  пренебрегать  мгновеннымъ  трен1емъ,  то  полный  импухьсъ  оиред-Ь- 
ДИТС41  формулою  (323)  и  будетъ  направленъ  ио  нормали  иъ  поверхности* 

3,  226.  Мячтгь,  в-Ься1щ*й  р  граммовъ,  падаеп.  да  горизонтальный  полъ  съ 
высоты  Л  сангиметровъ  и,  отскакивав,  подыиается  па  половину  начальной 
высоты.  Определить  коэффищеигь  возстадовдевзя  и  пипуяьсъ  удара.  Отв.: 

^  —  -—  ,    ^  =  {1   »    12^;»  У^к  абс.  едяи. 

3.  227.  Тяжелые!  щарикъ  скатывается  по  плоскости,  наклоненной  къ  го- 
ризонту подъ  угломъ  -%  и,  придя  на  горизонтальную  плоскость,  продолжаеть 
по  ней  катиться*  Определять  скор<к:ть  горвзон  гальваго  движе1(!я  и  имиульсъ 
удара  при  переход*  на  горизовгтальвую  плоскость,  иредполагая,  что  д  =  О, 
I-  =  1.  Отв.:  V  —  1„  соа  "^^  I  :=  тг^  9т  7- 

3.  22В.  Пзпкстно,  что  матер1альнал  точка  поел*  удара  о  поверхность  пр|- 
обрйла  скорость,  вдвое  меньшую  иротнв1|  первоначальной,  п  что  5=:  ОД,  к^-^1. 
Оиред'Ьяпть  уголь  паден1я  и  уголъ  отражен  1я.  Отвл  Случай  вевозмооквый. 


I 


■  3,  229,  Камень,  в-Ьслицй  одипъ  килограмкъ^  ударяетъ  въ  а&днюю  сН^ нку 
вагона,  двигающагося  со  скоростью  8  ыетровъ  я-ь  секунду.  Опред-Ьггать  им- 
пульсъ  удара,  зная,  что  (/  =  0,8  и  что  скирость  была  нориалъна  1гь  стЬик-Ь  ва- 
гона п  равнялась  10  метрамъ  въ  секунду.  От  и.:  ^  ^  260000  абс.  един. 

3.  230.  На  рельеахъ,  перпендикулярно  къ  пимъ  положено  бревно,  Опре- 
д^лтать  пиступательную  скорость,  съ  которою  оно  начпетъ  двнгатьсЯ|  когда 
на  него  на^детъ  паровозъ,  двигающейся  со  скоростью  40  кнлометроаъ  въ  часъ, 
въ  предположен1Ит  что  д  ^=  ОД  Отв.:  Если  бы  паровозъ  могъ  моментально 
остаиоввться,  что  бревно  начало  бы  двигаться  со  скоростью  21  килоиетровъ 
вь  часъ;  8Ъ  дйЙствительностн  же  оно  будегь  двигаться  со  скоростью  сама  го 
паровоза. 

3.  231.  Мячик'ь  пада^етъ  на  горизонтальный  полъ  со  скоростью  г^  и  отска- 
киваетъ  отъ  него  со  скоростью  1?:=гО,7го,  причемъ  уголъ  отражен1я  равенъ 
углу  падевш.  Онред-Ьлпть  </  и  к.  Отв.:  ^  ^=  ^^  ^  0,7- 


Р  а  б  О  Т  а. 


241.  Элементарная  и  конечная  работа.  До  снхъ  поръ  мы  разсматрн- 
вали  дЬйств!!'  сшы,  расчитанное  на  некоторый  иромгжутокъ  времени:  те- 
аерь  будемъ  опредЬлять  д*Ьйств1е  силы,  рас^итанное  на  какую-либо  часть 

'пути  матер1альной  точки.  Это  дЬЙств1е  мы  будемъ  называть  работок» 
силы.  Постеневно  мы  убедимся,  что  есть  много  основанШ  какъ  теорети- 
ческихъ  такъ  и  практическлхъ,  чтобы  работу  силы,  соотв'Ьтствую- 
щую  безконечно-малому  неремЬщен1ю  Д^  материальной  точки 
нзм'1^рят1>  произведен1емъ  силы  на  это  иерем[>щен1е  и  на  косн- 
нусъ  угла  между  наиравлен1ями  силы  и  перемЬ1цен1я: 

|[  /  =  V  .  Д5  .  го;?  {Г,  Ы).  (326) 

Это   произведение    мы   будемъ   называть   элементарною   работою. 
Сумма  гтосл-Ьдовательныхъ  элементарныхъ    работъ   можегъ   составить  ра- 
боту^  соотвЬтствующую  конечной  длин'Ь  пути: 
I.  =  Ит.  I/  =^  Гшк  1Г  .  Л.ч     са?  (/%  Лб^,'  (327) 

Пр»  оиредк1ен1И  этого  предала  суммы  предполагается,  что  данный 
отрЬзокъ  пути  р11здк1енъ  на  произвольно  большое  число  ароизвольно  ма- 
лыхъ  отр'Ьзковъ  и  это  число  стремится  къ  безконечности. 

Въ  апалитическомъ  смысл'Ь  конечная  работа  является  интегра.1|омъ. 
расиространеннымъ  на  некоторый  конечный  отрЬзок'ь  траекторги.  Для 
вычисления  его  нужно  знать  /'  и  сов  (К  Д,^)  въ  функц1и  проЁденнаго 
пути  или  ум1.ть  вс'|1  три  множнте-ш  выразить  въ  функа1н  одной  и  той  же 
новой  независимой  переменной. 

242.  Работа  равнодействующей  силы.  Работа  равнодействующей 
гЬсколькнхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  одной  и  той  же  мате- 
^ьяльной  точк'Ь,  равна  алгебраической  сумм*  работъ  соста- 
Мяющихъ  силъ.  Для  доказательства  им'Ьемъ: 

Л  =  I;  н^  ^  ^  /  3  н  .  •  • 


• 
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§  243,  ф.  Н28. 


И       Проектируя  это  геометрическое  равенство    на  направлен1е  элс'ментар- 
наго  оерем1.щпе1Я  Д.ч  н  умножая  об*  части  равенства  на  Л^,  полуюрмъ: 

1В  ,  Лл* .  С08  (Л,  Д^)  =  /-; .  Л^' .  С08  (1\ ,  Д^)  -^'  1\  .  Д5  .  гмз  [Р^,  Д.?)  ч- . . . ,  (328) 
ЧТУ  и  вырткаегь  нышеуказанную  теорему  въ  прнложешн  къ  элементар- 
тл>п.  работамъ.  Су51мнруя  же  эти  элементарнЕ>ш  работы  для  послЬдови- 
тельныхъ  оезкоиечио-малыхъ  перем[>щен1Й.  мы  находнмъ,  что  теорема 
в1фна  11  для  конечныхъ  работъ. 

■       243.  Практическоб   происхожден1е   понят1я   о   работе,    ^^ормула   (326) 

^ведазываегь,  что  работа  силг.1,  аерпендикулярной  къ  11ерем1;ще111н>,  равна 

^пулю*  Есл.11  силу  /'  разложить  на  двЬ  слагаемыхъ,  I''    вдоль   перем1>ще- 

Вн1Я  и  Г"  къ  нему  перпендикулярную,  то  можно  работу  силы  /*  заменить 

работою  силы  I'",  Такимъ  образомъ,  можно  д-ш  опред'Ьлешя  работы  силы 

I''  разсматривать  произведенге  силы  У   на   иерем1^щен1е   и   считать   ату 

работу  иоложительнов^,  если  на11равлен1Я  /"  и  Лл*  совпадашп»,  и  о^)Нца- 

тельнош^  если  эти  на1травлен1я   противуположны.    Это   простое   замЬчан1е 

им'Ьетъ  ц'Ьлью  воиервыхъ  показать  11роисхожден1е  практическаго  понят1Я 

о  рабогЬ,  а  во  вт1фых11  указать  средство  для  изм1.рен1я  и  графическаго 

нзображешя  работы. 

Щ       Въ  теоретической  механик'Ь   можно  было  бы  ограничиться  понят1емъ 

о  работЬ  какг  о  произведеаи!  (326);  но  первоначальное  понят1е  о  работЬ 

(явилось  въ  практической  механике  и  это  происхожденхе  ея  небезполезно 
выяснить.  Па  иракттгЬ  работою  измеряется  д'Ьйств1е  силъ  въ  какой-ни- 
будь машин!».  Разсмотримъ  сначала  такой  просИйшШ  случай:  сила  по- 
стоянна по  вгличин'Ь  и  дЬйствуеп.  по  направлентю  движен1я  матер1аль- 
ной  точки,  къ  котор*)й  она  црилож1'Яа.  Д'1^ь  дЬйств1я  машины  достигается 

Г  только  преодол'Ьван1емъ  н'Ькотораго  сопротивлен1я;  иреодол1ван1е  же  со- 
протиплен1я  пр  мыслимо  безъ  движен1я  точки  прилижен1я  силы  въ  сто- 
рону, противуположнув)  дЬйствгю  соиротивленш.  Наирнм^ръ,  если  назна- 
чеше  машины  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  подымать  грузъ,  то  это  назначе- 
К  ше  будетъ  только  тогда  выполняться,  когда  движение  груза  будеп.  про- 
^  исходить  НЛП  вертикально  ниерх1.  или  по  крайней  м+.р^-.  такъ,  что  въ 
его  движен1и  будетъ  вертикальная,  направленная  вверхъ  слагаемая  пе- 
рем'Ьшен1я.  Ч'Ьмъ  болыие  подымаемый  грузъ  и  тЬмъ  больше  высота 
подъема,  тЬмъ  больше  и  работа,   произведенная  машиною.    Вообще   дЬй- 

■  ств1е  силы  будеп»  т1^мь  больше,  чкмъ  больше  преодолЬваемое  сонроти- 
влен1е  и  ч'Ьмъ  больше  путь,  на  которомъ  оно  преодол'Ьвается.  Поэтому, 
предполагал,  что  сопротивлен1е  ^  постоянно  по  величине  и  прямо  про- 
тивуположно  движен1ю  матер1альной  точки,  мы  должны  работу  изм-Ьрять 
числомъ,  пропорцгон^иьнымъ  произведен1ю  ^  на  величину  перем1\щен1Я, 
5,  точки  ириложетя  силы,  преодолЬвающеЙ  сопрогивлеше* 

?2сли  предполагать,   что   Д'Ьйств1е  силы  состоитъ  только  въ  иреодол*Ь- 
ваи1Я  сопрот11влен1я.  т.  е.  что  сила  при  ?*томъ  не  сообщаегь  матер1а«1ьноВ 
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точк^  никакого  тангенхцальнаго  ускорен1я  ^),  ни  положительнаго  ни  от- 
рицательнаго  (въ  прим'Ьнен1И  къ  машин*  говорить:  «ходъ  машины  уста- 
Н0ВИВШ1ЙСЯ»),  и  следовательно  точка  двигаетси  равномерно,  то  нужно 
принять,  что  двигательная  сила,  д-Ьйствующая  въ  сторону  перем^щетя, 
и  со11ротивлен1е,  прямо  ечу  противуположное^  взаимно  уравновешиваются; 
а  поэтому  эти  дв*  силы  численно  равны.  Въ  такомъ  случае  можно  ска- 
зать: работа  силы  пропорщональна  произведен1ю  ея   на   перемещеше  ея 

точки  приложен1я:  ,        ,      ^ 

Ь  =1  к  .  Г .  8, 

где  к  некоторый  коэффищентъ  пропорщональности,  который,  при  надле- 
жащемъ  выборе  единицы  работы,  можетъ  быть  принять  равнымъ  еди- 
нице. После  этого  уже  легко  перейти  къ  случаю  переменной  силы,  дей- 
ствующей по  направлен1ю  движен1я  и  постоянно  остающейся  равною 
преодолеваемому  сопротивлен1ю,  и  написать: 

/>  =  Ит  ЦР  .  Д5. 

Наконецъ,  допустивъ  естественнымъ  образомъ,  что  сила,  перпендику- 
лярная къ  перемешенш,  и  въ  практическомъ  смысле  работы  не  произ- 
водить, потому  что  не  содействуеть  движен1ю  точки  ни  въ  ту  ни  въ 
другую  сторону,  а  поэтому  не  можетъ  служить  и  для  преодолеван1я  со- 
противлен1я,  мы  приходимъ  къ  тому,  что  работа  силы  Г,  наклонной  къ 
перемещен1ю,  равна  работе  силы 

Г  =  Г  .  С08  {Р,    ^8), 

и  получаемъ  общую  формулу  (347). 

244.  Единица  работы.  По  абсолютной  системе  единицъ  {С08)  еди- 
ница работы  есть  работа  одного  дина  на  протяжен1и  одного 
сантиметра,  понятно,  въ  предположенш,  что  сила  остается  при  этомъ 
постоянною  и  действуетъ  въ  сторону  движен1Я.  Эта  работа  называется 
эргъ,  оть  греческаго  слова  с|р1'оу> — работа. 

Эргъ  весьма  малая  единица  въ  сравнеши  съ  тЬми  работами,  которыя 
обыкновенно  приходится  разсматривать  на  практике.  Тамъ  принимаются 
друг1я  единицы  работы,  напр.  работа  силы  въ  одинъ  килограммъ  на  про- 
тяжен1и  одного  мотра  (Ау//п  —  килограммометръ)  или  работа  одного  пуда 
на  11ротяжен1и  одного  фута  (пудофуть)  и  т.  д.  Въ  последнее  время,  же- 
лая связать  «а6солн)Тнук)>  единицу  работы,  эргъ,  съ  практическими  бо- 
лее удобнымъ  образом!,,  ввели  новую  практическую  единицу  работы.  Въ 
Париж!,,  на  конгрессе  электрнковъ,  во  время  всем1рной  выставки  1889  г., 
была  принята  слЬдуюпиш  единица  работы: 

1  джауль  (Ло111е)  =  10'  эрговъ.  (329) 

Ь  Ипрмл,1Ы1оо  ускор01по  обусловливается  сплою,  перпендикулярною  къ 
двпж(мпю,  т.  е.  такою,  работа  которой  равна  пулю,  и  поэтому  въ  настоящемъ 
вопросе  въ  расчегь  не  принимается. 
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I  246,  ф,  333. 


Такнмъ  образомъ  напр]|м1фъ  (см.  §  221): 

1  кет,  :=  1000  .  У81  ЛОО  —  9,81  ]оу1е. 


(330) 


245.  Мощность*  Говоря  объ  изм1феиш  работы,  мы  не  касаемся  во- 
проса о  томъ,  въ  какое  время  эта  работа  производится;  между  гЬмъ 
при  оц'Ьнк'1>  дЬйств1Я  машины  это  весьма  существенно.  Способность  ма- 
шины ирои:звод1пъ  работу  тЫъ  тлытк  ч1;мъ  меньше  время,  въ  которое 
производится  данная  рабйта.  Поэтому,  ггри  опред1;лен1н  нроизводи- 
телыюй  способности  и.1и  «мощности»  машины,  работу  откосятъ 
къ  едини ц*  времени,  т,  е.  разсматрнваютъ  отношеше 


Р=А  =  ^^'  =  ^.., 


(331) 


въ  предиоложсн1И,  что  движение  ироисходип.  равцом^^фно. 

На  практик*  за  единицу  мощности  обыкновенно  принимаютъ  такъ 
ваз.  лошадиную  или  паровую  силу:  работу  въ  7Г)  кет.  въ  секунду» 
Въ  иослЬдиее  время  эта  единица  выясняется  другою  «абсолютно»»»:  ра- 
ботою одного  джауля  въ  секунду.  'Зау  единицу  нааываютъ  «уагтъ>  (\Уии). 
Такъ  какъ  эта  единица  для  практики  еще  довольно  мала,  то  принимай)тъ 
таIVже  за  единицу  работу  въ  1000  уаттовъ  въ  секунду,  называя  ее  «кило- 
уаттъ»  (кИотчгаи). 

Лошадиная  сила  =  75.9,81  джау.1ей  въ  секунду  —  730  уагговъ  := 

=  0,736  килоуагговъ*  (332) 

246.  Графическое  олред^ленке  работы.  Для  вычислен1я  работы 

/.  =  Ит.  1:  ^\  Л^ .  сш  (Г,  Д5)  =  Ит,  1,Р\^^ 

нужно  знать,  какъ  выражается  Г'  въ  функции  иройденнаго  тти.  Въ  прак- 
тической механике  эту  зависимость  часто  изображаштъ  графически,  откла- 
дывая на  оси  абсцнссъ  отрЬзки,  проноршон^иьные  ироходимымъ  путямъ, 
а  на  оси  ординатъ  отрезки,  11ропорц1ональные  величинамъ  силы  Г'.  Лп- 
Н1Я,  построенная  по  этимь  координатамъ,  даеп»  закон ь  измФ,нен]я  силы  Г 
а  площадь,  ограниченная  этою  лин1ей,  осью  абсцнссъ  и  двумя  ордина- 
тами, изображаюшими  величины  силы  для  двухъ  данныхъ  положенШ,  Д/| 
н  М,^,  двигающейся  точки,  измЬряе'1Ъ  работу,  произведенную  силою  на 
лротяженш  пути  М^М.^*  Такой  сиособъ  изм1;рен1я  рабопл  прим-Ьняется 
между  прочимъ  въ  ариборЬ,  называемом!,  индикаторомъ  и  стужащемъ  для 
изм'1фен1я  работы  пара  въ  паровой  маи1ин1»,  а  также  въ  дртгихъ  само- 
нишущихъ  диеамометрахъ, 

3.  232.  Опред-^ьзить  работу,  которая  требуется  для  равном+фнаго  под- 
НЯТ1Я    по  криволинейному  пути  груза,  икящаго  Р  кялограм^ювъ  на  вы- 

<5оту  к  метровъ.  Отв.: 

^  =  Р1к  (333) 

14* 
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249,  ф.  337. 


Можно  наансать: 


Ж.С08(Г,  ^3)  = 


А  (шг] 


-ьс, 


гд'Ь  е  безконечно-малое.  Съ  другой  стороны. 


Л5 

М 

Да-  :=  (Г  -Н   Е  I  Л/. 

гд1»  е'  тоже  бесконечно  ма-юе,  Птакъ,  элементарния  работ 

/  =  ]*\  А8  С08  I  К  Д,'?)  =  г ,  А  (шг)  ч-  е". 

гд'Ь  е"  сулма  безконечно-м^иыхъ  членовъ  высшаго  порядка  въ  сравнен!!! 
€Ъ  первымъ.  ПренсСфегая  таюши  членами,  ввиду  лредстоящаго  дальше 
суммнрйвая1я  элементарныхъ  рабогь,  можно  написать: 


Г,  ^8 . со$  (К  д.5^  =  д  П-  шг=) . 


(336) 


Половина  произведен1я  массы  на  квадратъ  скорости  называется 
кинетическою  анерг1ёю  плн  живою  силою  матер1альвой  точки,  Въ 
дальнЬйшемъ  мы  будемъ  придерживаться  первого  изъ  этихъ  терминовъ. 
Формула  (330)  пока;1Ывае'П|.  что  работа  силы  относительно  безко- 
нечно-малаго  перемещения  матер1альной  точки  равна  прираще- 
н1ю,  которое  при  этомъ  перем1>щев1и  получаетъ  ея  кинемати- 
ческая энерг1я*  См.  также  §  2(»*]. 

248.  Законъ  днерГ1и«  Для  оиред'Ьлен1Я  работы  при  какомъ-нибудь  ко- 
нечномъ  пер(^м1лиен1п  материальной  точки,  нужно  суммировать  выражешя 
(336)  для  посл'Ьдовательнаго  ряда  безконечно-малнхъ  перемЬщенШ.  При 
этомъ  сумма  членовъ  е\  безконечно-малыхъ  высшаго  порядка,  которые 
ыы  въ  формул-Ь  (33^))  отороснди,  будегь  безконечно-мала  и  въ  11ред1ктЬ 
суммы  исчезнетъ,  такъ-что  суммирован1е  даетъ  для  конечной  работы  вы- 
ражея1е: 

(337) 


I,  =:  -  тю^  —  ^  тг\  ^ 


о  * 


гд'к  г  скорость  въ  конц'к  а  *^^,  скорость  въ  начадЬ  разсмат-риваемаго  от- 
резка пути  материальной  точки.  Итакъ: 

Работа  силы»  действующей  на  свободно  двигающуюся  мате- 
р1алинуй>  точку,  ори  какомъ*нибудь  конечномъ  ея  перемЬщенш 
равна  разности  айачен1Й  кинетической  энерг1Н  въ  конц1.  и  въ 
на  чал  К  путгг, 

249.  За»онъ  энерг1м  въ  случае  несвободкаго  двитенш  матер1альной  точки. 

При  вывод*  закона  энерпи  мы  предполагали,  что  матергальная  точка  дви- 
гается свободно;  онъ  остается  справед.1пвымъ  и  въ  томъ  случае,  если  она 
во  время  двнжен1Я  должна  остапатьсл  на  некоторой  поверхности  или  ли- 
Н1И.  Д')*йств1е  механической  связи,  заставляющей  материальную  точку  оста- 
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ил1уг:я  0я  гговерхносги.  можно  разсматривать  какъ  сощютнвдеше,  которое 
япля^<л  каждый  |>а.ть,  когда  точка,  подъ  вл1ян1емъ  внешней  силы  и 
ия'р'.пи.  стр'.'мится  сходить  съ  поверхности.  Это  сопротивлен1е  можно  раз- 
ложить ян  таяг^гншальное — трен1е — и  на  нормальное.  Работа  нормальнаго 
сопр^яив.К'Н1Я,  какъ  силы,  перпендикулярной  къ  перем-Ьщетю,  всегда  равна 
нглг/:  поэтому,  если  трен1е  отсутствуетъ.  ничего  не  изм-Ьняется  въ  фор- 
мул! ^'-537/,  если  же  трея1е  супхествуетъ,  то  можно  его  сложить  геометри- 
чески ст.  данною  силою  въ  одну  равнодействующую  и  опять  прнм-Ьнять 
ту  ж^;  ^юрмулу.  какъ  это  будегь  впрочемъ  еще  ближе  выяснено  въ  сжЬ- 
дуюпхемъ  параграф*. 

250.  Замоиъ  Эйер|1я  гь  елуча%  1гЬсиолькихъ  силъ.  Если   на  матер1аль- 

яую  точку  д*йству|г/гъ  несколько  силъ,  то  законъ  энерпи  применяется 
къ  ихъ  равнодействуюпхей,  благодаря  теорем*  §  242.  Поел*,  въ  глав*  XVIII, 
мы  увидимъ,  что  онъ  распространяется  и  на  какую-угрдно  систему  мате- 
р1альныхъ  точекъ  и  им^еть  весьма  важное  значен1е  въ  теоретической  ме- 
ханик*. Г)ст?1Новимся  еще  пока  на  случа*  одной  матер1альной  точки.  Пусть 
будет!,  I^п  работа  равнодействующей;  она  представляется  алгебраическою 
суммою  несколькихъ  членовъ,  по  чиа1у  слагаемыхъ  силъ.  Разделимъ  атя 
силы  на  две  группы:  на  силы  Р,  работы  которыхъ  положительный,  и  на 
силы  ^.  рабг/гы  которыхъ  отрицательный,  такъ-что,  если  суммы  работь 
техъ  и  другихъ  силъ  означить  однимъ  символомъ, 

1.Р  >  О,      Ь^<  0. 

Первый  силы  можно  назвать  двигательными,  такъ  какъ  оне  стремятся 
увеличивать  скорость  движсн1я,  а  вторыя  —  сопротивлен1ями,  потому- 
что  он*  образуют!,  со  скоростью  тупые  углы  и  поэтому  имеютъ  соста- 
вляюпия,  противуположныя  скорости,  и  стремятся  уменьшать  последнюю. 
Уравнен1е 

Ал  =  Гр  ч-  Л^  =  ^-  тг'  —  1  тго^  (338) 

показывает!.,  что  если  работа  двигательныхъ  силъ  численно  больше  ра- 
боты сопротивл(»н1й,  то  скорость  возрастаеть.  Это  можно,  съ  практической 
точки  зрен1я,  такъ  с(»бе  представить:  двигательный  силы  преодолеваютъ 
все  сопр()тнвлен1Я,  и  кроме  того  остается  избытокъ  работы  двигательныхъ 
силъ,  который  и  обусловливает!»  увеличен1е  скорости.  Можно  также  скзг 
зать:  изб!атокъ  работы  лв1!гат(»льпыхъ  силъ  идеть  на  преодолен1е  прису- 
щей тЬлу  инер1ии,  стремяп1(»йся  сохранить  существующую  въ  данный  мо- 
ментъ  скорость. 

Если  численно  работа  сопротивлен1й  больше  работы  двигательныхъ 
силъ,  то  скорость  убывает!..  Можно  сказать:  двигательный  силы  не  пре- 
одо.гЬваютъ  всехъ  сопротнвл(»н1й;  ()(та(?тся  избытокъ  работы  сопротивле- 
н1й,  которымъ  и  обусло1и11вается  уменыпен1е  скорости.  Здесь  можно  раз- 
сматривать роль  инерц!!!  какъ  состояшу»)  в'ь  томъ,  что  она,  пока  не  пре- 
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Тфащастсл  движение,  преодолЬваеть  нзбытокъ  сопротивлеп!»;  но  при  ^нумъ 
кипетнческ'ая  энергия  теряется. 

Никонедъ,  если  въ  аа^а-гЬ  и  въ  конц^г  11ерем11Щ<зн1я  кинетическая 
энерпя  остается  та  же  самая,  то  это  служить  арнзнаконъ  того,  что  ра- 
бота дви^атсльнI^xъ  сил.  какъ-разъ  покрываетъ  работу  сонротинлснШ. 
Если  дг1ижен10  вообще  равномерное,  то  сказанное  будегт»  вЬрно  для  вся- 
каго  отрезка  пути;  тогда  и  элементарная  рабога  равнод+>йству вицей  равна 
жулю,  т.  е. 

поэтому  иди  л  =  о,  т.  е.  силы  взаимно  уравновешиваются,  или  //  пер- 
пенднкулярпа  къ  Дг;.  т.  е.  равнодМствующая  сила  постоянно  нормальна 
къ  траекторти» 

Вводя  11онят1е  о  работЬ.  мы  постоянно  д+аалн  предположен1е,  что  дви- 
жение точки  равномерное.  Теперь  понятно,  почему  это  было  необходимо: 
мы  исключали  изъ  разсмотрЬн1Я  роль  инерши,  способной  действовать  то 
какъ  сопротивление,  то  какъ  двигательная  сила. 

Все  лредыдуиМя  разсужден1я,  примененный  только  къ  системе  мате- 
р1альныхъ  точек!,  (глава  ХМП),  имЬютъ  важное  приложеше  въ  теорш 
магпииъ. 

2В1.  Занонъ  сохранен!»  энерг111.  Вообще  говоря,  при  непрерывнокъ 
ДВПЖРН1И  тучьп  количество  прои.^в<^ денной  работы  меняется  непрерывньпгь 
образомъ.  1Можно  представить  себе,  что  дейетвующ1я  силы  облад;иотъ  н*- 
которымъ  запасомъ  работы,  ихь  котораго  производится  непрерывный,  по- 
ложительный пли  отрицательный  расходъ  за  счетъ  кинетической  энерпи. 
Этогь  запасъ  называется  потенциальною  энерг1ей.  и  понятно,  что, 
по  закону  энерг1и,  сумма  потенц1альной  п  кинетической  8нерг1Й  остается 
постоянною,  Въ  такомъ  виде  уравиен1е  (337)  или  (В38)  получаеп.  назва- 
Н1е  закона  сохранен1я  энерг1и.  Это  представление,  которое  играетъ 
важную  роль  въ  физик*,  будеп»  впрочемъ  епхе  точнее  выяснено  в'ь  ки- 
нети1;е  системы  матер1альнмхъ  точекъ  (§  521)  и  получить  тамъ  ана.1И- 
ти  чес  кое  вуражен1е, 

3,  238.  Вез! вести  эаконъ  эверНи  элемевтарнымъ  обрааоиъ  для  геомстряческя 
постоянной  свлы^  действующей  иъ  сторону  прямолинеМнаго  диижеиш  м&те« 
р1алы»ой  точки»  Р'Кш.:  Зд-Ьсь  ускор©н1е     * 


ПОЭТОМУ" 


Въ  равномерно  ускоренеомъ  двпжеиШ 


Итакъ; 


.=^-4-^^"=^-^'. 


^=^'.»^~т^V^-9,*). 


Го  —  V 

1        ' 

в  =  V  —  2-  ^ог^ 

Ь  —  - 

-  Е,8  —  ^ш  (г?2  _ 
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3.  239.  Вывести  законъ  энерг1и  для  геометрически  постоянной  силы,  д-Ьй- 
ствующей  прямо  противуположно  движен1Ю  точки.  Р-Ьш.:  Движенхе  равно- 
м'Ьрно-замед.1енное: 

__  (Гр-ы;)^ 
2 

V). 

3.  240.  Тяжелая  точка  им-Ьетъ  въ  н-Ькоторомъ  своемъ  положев1и  скорость  V^. 
Пользуясь  знкономъ  энерНп,  опред'Ьлпть  ея  скорость,  когда  она,  падая  внизъ, 
пройдетъ  путь  Л.  Отв  :   г  =  |/го'  -ь  2дН. 

3.  241.  Тяжелая  точка  брошена  вертикально  вверхъ  со  скоростью  г^.  Поль- 
зуясь закономъ  энерг1И,  опред'Ьлить  ея  высоту  поднят1я  Л.  Р*ш.:  Уравнеше 

X  =  —  тдН  г=  О  —  —  тю^ 
даетъ: 

3.  242.  Т*ло.  имеющее  в-Ьсъ  Р;  начало  двигаться  по  горизонтальной  плос- 
кости со  скоростью  1*0  и,  пройдя  путь  в,  остановилось.  Определить  коэффи- 
ц1внтъ  трен1я  /.  Р-Ьш.:  Работа  трен1я  Т  =  /Р  по  закону  энерг1и: 

2 
отсюда 

^       Р       шд       2д8' 

3.  243.  Точка  движется  по  кругу  рад1уса  г  подъ  вл1яшемъ  двухъ  сила.: 
силы  2^2 .  постоянной  по  величин-^  и  прямо  противуположной  д»ижен1ю,  и 
силы  1*3,  геометрически  постоянной.  Изв1\стна  скорость  г^  точки,  когда  она 
находится  на  конц4  дгаметра,  параллельнаго  сил-Ь  Е^.  Опред'Ьлить  скорость 
точки,  когда  она  придетъ  на  другой  ковецъ  того  же  дгаметра.  Отв.:  Эта  ско- 
рость опред*Ьлится  изъ  уравнеихя: 

3.  244.  Тяжелая  точка  двигается  по  кругу  радоуса  г.  находящемуся  въ  вер- 
тикальной плоскости,  и  въ  своемъ  низшемъ  положенш  им11етъ  скорость  г^. 
Определить  услов1я  для  Го,  при  которыхъ  матер1альная  аючка  совершаетъ  или 
колебательное  движен1е  или  ц'Ьлые  обороты,  а  также  высоту  поднят1я  въ  пер- 
вомъ  изъ  этихъ  случаевъ.  Отв.:  Для  колебаггельнаго  двпженЫ 

Для  ц'Ьлыхъ  оборотовъ 

Го  >  1'1'^г. 

Если  Го  =^:  1/4(Г/г,  то  точка  останавливается  въ  своемъ  верхнемъ  положеп1и; 
теор1а  математпческаго  маятника  показываетъ  впрочемъ,  что  до  этой  остановки 
прошелъ  бы  безконечно-большой  промежутокъ  времени. 


Г.8=:0--тГо2; 


ОТД-БЛЪ  ТРЕТ1Г1 
Динамика  матер1альыой  точки. 


ГЛ  А  В  Л     \*11. 

Динамика  свободной  матер1альной  точки. 

Анадитическое  выражен1е  силъ,  дФйствующихъ  на 
матергадьную  точку. 

252.  Перем-Ьнныя.  отъ  которыхъ  зависятъ  проенц|«1  склъ.  1]р11м^1!ян 
ана.1итлческое  олредЬл<зн1е  вектора  (^  51)  къ  вектору,  изображающему 
силу,  хМожно  сказать,  что  сила  1*\  приложепная  къ  даниой  макф1альной 
точк'К.  ваолн^  опредЬ.'шется  по  величин!,  и  ао  направлена,  ест  пзвЬстны 
ея  слагаемыя,  5,  Н,  X  по  киордпиатнымь  оа^мъ.  Во  вроА1л  двнжешя 
точки  величина  и  наорамеше  действующей  на  нее  силы  можеп»  мЬ- 
няться.  такъ  что  эти  слагаемый,  вообще  говоря,  перем1.нныя.  Важно 
выяснить  съ  самаго  начала,  отъ  какпхъ  элементовъ  эти  фунн1цн  ногугь 
зависать.  Сила  можетъ  получать  геометрическое  изм^веше  или  яегшсред- 
стненно  съ  течен1емъ  времени  или  съ  изм1шен1еиъ  цолижешя  матер^^иь- 
ний  точки,  на  ]:оторую  она  дЬйствуетъ,  пли,  наконецъ.  въ  зависимости  отъ 
величины  и  аа[1ра1аен1Я  скорости  движен1Я.  Понятно,  что  вс!.  эти  об- 
стоятельства могупэ  играть  роль  и  одновременно*  Если  ата  принять,  то 
Н,  Н.  2  представляются  функц1ямп  сл1:»дующнхъ  перем1тнвыхъ: 


(И 


(339) 


причемъ  въ  эти  функц|и  могуп.  входить  или  всЬ   пли   только  некоторые 
йзъ  этихъ  элементовъ. 

Являетсл  вопросъ,  не  могутъ  ли  »ти  фуикц1и  содержать  ироизводиыхъ 
второго  и  высшихъ  порядковъ  оп?  координат^  по  времени,  Съ  точки 
зр1.Н1Я  Ньютоновскихъ  принциповъ  механики  1глава  V)  приходится  на 
этотъ  вопросъ  отв+.тпть  отрипательно,  такъ  какъ  (§  222)  «д'Ьйств1е  силы 
на  матер1альн}1с^  точку  не  зависптъ  отъ  того,  находится  ли  ата  точка  въ 


."  •  ■  -,/  #  /     /./    #'      .     =,  .    ';».'•       <ч.1.;:!т;1'Г*-':;  1 

,    •  :      '  '   /    .■     г*-      ./■</,/'/'   ,•'.">'/     ул^-м^''\\^    .1»1:*\г:г:;;[      'к 

'     '  .  ■,        •     "  •  .     '    '•-.    '.  '     •■  '.   .  "«■■■.  кг^:\ци-      \\(\^:'Л^  :И'.':'.    ."<?-. *:11:1Г  ■ 

"    П    /     г.    ,'  ,    'Г-    .Г'    .' '    *ч  -лл     ^».'. /'*•/■, :;4  Г'.   ',к^-!^-и.я   лли   .:•  :рг"'« - 

'    .1        И,     /рН'ГГ'ГГкГ     Гггм.|%!МГИ    /:?     ''г'»;    (^КИ/'ММ    ^/Г>Г'|^ИТ'!ЛЬЯО    УГИХ7,     ЛрО- 

м  м.'«/г»м1  /г  Г'.»  и  .г(»  ^у^^\^\^\^^^\  ммгм.  м(;^/|гг<»иилиг.ь  Лм  ьг  вид1,  (.^ЛОк 
п||«  ^г»<.  гг.;г/ п|/  /Г/  'М'»  ^  и.  /  "»/Г/'(ммг^  Г1|юии»10дныя  выпи*  кторого 
||п||1пг  <  ч/'г1-М'|  /|(.г(и  ии  \  \1л\\\и  мги.ь-о  М!.  тоиг  глуча!..  если  бы  въ 
^\^  - 1(1111  V  '||.мн  ||(М'1см'1  11'>1И1|1^  и/гг  ум;п|м«п1и к'1.  мьм'.пгих'Ь  поридконъ,  иро- 
<1н111  )'м(м|<|(н  |||)|  мнпсм.им  м1.1|1М11м1М||г||  ирои.июдиыми  координат*  по 
|||||  •()  ни  имщс  |||мрм|м  ||м|и(|пм.  ми  |п|Д||  пы  ирипмоп.  уг/пшаилипать  и 
и>>1и.|1  иртитнм  М1-ч!)И1М;и.  мшЬ!»  >  итшыо.  чЬм'1.  принимаемые'  теперь, 
<Пи  ии)-|)и  •)!*  1)1-  1И1и.1И!)1«им  1ИИМ1  миииьими  ИпфеОНОГГИМН. 

1^)им.>1р1ии    )1)(гр)|    )И,1рм:1(гп1м    пи    нЬюоькиУЬ  ш)жн1»йшнхъ  слу- 

\\)»цу\Ц\.л\^  V^^.^^  ииу,^  \^x^^^>1^  \П':^1И»^  \лн^^то  «л^VАч  тч^мио}чтрд  ко- 
ь^уп.    \0\^л.  >\л   г.1     ^>11ъ>льл^«   ОМ    л\л\м»'»>\ио11»к   ^л"Гор|*'Кякгь   во 

.'   ••.-.     ^. ♦ ->   •-'•••,>    г,\-г»чч^чл'.    ^1^  Г»,- ;,-•:  ^<*1»т.:  х^  илееть. 

»    -^    N    'V'.         л     ' *.^ч ,    ^»^1*.  V    \:\л»лх1..    ЛЛ1     ^ляь'    ;|Б?»  я^^д:- 

,:      ■  •     *.»\-      ^■■^   -^-^-г-»     ч'  '  ■    '     •■     'У'     ''        '.Г»1       •^:I5^|Ж^'Н  Л.     VЫ■■1»■•ЬЛ^- 

ч     •    .     ,>  ^  »л '    »  ч  •     \«\><»\1.      I       \     м  •.  *1      ^♦'■•|:»:;:||       Р^Г^ч '"Ць.     "      •. 

ч-   *          ■   1  ^  •       А'      \«.  *•«•*»  ,            V  1Х*г  '-'      '•.           «5ч2?*Я.и"Ч    ?:'»    (1»"В4~ 

..     х    ..    X  -     V           ч    .     -.  V  о     ■'  л       ил -,      ГГ^-'?^-"^.         ^П      --- 

^-                  '■               -    ^ "     '-          ^  ■■  ■  ■■    ч          '1      .,':-^     'Ч^;ЗК-г.:-     П* 
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ваш!Мод11Йств1я  между  згатер1альными  точками,  находящимися  вообще  го- 
воря Еъ  двнж(*н1и;  но  если,  по  условтямъ  задачи,  можно  считать  всЬ  ма- 
тер1альныя  точки  ненодигпкными  кром1;  одной,  движение  которой  изу- 
чается, то  можно  говорить,  пто  неподвияшыя  Т0Ч1Ш  оказыиаюгг.  д1.йств1е 
на  двигающуюся,  и  не  рипсматр|гвать  д1|йств1е  этой  посд1;дней  на  пер* 
вьш  Неиодвижяыя  мат('р1а.1ьныл  точки  могутъ  быть  тогда  разсматриваемы 
какъ  источники  д'Ьйств1я  иритягательныхъ  или  отталкивательныхъ  силъ 
на  двигающуюся  точку,  а  самыя  силы  могутъ  быть  изображаемы  векто- 
рами, лежащими  на  прямыхъ,  соединяюншхъ  двнгати1уюс41  точку  съ  не- 
подвижными. Г?елич1ша  наждой  такой  силы,  какъ  Ийказывает1>  наблюдение 
и  ОПЫТ!.,  есть  фу1ЛгИ.1я  раз('Т01Ш1я  двигающеЁся  точки  0Т1>  неподвижной 
я  пропор1иан;и||Иа  масс1>  той  и  другой: 


^'\  =  1*^пт^  /^(г,). 


(340) 


гд-Ь  к  коэффищентъ  прог1орщона.1ьности,  завмсящЕй  отъ  выбора  основ- 
ныхъ  едишшъ,  т  масса  двигающейся  точки  31  (I,  т„  ^),  ш,  масса  непо- 
движнаго  источника  силъ  А^  («,,  Ь^,  с.)  н  г^  разстоян1е  А,М,  Сила  назы- 
вается опалкивательною,  если  она  направлена  оп.  Л^  кь  3/,  и  иритя- 
гательнов!,  ес.1и  она  напраплена  оп.  М  къ  .4..  Можно  написать: 

г, С08 (IV  1)=± (^—а,1    г, соь  (Р,. г^)=  *  ( т)- Ь^),   г. со1^ ( Р,, у)  =  ,*,  ( :  — г .), 

гд'Ь  верхнШ  знакъ  относится  къ  снл1,  отиз к ивательной,  а  нижн1й  къ 
сил'Ь  притягательной.  Такимъ  образомъ,  для  проекцгй  силы  Р^  находпмъ 
сл'Ьдуюимя  выражения  въ  ({«унктци  координатъ: 


Е,  =  гь  кшш. 


см 

по 


(5  - «.). 


Н,  ^  г*-  }>ч>п11.  '  у  (т,  —  Ь^), 

I 

причемъ  сюда  нужно  иодставить: 


(341) 


(342) 


н  принимать  во  внимание  знаки,  согласно  сказанному  выше. 

Понятно,  что  если  на  точку  М  дЬйствуетъ  п  подобныхъ  силъ,  то  ок1 
могутъ  быть  зам+шевы  одною  равнодействующею  Л,  для  проекщй  которой, 
по  закому  сложен1я  силъ  (§  224),  им'Ьемъ: 


(343) 


гд1>  каждый    членъ,  по  формуламъ   (341)  и  1342).  выражается   функшею 
координапь 


'^'    V^^'^     19!Щ10Г19ищвк  ->▼-,  'Т1«#икмти  ::-;.ьмт.    :  п  пинали - 
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■'■/■•  •  ■     ■        •  ."  /.'.,' М'-:(.'   '■'.".;.-^  ..ря\г.  .тр':тлз7:Т'"..1'.":кно  ок*:- 

('■'■:•  ■'  -..'..*        ■/  ;>'  .  .  у  :  ..-..г  у:.-н;--  •.::г»'1Р?.::ий.^'-т\т  =1  д:л^  нежлу 

'■[•''■"•■■•  ■       ■-'     •'.    •'  •■    .,1     :,;/,  1:/лг.'^'-'-.я    .-Гл".  лм^гП    Ф-рму  шара: 

'"'»■'    ""'(»'/;/:■ '','  '     •    .^   /,..    '^-.-/.и     ..г,    ''*,1ИмЙ    [^>1ЙР{'\1^ЙСТВ7а  шей.    [ГрОХО- 
ГМГГГ'О  '*' р'   ;!    г^и:у  ,г,,    /  .,г,5^;т',  ГГ[»'|ТИИ.  Г['1Л0ЖИ0Й  ^Ь'ОрООТИ    йТОЙ   ТОЧКИ. 

г"'гг/1|1/г/1    и    и'|/Г1г,     :,/,г/..    ;»    »?.»;•' ^г|;).гьнуи/   ючг.у.  :;ям}.ня11»тую   собою 

«1'ут.'Г11м  7^/  г^г.;п«  ?:м^1.1Ж'»'гь  .;яингиио''1Ь  (:о]1рот1!НЛ»*Н1Я  среды 
ИИ.  м:м|1М1  111  III.  /','»»'»' ги  «'И;и1/[М,|;  /.|гя  :;;1ИИГИГЬ  ОП.  ра:инчныхъ 
•|||П11М1'1 1.1И  I.  и'»м'/»м' я.' /1М,  и  МЫ' гииж'ми  обыкноп^'ппо  оиытнымъ  пу- 
|им|..  Ми  И'ньиш.  му'м1.  ои,|  /|Мл7;и'П,  сл-Гдутщимп  свойствами:  она 
111>|||1И|||.1М1т.  ни||1М1  пм'М,  '|(мп|Н".71..1м»и  г'|.  |ц|;|рлспипс*м'ь  скорости  и  равна 

1М  11И,    ||ИГ>|||    I  |,г>рт  II.    рМПИИ    ПУ.1М»     1Ми    МИЖИИ  Н1,1|)Я:»ПТ1>  СЛЕДУЮЩИМИ  уСЛО- 
И1ИМ11 


п.        Г,*(И)  о,         (,)(..   )  01\ 


(344) 


1'|П\).  1«(ПИ|   1иМ|1о|»ь    V   прими    притпупи.ю'.кччп.    скорости,    то    можно 

Ц|и1ИГ!ПЬ 


'Л 


«/  .  Оч    I  ,  .     'и 


V'. 


^ 


.,»(,\  .,',. 


.''     I 


134Г»» 


V.  ^  .л 


I  |\»<»;|Л' 
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§  258,  ф.  34Г|. 


Такъ  напр.,  если  на  то^ку  д[Шствуегь  сила,  зависящая  оп.  разстоянЫ 
ея  отъ  двигающагося  центра  дЬйств1я  А-^  то  координаты  «„  Ь.,  с.  въ  фор- 
мулахъ  (341)  и  (342)  нужно  считать  уже  не  постоянными,  а  фуньшлми  вре- 
меня* Р^слн  кромЬ  тог€  двяжен1е  нронсходять  въ  сопрмтявлнн1Щейся  сред1>. 
то  сила,  обусловлнваюпиш  это  двнжен1е,  имЬегь  свонни  нроекц1ями 


н,н.у,    г,-^(1. 


т.  е.  эти  проекщн  завнсятъ  отъ  всЬхъ  элементовъ  (339). 


Равнов'6с1е  свободной  материальной  точки. 

257.  Статическое  и  динамичесное  равнвв^С1е.  Силы,  ориложенцыя  къ 
одной  и  той  же  матер1альной  точкк,  называются!  находящимися  въ  рав- 
еов1гС1н,  если  ихъ  равнодействующая  равна  нулю.  Равпов'Ьс1е  можетъ 
наступать  или  только  на  одинъ  моменгь  или  нродолл;аться  постоянно. 
Если  силы  постоянны  или  зависягь  только  отъ  положения  матер1ально& 
точки,  а  эта  точка  не  двигается,  то  равновЬсхе  можетъ  сохраняться  и 
называется  топа  стати  чес  к  шгь.  Принято  также  говорить,  что  въ  этомъ 
случаЬ  сама  материальная  точка  находится  въ  равновЬс1Н. 

Во  вс11гь  остальныхъ  случаяхъ  раннов11С1е  называется  дннаиичо- 
скимъ,  иричемъ  оно  можетъ  или  наступать  только  въ  отдельные  моменты 
времени  или  ноддерживаться  постсянао.  Въ  иосл1»днемъ  случа'Ь  точка  дви- 
жется  прямолинейно  и  равномерно. 

258.  УсловЫ  равно8'Ьс1Я<  Задача  о  раввовФс1и  состоитт.  въ  опред1д1е- 
ни1  иоложен1й  точки,  въ  которыхъ  силы  уравнов1ш1иваются,  и  можетъ 
им1;ть  одно,  н11СКОЛЬКо  или  безкоаечно-большое  число  рЬиешй.  Принимая 
во  внимание,  что  слагаеш*ш  по  ослмъ  координаПэ  равнод1,йствуюн1еЙ  7? 
равны  .Ъ1гебраическпмъ  суммамъ  соответственны хъ  слагаемыхъ  данныхь 
силъ  Г*;!^  --^  11  254),  им[;емъ  следук>Щ1я  услов1я  равнов'Ьс1Я: 


Ь\  =  II  =  О,      Л, 


1;н  =  о,    Л.  =  1:2  =  0. 


(346) 


гд'Ь  знакъ  суш1ы  распространяется  на  всЬ  д'Ьйствуюпоя  на  точку  силы. 

Эти  услов1Я  необходимый,  т.  е.  безъ  нпхъ  равнов1;с1е  невозможно 
иди,  другими  словами,  если  ра1{Нов'ес1е  существуете,  то  эти  ус10В1Н  не- 
прем'Ьнно  оудутъ  выполнены;  и  еви  вмЬсгЬ  съ  гЬмъ  достаточные  усло- 
вия равной  ес1я,  т.  е.  если  они  выполнены,  то  непременно  будетъ  суще- 
ствовать равновесхе.  Это  понят1е  о  «неооходимыхъ  н  достаточныхъ  усло- 
В1яхъ  равновЬс1Я>  будетъ  разсматриваться  л  во  всЬхъ  другихъ  случаяхъ 
равновЬсуя. 

Принимая  во  внимание  сказанное  о  функщяхъ  2!,  И,  2,  мы  видимъ» 
что  задача  о  равновкпп  сводится  къ  решенш  относительно  Е,  т].  ^  тргхь 


ггз 


§  259,  ф.  350. 


I 


к 


3.  249.  Точка    движется    по  оси  (с)    при  д*пств1и    двухъ  силъ:  отталкпва- 

телыюй,  обритио-проиорщопапьноп  квадрагаиъ  разстоя^И!  отъ  начала  воорди* 

нагь,  и  притягательной,  прямо-цропорщоыадьноп    первой    степепя   этпхъ  рнз- 

СТ0ЯК1Й.  Опред'Ьлить  положевЕе  дивам^йческаго  равпов'1усЬ1.  не  совпадающее  съ 

началомъ  коордипап..  Отв.: 

а 

гд4  к\  в  А'э  велпчпны  д^Лствхя  сеяъ  па  едивиц'Ь  разстояд1я. 

Уравнешя  дннавсиви  свободной  матергальной  точки. 

259.  Общ1й  в«дъ  уравнен1й  динамини  точки.  Согласно  основнымъ  по- 
ложен1я>п.  механики,  сила,  дЬйстаующая  на  мапфкиьную  точку,  изме- 
ряется иронвнеденгемъ  массы  этой  гочт  иа  ея  ускоренге.  Если  на  ма- 
тсрпиьную  точку  дЬйствуюгь  одновременно  г^сколько  силъ,  то  нужно  то  же 
самое  сказать  относительно  ихъ  раннодКйствуюптей.  Этогь  приннинъ  слу- 
житъ  исходною  точкок»  при  р1>шен1и  вопросовъ  динамигси  материальной 
точки,  т.  е.  вопросовъ  о  томъ,  каиъ  опредЬляется  движение  материальной 
точки,  когда  известны  д1>йсгвующ1я  на  нее  силы.  Такъ  какъ  вс1;  силы, 
ириложейиыя  къ  одной  матер1альной  точкЬ,  всегда  можно  заменить  одною, 
то  мы  я  оудёмъ  для  простоты  предполагать,  что  на  точку  11>йствуетт>  одна 
сила,  /'',  и5г11Ю1цая  своими  слагаемыми  ио  осямъ  координаты  Е,  Н,  2. 
Принимая  во  нниман1е,  что  наоравлен1е  силы  опредк1яется  наиравленгемъ 
ускорен1я,  которое  она  точкЬ  сооощаетъ,  и  «редсгав^шя  себК  лиг  какъ 
векторъ,  отложенный  но  наираалешю  ускоренш,  можемъ  написать: 

тТг  =  К  (348) 

Слагаемый  атого  вектора   равны   ироцзведеа1ямъ  массы  на  соотв4тствен- 
ныя  слагаемый  ускорон1я;  поэтому 


т1(\  =  ^, 


(349) 


Принимая  во  вннмай1е  формулы  кинематики  для  проекций  ускор^нш*  а 
съ  другой  стороны  сказанное  въ  настоящей  глав^  о  составЬ  футаий.  оирс- 
д'Ьляющихъ  силы,  иолучаемъ  сдЬдуюицл  уравнешя  днвамикн  точки: 


т 


т 


т 


(350) 


1^ 
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§  262,  ф.  357. 


I 


гдГ.  4*1,  Ф^,  Фз  фушици,  содержащая  элементы  (339)  и  уже  не  содержа- 
ния вторыхъ  цроизводныхъ  отъ  координатъ  110  времени.  Очевидно,  что 
нъ  форм1^  (354)  порядокъ  ураннгН1Й  остался  тотъ  же,  и  при  выполнен1И 
указаииыхъ  тамъ  дифф1'ренЦ1ф1>1шн1Й  иолучнлись  бы  оиять  проиаводныя 
иторого  110рядк;1.  Вм1.сто  ироизводныхъ  по  к  въ  уравненгяхг  (354)  бы- 
ваетъ  иногда  удобнее  разсматривать  пропзводныя  по  какой-Л1бо  другой 
иеревгЬнной,  напр.  по  одной  изъ  координагь.  Вирочемъ  ходъ  разсуадеп1й 
въ  оста.1ьномъ  оет1й1сд  бы  прежн1Й.  Если  удастся  уравн*^Н1Я  (350)  при- 
вести къ  виду  (351),  то  можно  произвести  интегрнрован1я,  орнчемъ  по- 
лучатся уравнешя: 

Ш'   Л' 

(II     г1г1 
НГ   (1Г 


ф 


"Л'  *»•   3*'    ^*' 


(И 


«1> 


(11    (1ц 


Ц  -  с 

4}        ^-  ) 


'К 

(И 


(355) 


гд'Ь  С\,  С^,  ('з  посгонниыя,  пока  лриизпольныя. 

Эти  уравпсп!!!.  который  можно  назиить  первыии  ивтегралами  ураине- 
шй  динамики,  )11.1  должны  опять  пытаться  привести  къ  виду: 

НУ,  <п-\  ар. 

=  11  -  -  ^  ( I        5 


=  0, 


(356) 


I 


ИЛИ  къ  виду  подобному  же,  гд*  вЛсто  пронзводныхъ  по  ^  стояли  бы 
проиг^впдиыя  но  некоторой  другой  перемЬнной,  иапр.  по  одной  изъ  коор- 
дина'Пз.  Въ  ураинен1яхъ  (350)  Р^,  1''.,  1\  могугь  оыть  функциями  отъ 
I,  I,  71,  !;,  С^,  Сз,  Са  и  уже  не  содер;катъ  производныгь  отъ  координатъ 
по  времени.  Если  так1я  прсооразовап^я  удастся  сделать,  Т1>  новыми  инте- 
грированиями мы  получимъ  уравнен1Я: 

Г,  {I.  Е,  7^,  ;  с\,  с^  с,)  =  с;, 

^•И'»  ?.  ^^  ^1  Ср  с,,  С,)  =  С,,  ^  Ш!) 

гдГ.  С'^,  С\,  С^  пиять  постоянныя,  пока  произвольныя.  Эти  уравнев1я 
нредставдяюп.  собою  р'Ьшен1е  аадачн  динамики,  потому  что  ими  опреде- 
ляются координаты  въ  функши  времени.  Птакъ,  ато  р-^шенЕе  требу етъ 
выполнения  шести  пнтегрпроваи!й  и  вводвтъ  тесть  неопред*- 
ленпыхъ  пока  постоянныхъ, 

262.  0[]ред^леи1е  постояняыхъ  интегрирован!».  Прнсутств1е  прокзволь- 
ныхъ  постоянныхъ  показываетъ,  что  если  известны  только  хКйствуюпм 
иа  матергальную  точгс?  силы,  то  задача  осгаетсл  еще  ноонредЬленною. 
Это  и  понятно,  если   принять   во  вниман1е,  что  сила  только  нзм1^няетъ 
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неличину  и  наг1равлен(е  скорости;  поэтому,  при  той  же  сил*  и  въ  гЬ  же 
моменты  времени  скорость  можетъ  быть  различна,  смотря  по  тому,  каковы 
были  ея  начальныя  величина  и  направлен1е.  Кром-Ь  того,  положен1е  дви- 
гаюп1ейся  точки  въ  каждый  моментъ  времени  зависитъ  нетолько  от^ь  того, 
как1я  на  нее  Д'Ьйствуютъ  силы,  но  также  и  отъ  того,  гдЬ  она  находилась 
въ  какой-нибудь  определенный,  заранее  выбранный  моментъ  времени,  ко- 
торый мы  въ  кинематик'Ь  условились  называть  <начальнымъ».  Итакъ,  на- 
чальное положен1о  двигающейся  матер1альной  точки  и  ея  начальная  ско- 
рость (Ео,  "^0»  ^)  V»  ^07)'  ^о'')  должны  быть  известны  какъ  добавочныя 
услов1я,  для  того  чтобы  задача  динамики  сдЬлалась  определенною. 

Когда  они  даны,  то  постоянныя  интегрирован1я  определяются  одно- 
значнымъ  образомъ.  Пусть  будетъ  ^^  начальный  моментъ;  тогда  урав- 
нен1Я  (355)  даютъ: 

^1    =   ^1   ('о.    ^01    "^О)    ^):    \^    ^07|»    *'оД 

(\  =  ф^  (/^^,    ;^„   71^,   ^,   Го^,    V^,    V^^),  (358) 

^  I   ^=   ^1   ('О'    ^0»    ''По'    ^>    ^ОС'    ^07]  >    ^ОГ)') 

а  ио1Х)мъ  уравнен1я  (357): 

^4  =  ^\  Сх»  *о>  ^о>  ^>  ^1>  с*,,  с,), 

^•.  =  ^\  ('о>  -о>  ^о>  Ьо,  С'и  С^2>  с;),    /                      (359) 

^в  =^  -''а  Со)  'о>  ^о«  ^1>  ^п  ^2»  ^»)* 

Можно  задавать  и  друг1я  уолов1я  для  опред'к1ен1я  произво^и»ныxъ  по- 
стоянныхъ,  лишь  бы  эти  услов1я  приводили  къ  достаточному  для  игь 
опред1иен1я  числу  уравнен1й.  Но  при  такнгь  задан1ягь  решеи1я  могутъ 
уже  и  не  быть  однозначными,  а  кроме  того  могутъ  оказаться  и  мнимыми. 
Напр.  можно  потребовать,  чтобы  двигающаяся  точка  въ  два  данныхъ  мо- 
монга  времени  /^^  н  (^^  проходила  черезъ  два  данныхъ  положен1я:  (?<),  т)^,  ^) 
н  (>п  ^<п  ^»^-  '^^  даетъ  для  определен1я  произвольныгь  постоянныгь 
ур;1внен1Я  (350)  и  еще  уравнен!» 

^4    ^^^     ^Т    (м«     ^И     ^1П     ^П     ^1?     ^  2>     ^  »  Ь      I 

Г   —  Т-М/     ^     т      Г     Г     Г     Г )     ^ 

^5    -*^2   VI'     '•П     ЧП     ^М     '^  1>     ^25     '^  3/>      I 

^*.    ^^=    -^3    (м»     *1»     '''и»     "^И     ^П     ^2>     ^3''      I 

эта  сисп'ма  1П1х:тн  уравнений,  по  исключенш  постоянныхъ  Г^,  С^,  С,,  мо- 
жегь  и  иг  дать  однозначныгь  н  действнтельныхъ  решенШ  для  С,,  С.,  ( ^ 
(см.  д;иачу  270». 

Законъ  момента  количества  двжжен1я. 

263.  Вы&одъ  замена  ■овемта  юлячества  Аи«€И1Я  Каьп.  было  ухе  ска- 
Л1Н0.  сютих!.  пр^емовъ  для  п^иучетя  решен1й  уравнений  динамики  не  су- 
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ществуеп.;  по  можно  указан»  некоторый  преобразования  этнхъ  уравнеи)й, 
когорыя  могугъ,  въ  благопрштныхъ  случаяхъ,  привести  къ  по.тученаю  р*- 
шенШ.  Два  изъ  этнхъ  иргоГ*разоваиШ  заслуживают:,  псобтпшт  внпман1Я, 
тиъ  какъ  кром^  того  выясинкпъ  нЬкоторыя  обит  снойстиа  дпижонш. 

Приступай  К1.  иервому  изъ  этихъ  иреобразован1й,  умножимь  обЬ  части 
второго  изъ  уравненхй  (349^  на  '^,  а  трегьяго  на  т^  и  вычтемъ  ио^иенно 
одно  изъ  другого;  а  1фОмЬ  гого  иримемъ  ви  1т11ман1е,  что 


''  Г'  \п  -  '  Ш) 


(И 


Д'ктал  иодобвыя  >1>о  1[реобразован1л  съ  третьимъ  и  пернымъ,  а  'пижс  съ 
аервыЭТ'  II  кюрымъ  изъ  ураиненШ  (349),  найде»ъ  сл1>дующ{я  зависимости: 


=  т,/  -  ;н, 


'7 


"П-- 


(ЗОО) 


Нторыя  части  этихъ  уравнен1Й  И1)едставаяю1'ъ  собою  моменты  Ж,  Л/^,  ^/# 
вектора  К  относительно  коордннатныхъ  осей  или  проекшн  на  этихъ  ослхъ 
вектора  Ж,  момента  нектора  Г  относительно  гочки  О,  начала  коорди- 
нат ь  ^§  75);  первыя  части  тоа;е  зюгутъ  быть  истолкованы  геометрически. 


Е.  =  т 


г/Г 


Ег  =  т 


^ 
М 


(361) 


суть  слагаемый   вектора  /-.',  изображающаго   кодйчестии  Д1111жен1я  тг 
(§  230),  а  иыраи;ен1Я 


(362) 


иредггавляютъ  собою  моменты  количества  двнженГя  относительно  ко- 
ордннатныхъ  осей  или,  всеравяо  (§  77),  ироекши  на  этихъ  осяхъ  век- 
тора Л',  момента  количества  движсмпя  огноснтельно  точки  0^  нача,1а  ко- 

15» 
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ординатъ.  Посд'Ь  этого  уравнен1я  (360)  представятся  такъ: 

ак.  аКу.  с1Кг 

Векторъ,  изображаюпцй  моментъ  другого  вектора,  всегда  можетъ  быть 
откладываемъ  отъ  начала  координатъ,  потому  что  начало  момента  можетъ 
быть  выбираемо  произвольно  (§  76).  Но  въ  такомъ  случае  выражен1я  (362) 
можно  разсматривать  какъ  координаты  конца  вектора  К,  а  первый  части 
равенствъ  (363)  какъ  проекщи  скорости  этой  точки  на  координатныхъ 
осяхъ.  Скорость  конца  вектора,  начало  котораго  остается  неподвижнымъ, 
есть  его  геометрическая  производная  (§  97);  означая  ее  черезъ  А'^  и 
изображая  ее,  по  принятому  нами  правилу,  въ  вид-Ь  вектора,  можно  ра- 
венства (363)  соединить  въ  одно  геометрическое: 

К,=М  (364) 

и  сказать:  Во  всякомъ  движен1и  свободной  матер1альной  точки  и 
во  всяк1й  моментъ  времени  геометрическая  производная  мо- 
мента количества  движен1я  геометрически  равна  моменту  дей- 
ствующей на  точку  силы. 

Этотъ  результатъ  называется  закономъ  момента  количества  дви- 
жен1я. 

264.  Законъ  сохранен1я  момента  количества  движен1я.  Преобразован1я 
(360)  не  даютъ  еще  непосредственно  интеграловъ  уравненШ  динамики; 
но  существуютъ  случаи,  им'Ьюпце  притомъ  важное  реальное  значеше, 
когда  интегрирован1е  д-клается  возможнымъ.  Предположимъ,  что 

М^  =  г^Т.  —  ;Н  =  0.  (365) 

Легко  вид1>ть  геометричсск1й  смыслъ  этого  услов1я,  если  его  написать 
въ  видЬ  пропорщи:  тг) :  ^  =  Н  :  /,  которая  показываетъ,  что  проекщя  силы 
на  плоскости  (т]^)  лежитъ  на  прямой,  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
натъ;  следовательно  прямая,  содержащая  самую  силу,  пересЬкаетъ  ось  (?). 
Это  случится  напримЬръ,  если  матер1альная  точка  притягивается  или 
отталкивается  нЬсколькими  центрами,  расположенными  по  оси  ($),  или 
если  па  точку  дЬйствуетъ  сплопшая  масса,  расположенная  по  оси  (;),  или 
вообще  по  какой-нибудь  прямой  лин1и,  которую  всегда  можно  принять  за 
ось  (;).  Первое  пзъ  уравненШ  (300)  даетъ  теперь  интегралъ: 

прпчем'ь  С,  моисоп.  быть  определено  по  начальпымъ  значенхямъ  коорди- 
НаТЪ  и  НХ1,  производныхъ. 
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Предположлйъ   далке,    что   ЕромЬ   момента   М^  та1;же  н  Ж*  равенъ 

НУЛЮ,  т.  е. 

^Е—ГА  =  0,  (367) 

Это  условие,  подобно  предыдущему,  выражаеп>,  что  сила  перес^Ькаегь 
ось  (т^).  При  этомъ  будетъ  непременно  существовать  и  третье  условие: 

Ш  — т^Н=0;  (368) 

нотому  что,  если  содержащая  силу  иря?иг1Я  пересЬкаеп.  дв!;  координатный 
оси,  то  она  проходить  черезъ  начало  координать,  а  следовательно  пере- 
с11каетъ  п  третью  ось.  Это  уаклЕ)чен1е  видно  также  изъ  услов1й  (ЗСЗ."^}  и 
(367),  если  ихъ  налисать  въ  видЬ  двойной  пропорщи: 

Ё       т.       :: 

(369) 


_^1 

н  -  Н 


2 


Итакъ,  можно  теперь  сказать:  Если  сила,  д'Ьйствующая  на  мате* 
р1альную  точку,  при  всякомъ  воложен1и  последней  направлена 
по  прямой,  проходящей  черезъ  неподвижную  точку,  то  суще- 
ствуютъ  три  интеграла  уравнен1Й  динамики,  которые,  если  эту 
иг>сл1.днюа1  точку  принять  за  начало  координатъ,  имЬютъ  видъ: 


т 


т 


т 


(370) 


На  основании  сказавнаго  въ  §  2Г|3,  эти  интегралы  выражаютъ  геометри- 
ческое постоянство  вектора  К,  момента  количества  движеп1Я.  С\,  С\,  С^ 
суть  проекд1и  этого  вектора  на  координатяыхъ  осяхъ.  Этогь  результатъ 
называется  закономъ  сохранеи1я  момента  количества  движен!я. 

265.  Законъ  площадей.  Когда  существуютъ  интегра.1ы  (370)»  движон1е 
матертльной  точки  иоладаетъ  следующими  замечательными  свойствами: 

I.  Траектор1я  точки  плоская  лин1я.  Чтобы  это  показатц  умно- 
жимъ  уравн<*я1я  (370)  но  порядку  на  с,  т^,  ь  н  сложим!^;  это  даетъ: 

С,;-ьГЛт^    ьС,;=0,  (371) 

Т.  е.  двигающаяся  точка  постоянно  находится  въ  плоскости^ 
проходящей  черезъ  цептръ  д'Ьйств1я  силы.  Очевидно,  что  эта  пло- 
скость ог[ред1.ллется  нач11*1ьнымъ  положен1емъ  точки  и  начальнымъ  иа- 
правлен1емъ  скорости;  Это  оыло  бы  легко  доказать  и  авсиитнчески  (см. 
задачу  250). 

И,  Рад1усъ-векторъ,  проведенный  изъ  центра  дЬЙств1Я  силы 
къ  двигающейся   точк-Ь,   опнсываетъ   площадь,   пзм!.няющуюсн 
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пропорц1онально  времени.  Для  доказательства  возьмевгь  оси  (;)  и  (г|) 
въ  плоскости  движен1я.  Такъ  какъ  тогда  постоянно 


С -О, 


^5 
(И 


=  0, 


то  изъ  уравненШ  (370)  подлежитъ  разсмотрЬн1ю  только  третье.  Иостроимъ 
на  вектор*  ОМ,  проведенномъ  изъ  центра  д-Ьйствхя  силы  (начала  коор- 
динатъ)  къ  двигающейся  точк*,  и  на  хордЬ  ММ\  соединяющей  два 
безконечно-близкихъ    положен1я    этой    точки,   параллелограммъ   ОМЫ' Л 

(фиг.  120).  Площадь  его  изм-Ьряетг  со- 
бою моментъ  безконечно-малаго  вектора 
ММ'  относительно  точки  О  (§  78).  Такъ 
какъ  проекщями  этого  вектора  служатъ 
\\  и  Дтг|,  то  по  общей  схем*  ($и^  —  т^и^) 
моментъ  его  выражается  такъ: 

5Д7|  —  -пДЕ. 

^(^•^^^Т^^^?)  Пусть  будетъ  5  площадь  сектора,  заклю- 

ченнаго  между  рад1усомъ-векторомъ  ОЛ/^, 
проведеннымъ   къ  начальному   положен1ю 
Фиг.  120.  точки  М,  векторомъ  ОМ  и   дугою  М^уМ 

траекторги;  эта  площадь  можетъ  быть 
разсматриваема  какъ  функц1я  времени,  а  безконечно-малая  площадь  сек- 
тора МОМ'  какъ  приращен1е  Д5  последней,  соответствующее  цриращен1ю 
времени  М.  Площадь  треугольника  310М'  отличается  отъ  Д5  на  безко- 
нечно-малый  сегментъ^  площадь  котораго  безконечно-малая  величина  выс- 
шего порядка  въ  сравнен1и  съ  Дв.  Поэтому  можно  производную  плоп1ади 
^'  по  времени  выразить  такъ: 


^8        ,.      Д8 
(И  Д/ 


МОМ'        ,.       1   $Дт|  — т^ДЕ 

-дг-  =  ''^'- 2  ""дг: 


Итакъ  третье  изъ  уравнснгй  (370)  можно  заменить  сл^дующимъ: 

(18 
(II 


'1^  -  А    г 


\\  написать: 


1 
2т 


>Ч  =  -/  -  С'з  .  ^  (372) 


что  и  треоовалось  показать. 

Этотъ  результатъ  называется   закономъ  площадей.   Производная  *^' 
по  /  называется  секторьяльною  скоростью. 
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3.  260.  Доказать  ааалитпческп»  1то  плоскость  (371)  содержитъ  начальвую 
скорость,  Р-Ьш.:  Нужно  въ  формулы  (370)  подставт1Ть  пачальпыя  зпАчея^а  ко- 
ордтштъ  и  нхъ  пропзаодпыхъ  и  покиэать,  что 

3.  251.  Выразить  :]а1мнъ  площадей  въ  полярныхъ  коордииатахъ, 
1**га  :  Принявь  ось  (Е)  за  ось  полярныхъ  координап>.  а  нап;ио  коордп- 
иатиыхъ  осей  за  иолюсъ,  имЬемъ  ;  =  р  еоз  О,  т^  =  р  ,ч/??  Й.  По  этимъ 
формуламъ: 

^^  ль  ЛЛ  1 

(373) 


1П 


гН 


т 


3.  252.  Вывести  аакоиъ  площадей  непосредственно  въ  полярныхъ  коорди- 
натахъ.  Р1.Е1,:  Для  этого  нужно  воспользоваться  геометрнческииъ  равенствомъ 
{Б4Й)  п  формулою  (11*6)  для  проекц1П  ускорения  нп  перпепдикуляръ  къ  ра- 
д1усу-аектору  поля^пыхъ  коордиаатъ  и  принять  но  пнп&1ап1е,  что  теперь 
проекгия  силы  на  зто  папранленхе  равна  1гулю. 

3.  253.  Векторъ  р,  проведеяиы!!  изъ  центра  д'Ьпстп{я  силы  къ  двпгающевсл 
точк^.  описывает^ь  въ  единицу  времени  площадь  въ  п  квадратпыхъ  саптимет* 
ровъ.  ОородКлить  величину  иачальеой  скорости  »;,.  зная,  что  въ  начальный 
моментъ  времени  ветггоръ  р  им'Ьлъ  длину  I  сантпиетронъ,  а  скорость  образо* 
вала  съ  нимъ  уголъ  а.  Р-Ьш.:  Нужно  воспользоваться  формулою  (372)  и  при- 
нять но  пнпмаи1в,  что 

С,  ^  А'о  г:г  я|?4'о  Ип  а, 

3.  254.  Двпжеи1е  яадано  уравнен  1Н ни: 


С  ^  Са  са*  {к1)  ^  ^  г,^р  <»«  (*0* 


(374; 


Показать,  что  это  двпженш  подчиняется  апкону  площадей,  определить  моментъ 
количества  дв11жен1я,  полагпл  шгг!,  в  патожев{е  илоскости  двия^нея. 
3.  255.  Показать  то  же  самое,  когда  движение  :1пдапо  уравнеи1лми: 


(375) 


Законъ  энергии. 

266.  Преабразаван1е  уравнений   дннаинки,  ведущее   нъ  закону   энерг1и. 

Второе  изъ  упомянутыхъ  въ  начал*  §  263  11рео6разован1Й  уравнен1Й  ди- 
нммнки  сустошТ)  въ  сл1иу1^>Щ1*мъ.  Умножммъ  об'Ь  части  уравнена  (349) 
или  (350)  поочередно  на  (II,  (!г^.  (1^  и  сложимъ.  Такъ  какъ 


ш 


(И 


■^  2 


(II  41*' 
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то  можно  написать: 


т  I 


Итакъ,  сделанное  преобразоваше  дастъ: 

а  (^  шуЧ  =  Ей5  -ь  НЙ7|  -4-  2й;.  (376) 

Зд-Ьсь  2  '^^^^  есть  кинетическая  энерг1я  матер1альной  точки  (§  247); 
а  вторая  часть  этого  равенства  есть  работа  (§  241)  силы  относительно 
безконечно-малаго  перевгЬщен1я  «к,  проекщями  которага  служатъ  й?,  йт],  й^. 
А  именно: 

Р,  из .  С08  {Р,  из)  =  Р,  Аз  [соз  {Р,  ;)  соз  {из,  5)  -ь  соз  {Р,  тг))  соз  {из,  тг)) 

-ь  С05  С!?',  о  С08  (*?,  С)]  =  НйЕ  -н  Нйт]  ч-  2С  (377) 

Такимъ  образомъ,  вга  получили  выведенную  раньше  (§  247)  зависимость 
между  работою  и  кинетическою  энерпею,  исходя  изъ  дифференцдальныхъ 
уравненШ  динамики. 

267.  Законъ  энерг1и  въ  конечной  форм%.  Значенхе  этого  закона  уже 
выяснялось  раньше  (§  248);  теперь  обратимъ  наше  внимаше  на  то,  при 
какихъ  услов1яхъ  онъ  можетъ  быть  полученъ  какъ  интегралъ  диффе- 
ренц1альнаго  уравнен1я  (376).  Первая  часть  этого  уравнешя  есть 
полный  дифференщалъ  по  координатамъ,  и  это  уравнен1е  можетъ  быть 
проинтегрировано,  если  можно  и  его  вторую  часть  представить  въ  вид* 
полнаго  дифференщала  отъ  гЬхъ  перем'Ьнныхъ,  который  стоятъ  тамъ  подъ 
зна]сомъ  дифференщаловъ.  Для  этого  прежде  всего  Е,  Н,  2  должны  быть 
функц1ями  только  координатъ,  т.  е.  сила  должна  зависЬть  только 
отъ  положен1я  той  матер1альной  точки,  на  которую  она  дей- 
ств у  етъ;  во  вторыхъ^  должна  существовать  такая  функщя  II  отъ  коорди- 
натъ, чтобы  при  всякихъ  значен1яхъ  посл'Ьднихъ: 

Нй$  ч-  Нйт^  -^Ъ^  =  с1и  =^  (II  н-  ^ЙТ|  ч-  ^йС;       (378) 

б>;  (77)  аув 

а  для  этого  должно  быть: 

--^,     Н  =  -~-,      2  =  -.-,  (3,9) 

т.  е  проектии  силы  должны  быть  частными  производными  по 
соотвГ.тственнымъ  координатамъ  отъ  одной  и  той  же  функции. 
•Зта  функшя  называется  потенц1альною  или  силовою. 
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Въ  нее  ^южеп»  вообще  шворя  и  /  входить  явнымъ  образомъ,  но  въ 
атомъ  случа]^  уравяея1е  (376)  не  можетъ  быть  уже  интегрируемо,,  такъ 
какъ  тогда 

^т  ..        дС  .         с/Г  ,.       дИ 


^/Т|  +  -^  ^'^  -Ь  —-  Й^ 


^  НйЕ  -4   Н^/т^  ч-  2С 


1П 


Л, 


Л  следовательно  Нг/;  ч- Н//т| -I- 2г/С  не  есть  уже  полный  дифференд1алъ. 
Положимъ.  чта  И  не  содержштэ  /  явнымъ  образомъ;  тогда 


откуда  сд'Ьдуетъ: 


(1  Ш1>»)  =  ни; 


1 


^-  шр'  =  Г  -+^  С, 


(380) 


гд1>  С  иронавольнал  пока  постоянная.  Она  можетъ  быть  опред-Ьлена,  когда 
даны  начальный  услов1я  движения;  по  нммъ 

^тV,'=^\,^С,  (381) 

гдЬ  Г^п  есть  результатъ  иодстановки  въ  функщю  V  начальнихъ  коордн- 
нагь  ^о?  Ът  Цг  Вычитая  ураннен1я  (380)  и  (381)  одно  изъ  другого  ио- 
членно,  получа^мъ: 


^^^^  ^  "Н'п^  =:=  Г  —    Оп. 


(ЗЬ2) 


законъ  энерГ1и  въ  шнечной  формЬ:  Разность  значений  кинетиче- 
ской энерг1И  въ  двухъ  какихъ-лнбо  положен1яхъ  свободной  ма- 
тер1альной  точки  равна  разности  соотвЬтствующихъ  »тимъ  ио- 
ложен1Ямъ  значен1Й  потенц1альной  функции. 

Въ  аналитическомъ  отвогиени!  этотъ  резудьтатъ  важенъ  Имъ,  что  онъ 
представляегь  собою  одинъ  изъ  пнтеграловъ  у  равней  1Й  динамики. 

Свойства  потенц1альной  фунвцш. 

268.  Потенц1альныя  поверхности*  Изъ  лредыдущаго  уже  видно,  что 
ра;^ность  Г* — (\у  мзм'йряетъ  работу  силы,  соответствующую  ко- 
нечному перемещению  точки.  Д!>йствитгльно,  если  суммировать  по- 
сл'Ьдгшательныя  ?*ле^1ентарныя  работы,  то  нолучится: 


Ипк  V  (2сП  н-  Нг/т]  4-  ЪгГ;)  =  Нт.  V  г/Г  =  /' 


=  /г/г  =  г 


г 


Особенность  силы,  для  которой  существуетъ  потевщальная  функщя,  со- 
стоитъ  въ  томъ,  что  ея  конечная  работа  не  зивиситъ  нспосред* 
ственно  отъ  вида  траектор1И,  а  также  отъ  вачальнаго  и  конеч- 
наго  ноложен1й  двигающейся  точки,  а  зависитъ  лишь  отъ  нахо- 
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то  можно  написать: 


т 


Итакъ,  сделанное  преобразоваше  дастъ: 

а  (^  тV^\  =  Ей5  ч-  Нйт]  -4-  2Й?.  (376) 

Зд-Ьсь  2  ^^''  есть  кинетическая  энерг1я  матер1альной  точки  (§  247); 
а  вторая  часть  этого  равенства  есть  работа  (§  241)  силы  относительно 
безконечно-малаго  пере»гЬщен1я  Аз,  проекщями  котораго  служатъ  й?,  (?т),  й^ 
А  именно: 

Р.  из .  С08  {Р,  (Из)  =  Р.  с1з  [со8  (Р,  ;)  соз  (Лз,  Е)  -ь  соз  {Р,  ч\)  соз  (&,  т)) 

ч-  соз  (Р,  С)  соз  {с1з,  У]  =  Ей?  ч-  Нйт]  ч-  2С  (377) 

Такимъ  образомъ,  мы  получили  выведенную  раньше  (§  247)  зависимость 
между  работою  и  кинетическою  энерг1ею,  исходя  изъ  дифференщальныхъ 
уравненШ  динамики. 

267.  Законъ  энергЫ  въ  конечной  форм-Ь.  Значеше  этого  закона  уже 
выяснялось  раньше  (§  248);  теперь  обратимъ  наше  внимаше  на  то,  при 
какихъ  услов1яхъ  онъ  можетъ  быть  полученъ  какъ  интегралъ  диффе* 
ренц1альнаго  уравнен1я  (376).  Первая  часть  этого  уравнешя. есть 
полный  дифференщалъ  по  коордннатамъ,  и  это  уравненхе  можетъ  быть 
проинтегрировано,  если  можно  и  его  вторую  часть  представить  въ  вид'Ь 
полнаго  днфференц1ала  отъ  гЬхъ  перемЬнныхъ,  который  стоятъ  тамъ  подъ 
зпсИ^омъ  дпфференщаловъ.  Для  этого  прежде  всего  2,  Н,  2  должны  быть 
функщями  только  координап>,  т.  е.  сила  должна  зависать  только 
отъ  положен1я  той  матерхальной  точки,  на  которую  об  и  д1,й- 
ствуетъ;  во  вторыхъ,  должна  существовать  такая  функщя  II  отъ  коорда- 
натъ,  чтобы  при  всякпхъ  значен1яхъ  послЬднихъ: 

1(П  ч-  Нг/г.  -+-  ЪсГ:  =  с/С  =  ^^:  (/;  ч-  ^  с1г^  ч 

(>;  0^^ 

а  для  этого  должно  быть: 

^        пГ  дГ        _        дГ 

'>;  г)т,  0^ 

т.  «'    прпсм.ц!!!    СИЛЫ   ДОЛЖНЫ    быть    частными   произво 
("Н'Ти  Ьтс  гн»'нным'1.    коордннатамъ  отъ  одной   и   той 
'Па  Фуньчпя  }1а:и.1на('тся  нотен1иальнон)  или  силовоЮг 
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к. 


Въ  ж*е  можегь  вообще  говоря  и  /  входить  явным1|  обрааомъ,  но  нч. 
атомъ  слу'Ш'Ь  уравнен1е  (375)  не  можетъ  быть  уже  интегрируемо,  таш. 
1;акъ  тогда 

Л1   =  -^  1И  -^    -     (1г1  н-  -^  ({^  н-  -—  Ш 


д^ 


Ог^ 


^ 


61 


г)Г 


^  2ЙЕ  ч-  Н  1Н,  -ь  7л/;  -I-  ^  А1, 


и  слЬдоватедьно  Еб/с-ь  Пг/т| -ь  Хг/^  не  есть  уже  йодный  дкфферени1алъ, 
Положимъ,  что  V  не  содержип,  /  явнымь  образомъ;  тогда 


([«..»)  =  . /г/. 


откуда  сл'Ьдуеть; 


1 


-  тю^  =1^4-0, 


(380) 


гд']>  С  произвольная  поиа  постоянная.  Оиа  може1-ь  бгать  оирсдЬлена,  когда 
даны  нача.1ьнуя  условш  движеш»;  по  нимъ 


-  ть,,'  =  (Г  ^  с, 


(381) 


гд1,  ?'„  есть  результатъ  подстановки  въ  функшю  (*  начальныхъ  коорди- 
иатъ  ?о^  т^01  '^^  Вычитая  урагшен1Я  (380)  и  (381)  одно  изъ  другого  по- 
членно, получаеит!: 

(ЗЬ2) 


_,уи,^__,,и,^*=,  {Г_[.г^^ 


г^аконъ  энерг1и  въ  1:мнечной  форм'Ь:  Разность  значен1й  кинетиче- 
ской энерг1и  въ  двухъ  какихъ-либо  ноложен1ях*ь  свободной  ма- 
тер1альной  точки  равна  разности  соотвЬтствующихъ  *тнмь  ио- 
ложен1ямъ  значений  потентиальной  функц1и, 

Въ  ан;1ЛИТнческомъ  отношен1и  аготъ  результагь  важенъ  гЬмъ,  что  онъ 
представляетъ  собою  одинъ  пзъ  иитограловъ  ураннсн1Й  динаинпи. 

Свойства  потенцгалъной  функцш. 

268.   Потенц,1альныя  поверхности.    ГЬъ    иргмт.!1упщго   уже   видно,    что 

разное!  гвЬтствующую  ко- 

1е»г'  1 )»  если  суммирмнать  ио- 

В.тЬ;1  -,лтся: 


Ьш,  К^^'^ 


=  Г 


Г 


кьная  функщя,  со- 
гнгнтъ  н(чгосред- 
^сальна го  и  конеч- 
5тъ  лии1ь  отъ  яахо- 
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жден1я  этихъ  двухъ  положен1й  точки  на  н'Ькоторыхъ  поверх- 
ностяхъ.  Разсмотримъ  уравнен1е: 

(7(Е,  7],  ь)  =  .4  =  пост.,  (383) 

гд'Ь  5,  7],  ^  лрс^дполагаются  какими-либо  переменными  координатами,  а  не 
опред-Ьляющими  непременно  положен1е  точки  въ  разсматриваемомъ  дви- 
жен1и  ея.  Это  уравнен1е  опредЬляетъ  поверхность,  которая  называется 
потенц1альною.  Если  постоянной  А  дать  какихъ-нибудь  два  значен1я 
А^  и  А,  то  мы  получпмъ  дв-Ь  потенщальныхъ  поверхности 

и  =  А,,  (384) 

II  =  А,  (385) 

обладающихъ  свойствомъ,  что  когда  матер1альная  точка  по  какому-либо 
пути  переходить  съ  одной  поверхности  на  другую,  то  соответствующая 
этому  перемещешю  работа  получается  всегда  одна  и  та  же,  ибо  она 
равна  А  —  А^, 

В1»  частности,  если  послЬ  нЬкотораго  движен1я  матер1альная  точка 
возвращается  на  ту  же  потенщальную  поверхность,  съ  которой  она  вышла, 
то  работа  силы  относительно  всего  пройденнаго  пути  равна  нулю. 

Эти  заключен1я  справедливы  впрочемъ  только  при  некоторыхъ  огра- 
ничен1яхъ,  касающихся  свойствъ  функц1и  (Л  хМы  не  будемъ  вдаваться 
въ  подробный  разборъ  этого  вопроса^  имеюп1аго  важное  значен1е  въ  ма- 
тематической физпк'к;  но,  во  всякомъ  случае,  можно  непосредственно  ви- 
деть, что  функция  II  должна  оставаться  конечною  и  однозначною  въ  той 
области,  въ  которой  разсматрпвается  движен1е  точки,  чтобы  можно  было 
непосредственно  делать  вышеприведенный,  а  также  и  следуюпця  ниже 
заключен1я. 

269.  Роль  потенц|альной  поверхности  по  отношен1ю  къ  скорости.  Законъ 
энерг111    показываеп»,  что   производимое   силою   изменен1е  скорости  тоже 

не  зависитъ   непосредственно  отъ  вида 
[/^/1^  траектории,  а  зависип,  лип1ь  отъ  того, 

с1»  какой  потенщальной  поверхности  на 
какую  другую  переходип,  матер1альная 
точка.  Если  начальное  положен1е  точки 
взять  где-нибудь  па  поверхности  (384) 
и  сообп^ить  ей  скорость  г^  по  какому 
нибудь  направлешю  (фиг.  121),  то  ско- 
рость г,  пр1обретенпая  точкою,  когда 
она  приходить  на  другую  потенщаль- 
<1>11г.  1'Л.  ную  поверхность  (3.^5),  будеть  одна  и 

П1  ж(ч  н(^:тн11С11мо  оп.  того,  каково  было 
ничилыюс  цпло-лсени'  точки  на  понсрхности  (384)  и  направлен1е  ея  на- 
чальпоЛ  (ч.прости. 


^    235 


§271,  ф.  38в* 


270.  УСЛ0В1Я  еуществованвя  110те({Ц1альной  функц!»  Уже  сказанное  въ 
двухъ  иосл'йдннхъ  лараграфахъ  указываегь  важное  значен1е  лотенцшль- 
ной  функгци  въ  механике.  Вг  виду  этого  важно  ум^ть  :шрав1>е  опрсд11- 
лять,  сутоствуетъ  ли  д.и1  данной  силы  иотен1иальиая  фуи1^Ц1Я  или  нЬп.. 
Кром'Ь  очевидно  необходимаго  для  этого  услов1я,  чтобы  Е,  Н,  2  были 
только  фуаь'шямя  координатъ,  замЬтямъ  слЬдуняцгя  изв'Ьстие»1я  мзъ  аиа- 
л}1:?а  н^^обходимыя  и  достаточиыя  услов1я,  чтобы  трехчленъ 


былч.  яолнумъ  диффоренщаломъ: 


&Г1        д% 


{ШУ) 


(387) 


Ниже,  въ  задачахъ  будул.  црмведевы  примКры  сил.,  улов.1птворяв> 
щихъ  этнмъ  услов1ямч>,  Вврочемъ,  вь  п^юсИйшихъ  случаяхъ  можно  бы- 
вает!» и  непосредственно  усмотреть  интегрируемость  трехчлена  (386'. 

271.  Распред'&лен1е  въ  лр0странств^  вапряшешя  силы,  обладающей  яо- 
тенц1альяою  фуннц1е10,  Кигда  величина  и  11ац11аилен1е  силы  ;занисятъ 
(Днозначны>гь  образомъ  только  отъ  положен1я  днигаюпхейся  точки,  то 
можно  сказать,  что  каждой  точк*  пространства  соотвЬтствуегь  одинъ 
определенный  векторъ,  нзображающ1й  силу*  Тогда  яв,1яется  вопросъ  о 
распределении  этихъ  векторовъ  В1.  лростраяств'Ь,  т.  е,  о  томь,  какъ 
меняются  величина  и  нанравлен1е  этого  вектора  съ  иереходомъ  огь  одной 
гочии  оространства  къ  другой.  Потенп1альныя  поверхности  даютъ  воз- 
можность изобразить  это  рас11редЬлен1е  весьма  пагляднымъ  образомъ.  Для 
этого  зам'ктиш*  сл1аум1Щ|я  свойства  иотенг11альныхг  иоверхвостей, 

1.  Черезъ  каждую  точку  пространства  проходнтъ  иотен- 
1иальная  поверхность,  и  ирнтомъ  всегда  только  одна.  Чтобы 
найти  уравнен1е  пптенша.1ьной  поверхности,  проходяП1еИ  черезъ  точку, 
заданную  координатами  ;,,  т^,,  С^,  определимъ  значен1е  6'^  которое  ири- 
нимаегь  функд|я  II,  когда  туда  подставить  эти  координаты.  Уравнен  1е 

где  въ  первомъ  член*  стоять  перемЪнныя  координаты^  и  будетъ  уравне- 
Н1емъ  искомой  потенщальной  поверхности,  потому  что  оно  удовлетво- 
ряется, если  туда  вм-Ьсто  перем1шныхъ  коордннагь  подставить  ;,,  Т|^.  %^. 
П.  Въ  каждой  точк1>  пространства  направлен1е  силы  опре- 
деляется нанравлен1емъ  нормали  къ  потенцлальной  поверх- 
ности, проходящей  черезъ  эту  точку,  Изъ  приложев1Й  анюпза  къ 
|'сомет1пп  известно,  что  косинусы  угдовъ,  которые  образуеп!  съ  осими  ко- 
ордикатъ  нормаль  въ  какой-нибудь  даивой  точке  ва  поверхности 

Г  а  1^. ;;)  =  о,  (388) 


выражаются  сл']^дующимъ  образомъ: 

С08  (и,  ?)  =  д   ^ ,    <»«  о».  ^)  =  д-  -;)7 '    "''*  ^"'  '•^  ~  Д   ^ '  ^^®^^ 


причемъ 


]1  предполагается,  что  въ  частныя  производныя  подставлены  координаты 
данной  точки.  Двойной  знакъ  соотвЬтствуетъ  тому  или  обратному  на- 
правленш  нормали.  Въ  дальн'Ьйшемъ  мы  будемъ  разсматривать  то  на- 
иравлен1е  нормали,  которому  соотв-Ьтствуеть  знакъ  (-ь),  и  называть  это 
направлен1е  положительны мъ.  Прилагая  сказанное  къ  потенц1альнымъ 
поверхностямъ  (383),  находимъ  прежде  всего,  что  по  формуламъ  (379) 

опред^ляетъ  величину  силы;  дал'Ье: 


С08  (/г,  ;)  =  -р  -~^  =  р  —  ^^^  (^''  ')' 

сон  (П,  ^{)=^.    —  =  -=С08  {Ъ,  Г,), 


1_  ди 


С08  (п,  I;)  =  -;-  ^  =  ^,  =  С08  (^р,  д, 


(392) 


т.  е.  направлен1е  силы  совпадаетъ  съ  положительнымъ  напра- 
влеп1емъ  нормали  къ  иотенц1альной  поверхности. 

III.  Чтобы  получить  величину  силы  въ  данной  точк*,  нужно 
черезъ  эту  точку  и  точку,  къ  ней  безконечно-близкую,  про- 
нести потенц1альныя  поверхности  и  найти  пред'Ьлъ  отноше- 
ния разности  зпачеп1й  потенцхальной  функц1и  для  этихъдвухъ 
точекъ  къ  отрезку  проведенной  черезъ  данную  точку  нормали, 
заключенному  между  обЬими  поверхностями.  Если  черезъ  точки 
М  (;,  т,,  ^)  и  л/'  (;  -ь  Д;,  т,  -ч-  Дт|,  ^  -{-  Ди)  проходяп>  потенщальныя 
поверхности 

Г  =  А,     1=А\ 

то    Л     -  А  опредЬлясП)  пзм!>нен1е  потенц1альной  функщи   при  переход'Ь 
(»гь  М  иъ  Л':  разлагая  (то  по  строк!.  Тейлора,  можно  написать: 

А'  —  А  ^      .     Д;  Ч-  --    Дт,  -4-    -^    Д^  -н  е, 

гд],  г  и(';',1:пночи«»-мала11  величина  не  ниже  второго  порядка  въ  сравнеши 
(•'I.  ]11)Ир;п]1«'1пимп  1;(1П|)дпнат'ь,  а  следовательно   и   съ  разстояшемъ  31М' 
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или  также  съ  вышеуказаннымъ  отрЬзкомъ  яорма*1и,  Проведемъ  черезъ  М 
нормаль  1П.  поверхности  (Л)  и  занЬтнш.  отрЬзокъ  ^/Л'^=8  этой  нор- 
мали (фиг,  122).  Тао»  какъ  прямая  Л/Л/'  им1>еп1  своими  проекщямн  на 
осяхъ  коордниать  Д;,  Лт),  Л^,  то 

о  =  МЗГ  С08  (ЛГЛ/Л )  =  У%со8  (и,  ;) 

-к  ДТ|  СО.Ч  (п,  Т|)  -4-  Д^  С08  (п,  С)  /"  ^ 

или,  по  формуламъ  (392): 

д(1 


.        1    (ди  .^       ()Г;  ^         д(1    Л 


откуда 


{Л' 

—  А 

—  5), 

г  = 

А' 

—  Л 

0 

Фиг,  122. 


При  переход'Ь  къ  пределу  посл'Ьдн1Й  пленъ  исчезаетъ;  итакъ: 


Р  =  Ит 


Л'— Л 


ЗдЬсь  предполагается,  что  Л'  >  А, 

Пос.1!.дн1й  результагь  приводить  къ  атЬдуюиюму  наглядному  иредста* 
влен1ю  относительно  распредЪен1я  величины  напряжеп(я  силы  въ  про- 
странстве. Представимъ  сёб'к  рядъ  штеншальяыхъ  поверхностей,  соот* 
в!>тствуюпи1хъ  равиоотстоя ишмъ  значен1ямъ  пррем  1>яной  Л ;  тогда  мы 
увидимъ,  что  сила  будегь  больше  въ  такихъ  мктахг,  гдЬ  Ийтенц11иьныя 
поверхности  проходят^!  т^сн'Ье. 

272.  Силовыя  линш.    При  изучен1и  гакихъ  силъ,    величины   н    наи[)а- 
влен1я  которыхъ  зависятъ  отъ  иологкешй  точекъ  ихт.  ириложен1я,  весьма 
удобно  бываетъ  (особенно  въ  теорй!  электричества)  разсматривать  лпи1И. 
имЬюния   свойство,   что    въ    каждой 
точкЬ  такой  Л1Ш1И  сила  къ  ней  каса- 
тельная. Так1я  ЛИН1И  нааыва«»тся  си- 
ловыми.  Черезъ  всл(;у»>  точку  про* 
странства    проходить    такая    лин1Я. 
Чтобы  ее  опр(ц1.лить,  построимъ  силу 
7%  приложен  ну  Н)   въ  точкЬ  М  (фиг. 
123^,   и    на  этомъ  векторЬ  возьмемъ 
безконечио-малыЦ  отрЬзокъ  ММ\    Построивъ  силу  Г* 
точкК  М\   отложи мъ   на  атомъ  вторпмь  вект\)р1» 
зо11ъ  Л/'Л/*  и  проведемъ  силу  Ь'*^   д^.йствуюи] 
Многоугольвнкъ  МЛГМ\..,  въ  иредЬлЬ  и  о( 


Фяп  12а 
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проходящую  черезгь  точет  И.   Согласно   опред^^ен^I),   данном?  силовой 

ДИН1Н 

</;  </т         г/^  ^^^^ 

Эти  два  совоктпныхъ  днфференщадьныхъ  травнешя,  въ  Боторыгь  I. 
Н.  2  предполагакяся  нзвгЬстнымн  фувБшямн  Еоординатъ,  п  опред-Ьляютъ 
всю  систему  силовыхъ  лин1й.  Интегрирован1е  этлгь  уравнен1й  дало  бы 
дв1  зависимости  между  координатами,  содержащ1я  дв^  произвольныгь 
постоя  нныхъ: 

г\  (Л  ъ.  ^  с\,  С)  =  о,       /;  (;,  т., ;,  с\,  с\)  =  0. 

Эти  постоянный  опред'Ьлятся,  если  будутъ  заданы  координаты  той 
точки,  черезъ  которую  проводится  силовая  лин1я. 

Кс.1и  существуетъ  потенщальная  функщя,  то  уравнен1я  (393)  прини- 
маютъ  видъ:  ,„  ,  -. 

(А         сИг/        (^ 

Такъ  какъ  зд'Ьсь  знаменатели  пропоршональны  косинусамъ  угловъ. 
образуемыхъ  нормалью  къ  потенщальной  поверхности  съ  осями  коорди- 
натъ  (§  271),  то  силовыя  лин1и  пересЬкаюгь  вс*  эти  поверхности  орто- 
гонально. 

273.  ПотейЦ1альная  фуикфя  равиодМетвующей  смы.  Если  на  матер!- 
атьную  точку  д1,йствуютъ  н-Ьсколько  силъ,  изъ  которыхъ  каждая  им'Ьетъ 
потеншальную  функщю,  то  и  равнод-Ьйствующая  этихъ  силъ  обла- 
даетъ  потен1иальною  функцхею,  которая  равна  алгебраической 
сумм1|  потен1иальныхъ  функц1й  слагаемыхъ  силъ.  Это  видно  изъ 
гл1ауюпи1хъ  формулъ,  которыя  не  требуютъ  дальн+>йшихъ  пояснешй: 


0(\         „         017,         „         ()С\ 

■^1 

~~" 

11       /      * 

^. 

дС\                   д1\                   ои^ 

""-' 

дЬ\       дС, 

Гичнм    1;11."Ь  ; 

КС 

' '                    'К 
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§  273,  ф.  3!>9. 


т.  е.  равнод'Ьйотвующей  Е  соотв-Ьтствуеп»  иотенд1а,1ЬН{ш  функция 

Г  ^  (\  ^  Г^  -I-  ...  (395) 

3.  256.  Составить  потенша-1ьную  функи1ю  геометрически  постоянной 
силы  и  указать  систему  потенщальныхъ  поверхностей.  Отв.:  Ес!и  А, 
В,  С  слагаелыя  этой  силы  по  ослмъ  110ординап>,  то 

а  =  Ак  -н  1^т1  ч^  с;. 

Къ  этпмъ  пленамъ  можно  было  пы  прибавить  еще  произвольную  постоян- 
ную. Потенщальныя  поверхностн^параллельвыя  плог]:оетп. 

3.  257.  Составить  ][0тенц1а,1ьную  фупкцш  силы  тяжести  Д'Ьйствующей 
на  матер1альную  точку  съ  массою  ш,  пъ  предположен  1н,  что  ось  (О  на- 
прслвлена  вертика,1ьно  вверхъ,  и  наииагть  законъ  анерпн.  Отв.:  Такъ 
какъ  Н  —  о,  Н  =  О,  7.  =  —  пщ,  то 

(;  =  —  ж/ь.  (396) 

Потенщальныя  поверхности  — горизонтальный  плоскости.  Закоиъ  энерНш: 


I;-  =  V,/  + 


^9  1^0  -  ^1 


(397) 


Эта  формула  соказываетъ,  что  если  тяжелая  ^1атер1альная  точка  будеп^ 
съ  данной  высоты  С^  бросаема  съ  тою  же  начальною  скоростью  г,^  подъ 
разными  углами  къ  горизонту,  то  каадый  разъ  на  той  же  высогЬ  ^  она 
будетъ  пр1оор'Ьтать  ту  же  скорость  <\ 

3.  258.  Составить  потенщальную  фуныую  силы  тяжести  и  написать 
законъ  энерпи  въ  предположен1Н,  что  ось  (О  напрамена  вертпка.1ьно 
внизъ.  Отв.: 

Г—Ш//С  (398) 


=  г^'  -Ь  2д  ( ;  —  Со)- 


(399) 


3.  259.    Доказать,   что   всякая   сила,    наирагиенная    къ    постоянному 


центру  и  зависящая  только  от7,  разстоян1я  матер1альиой  точки  отъ  этого 
центра,   имкетъ   потенцшльную    функцш.   и    найти   д.1Я    вея    иыраженкч 
Р'|1пг.:  Пусть  будетъ  г.  разстоян1е  матер1альной  точки  отъ  центра  Г'^  дМ* 
СТИ1Я  силы  1\  и  по  формул*  (340): 

1>\  =  Ы,ш}'(г,). 

По  формуламъ  (ЗТ1) 

находимъ: 

ОН, 

,  .       г.     аг.            ктлн        г.     ,         ,      ^ 

д1, 

г     Ог.             ктлн        г.     ,          .  ,    ^ 
^•^     с/г;     ^:==^      г.'        е/г.     <^       '^-^^^       '•' 

^ 
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Сл-Ьдовательно  первое  изъ  равенствъ  (387)  выполнено;  также  выполняются 
и  два  остальяыя.  Дал-ёе,  по  форнулаыъ  (341)  и  (378): 

аП=^  кт,т  ^^  [(;  —  а.)  й;  -ь  (т]  —  Ь,)  йт)  -н  (ц  —  с,)  сК]. 

Дифферецирован!е  формулы 

г,»  =  {1-  о,)'  +  (1^  -  Ъ,Г  -ь  (ц  -  с,у- 
да«""  (5  _  а,)  й;  Ч-  (Т1  -  Ь,)  йт,  -ь  (!;  _  с,)  <Г^  =  г,  Лг- 

откуда 

(7  =  =ь  Ат.т  /  /•(г.)  йг.  =  ±  кт.т  <р  (г.)  -ь  С.  (400) 

Нужно  помнить,  что  въ  этой  формул*  верхнШ  знакъ  удерживается  въ  слу- 
чае силы  отталкивательной,  а  нижн1й  въ  случае  силы  притягательной 
(§  254). 

Потенщальными  поверхностями  служатъ  концентрическ1я  шаровыя  по- 
верхности, им'Ьющ1я  своимъ  дентромъ  точку  С,. 

3.  260.  Выразить  законъ  9нерг1и  въ  полярныхъ  координатахъ  въ  слу- 
чае центральной  силы.  Отв.:  Въ  случа*  центральной  силы  траектор1я 
плоская  (§  265);  взявъ  полярныя  координаты  въ  этой  плоскости,  полюсъ 
ихъ  въ  центре  д'Ьйств1я  силы  и  принявъ  во  вниман1е  выражен1е  скорости 
въ  полярныхъ  координатахъ  (§  96),  находимъ: 

Ш-''(ж)=-"н-|[.(Р)-,ад,         (40,) 

гд'Ь  9  (р)  иотенц1альная  функщя. 

3.  261.  Составить  потенщальную  функщю  для  силы,  обратно  пропор- 
ц1(>нальной  квадратамъ  разстоян1й  матер1альной  точки  отъ  постояннаго 
центра.  Отв.: 

и=.^1^,  (402) 

ГД'Ь  верхн1й  знакъ  относится  къ  сил*  отталкивательной,  а  нижшй  къ  сил* 
притягательной. 

3.  262.  Опред+»лить  работу  отталкивательной  си.1ы«  им^^ющей*  потен ц1аль- 
ную  фуикц1ю  (4()2],  когда  матср1альная  точка  изъ  разстоян1я,  равнаго  единиц*, 
удаляется  иъ  безконечиость.  Отв.: 

Ь  =  (—  (  „       —        ' -г—  )  =:  кт1т. 


кт^7п\ 


3.  263.  Планета  оппсынаеп,  эллипсъ,  въ  фокусЬ  котораго  находится  центръ 
прптялсеп1я.  Указать  положен1я,  въ  которыхъ  скорость  планеты  одинакова,  и 
точки,  въ  которыхъ  она  наибольшая  и  наименьшая.  Отв.:  Скорость  одинакова 
въ  равныхъ  разстоя1пяхъ  отъ  фокуса,  наибольшая  въ  вершин*  э.члипса,  бли- 
жайшей къ  центру  д-Ьйстихя  сплы  (нерпгел1п)  и  наименьшая  въ  другой  вер- 
шин* (афел1й). 
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§  274.  ф,  402. 


3,  264.  Составить  потенщальную  функц1ю  отталкивательиоЙ  ила  притяга- 
тельной силы,  прямо  пропорц1ональной  первой  степени  разстоан1я  огь  центра 
С^.  Отги 

I/  -г  ^  —  кт^тт^, 

3*  2в5.  Составить  потен дхальную  функщю  п  опредЬлнть  потепц1альвыя  по- 
верхности для  равнод*йствующой  взъ  силы  тяжести  в  силы,  1гряио  пропор* 
Ц1оиальной  раэстоявш  иатер!альвоМ  точки  отъ  веподоижпой  яертикальоой 
ЕфЯмой^  действующей  отталкпвательиымъ  образомъ.  Р-Ьш.:  Ось  •  С)  нвиравпмъ 
по  этой  прямоЦ  вертикально  вивзъ.  Для  силы  тяжести  по  формуле  (398)  шсЪемъ; 

для  второй  силы  ыожпо  написать: 

Н  -  А-1М  с.     и  —  Ам*т^,    Ъ  =г  О, 

1 


Потенд1альныя  поверхности 


7]*)  -ь  2|^  С  ^  пост. 


параболоиды  вращ*Ч11я  съ  общею  вертикальною  осью 

3.  266.  Составпть  потеиД1пльную  функфю  д  уравпев1я  потбпц1альпыхъ  по- 
верхностей для  равнод-Ьйствующей  двухъ  силъ,  притягивающихъ  иатергаль- 
аую  точку  къ  двумъ  неподипжнымъ  дентрамъ  О,  и  С,  обратно  пропорц1о- 
пальао  каадрптамъ  разстокни!.  Отв.: 


кт 


/т,  _^  |и^\ 


Уравнен1я   ^^=  пост.^    по  введевхи   туда    воординагь  и   приведенш    къ  ралцо- 
Бальному  виду,  будутъ  четвертаго  порядка. 


Аналитическое  Бьхражемге  имкулъса  силы  и  закона 
количества  двишен1Я. 

274.  Обращаясь  къ  нзсл^дован1ю  двилген1я  материальной  точки  лри 
различных!»  нанбол'Ье  ва;кныхъ  частныхъ  предаоложен1югь  относительно 
д'Ьйствушщпхъ  силъ,  останоиимся  прежде  всего  на  предположении  »1то 
сила  15аниснп>  только  оп.  времени: 

Н^/;(7К     Н^/;(0.     2.^/,(0. 

Въ  атомъ  случаЬ  интегрирование  уравнен1й  (360)  можетъ  выполняться  не- 
посредственно, и  ПОЭТОМ)*  въ  теоретнпескомъ  1:пноп1ен1и  не  представдяегь 
ннкакпхъ  затрудеенШ.  На  практнкЬ  такихъ  случаевъ  однакоже  не  встре- 
чается; но,  принимал  во  вннман1е  сказанное  въ  §  253  относительно  того, 
тго  посредственно  всякую  силу  можно  ризсматривать  какъ  функцию 
времени,   мы   приходнмъ   зд*сь   К!»   аналитическому  выра;кен1ю   нм- 
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пульса  силы  (глава  VI).  Уравнен1я 


й^; 


т   ,.^  =  ::, 


Л 


т 


приводятъ  интегрирован1емъ  въ  иред^лахъ  отъ  Го  до  /  къ  зависимостямъ 

I 


т 


т 


«О 


аь 


(403 


<0 

Интегралы,  стояние  во  вторыхъ  частяхъ,  можно  разсматривать  какт 
проекШи  вектора  ^,  который  мы  называли  (§  231)  конечнымъ  импуль- 
се иъ.  Уравнен1я  (403)  представляютъ  аналитическую  форму  зависимости 
(313):  первыя  части  ихъ  выражаютъ  проекщи  на  координатныхъ  осяхъ 
геометрической  разности  тV  —  тV^,  Итакъ,  уравнен1я  (403)  выражаюгь 
законъ  количества  движен1Я.  Они  им'Ьютъ  приложеше  при  аналити- 
ческомъ  изучен1и  д'Ьйств1я  мгновенныхъ  силъ  на  матер1альную  точку. 

Дви»ен1е  хатер1адьной  точки  при  д^йотв1и  геохетри- 
чески  поотоанной  оиды. 

275.  Уравиен1я  Авижен1я  точки  при  д-ЬйствЫ  силы  тяжести.  Сила  тя- 
жести цредставляетъ  собою  силу  геометрически  постоянную,  если  только 
разсматривать  движен1е  на  столь  небольгаомъ  пространств*  земной  по- 
верхности сравнительно  съ  земнымъ  радхусомъ,  чтобы  можно  было  не  при- 
нимать во  вниман1е  изм1^нен1я  географической  широты,  а  также  предпо- 
лагать, что  и  высота  двигающейся  точки  надъ  поверхностью  земли  изме- 
няется мало  сравнительно  съ  земнымъ  рад1усомъ  [см.  формулу  (305)]. 
Въ  дальн  Ьйпк'мъ,  разсматривая  движенхе  матер1альной  точки  при  д-Ьйствш 
геомотрнчески  постоянной  силы,  мы  н  будемъ  нмЬть  въ  виду  исключи- 
тельно силу  тяжести. 

Иыберемъ  к'оординатныя  оси  сл'Ьдующимъ  образомъ:  начало  коорди- 
нап.  иъ  начальномъ  положен1и  (/  =  0)  двигающейся  точки,  ось  (ь)  напра- 
вим!» игртпкалыю  нверхъ,  плоскость  (^^0  возьмемъ  такъ,  чтобы  въ  ней  на- 
ходилась нач1иьн;и1  скорость  V^\  уголъ  этой  скорости  съ  осью  (?)  озна- 
чимь  чореаъ  а.  Тогда: 

Н  =  0.     11  =  О,     /  =  —  тд,  (404) 

^0  =  О,     т|,  =  О,     :;,  =  О,  (405) 


''о-  =  <  п  с^***  а* 


ъ  =  ^'   'о:  =  ^0 


^о<  а. 


(406) 


—   243   — 


§  276,  ф.  408. 


Ураввешя  динамики: 


гР-п 


(1% 


Ихъ  можно  интегрировать  непосредственно: 


=  С„ 


^С-,     -^^  =  -^^/н-С,. 


По  началы1ымъ  ]гглов1ЯМЪ  (401'>),  ^1ри  ^^0.  нм11емъ: 

С^  =  г^  6*05  3,     С\  ^  О,     Сд  :=  г'^  5111  а; 


такъ-что 

Интегрируя  нторично.  найдемъ: 


=  О,       ,.  —  —  /;/  н-  Го  5^м  а 


5  =  Р^  сова.  I  ч-  С^,     г^  =  С„     ;  =  —  -  ^г^^  н-  1о»ша .  <  -Н  С,, 

Полагая   зд-Ьсь  /  ^  О  н  лринпмая  во  вннманге  начальпыя  ус10В1я  (405), 
заключаемъ.  что 

С,-=и,     ^  =  0,     С;  =  0; 

и  поэтому  окончательно: 


1'^  сов  си.  I,     1]  =^  О,     ^  =  —  —  д1'^  -ь  ^'^  .^^ «  а  .  / 


(407) 


276.  11зсл-кдовав1е  полученвыхъ  уравненШ.  Изсл^дуемъ  движен[е,  выра- 
жаемое этими  уравпеиуппь  Второе  изъ  нихъ  показывлеп.,  что  матер11иь- 
ЙЕН  точка  во  все  время  движения  остается  въ  вертнка-тьной  плоскости» 
содерясащей  начальную  скорость.  Чтобы  аайти  уравнен1е  траектории,  исклю- 
чимъ  (  иуъ  исрваго  и  третьяго  уравнений: 


2г^*  608"  в 


(408) 


Эта  ЛИН1Л  второго  поряд1:а  есть  парабола,  какъ  это  легко  видеть,  пере- 
неся вс1;  члены  уравнения  въ  одну  часть  и  сравннвъ  его  съ  оощимъ  ви- 
доиъ  уравпен1я  лпн1и  второго  порядка: 

.4;=  -I-  ВЕ;  Ч-  С^'  'Ь  />;  -Ь  Е^  ^  Г=0; 
причемъ  въ  иастоящемъ  случаЬ 

В'  —  4АС=0, 
Ось  параболы  (408)  вертикальна. 

ДалГ|Н^Й1И!е   вопросы,   относяи11еся   къ  настоящему   случаю  движенш^ 
указаны  въ  нижесл'Ьдув^щихъ  задачахъ. 

1в» 


•^44 


■I  *Щ^  М'м^ги  м(^)>ии1му  |»м|»иЛо1ы  И)8'  л  принегтп  ея  уравнен1е  къ  пр 
|».;<.1м.м^  ИИ  и  I*  I,  ,м  Г|(\р1И111т  ••пргдК.ттгн  по  уолов1ю,  что  "^  максимум 
».  .    «м-  •  • 

I »  .>...м  .  .  .,1 ,    и.».».».,.»  ц->.»1>  ^им*«1'|.  III.    п'у   1«»'1ку  по.чучаемъ: 

•V,' 


♦  *#ц  « >..1..*  «К  .»♦.►.    I  •«  1 1.  II  •»^- 1 1.  11,1  10  Г  А,  Г.  О.  т>а.<''тч*>н111е  матерЕадьнок  точ! 
к»»»...»ч» •••««М1М    мь  1г1|'1.  ЧОЧ14Р1ГГК,  когда  она  прпдетъ  ил.  аерв 

» ^  "•    ».'1-"  »"и.'»  »».иуч«  м  •.»|'К'»1||..  и  упкГк    я»    при    КОТОрОХЪ   ДАЛЬНОСТЬ  И 


■'    «*«»  йТ( 


'»1»к*     * 


♦    <Ч1Ч    '  *"^*,».^  А  ♦.•»..   ч;м>41    Г   Нч  010   гмм«;Г'1    Огл.;    Ц  .'  ::1?рШ<'»Я  ЩЗЪ  фоОЖ^ДЛ  1 -•У 


/ 
^    ^^'     ^*  1  *    \^»««,    '     >.    »<»  1ЧН  1:^,  ^^  ,   '(«ггмг.гн  ^«•,'■^»^ь^уя^  должна  тров 

м-»».  •*    •.>«к*«^    '^чА'\»..^*у*     ^Н1М>Ч»  ||г%  1г«.11.Л>  Ч>      Ю^р!?»   г»*  г,.  <  ">ттп*»7;^тдгчч[^    ЖТЧЛЗ 


•»      ♦ 


♦  ^'•^•.*1"«  %••     м  •.     )    ',.•     ^         1м>  1я*и>«  н      ^ил    '^^шы»I1а   ДЛЯ   Х-    Тг^^     I  И.Д 


и.^ 


I        ^^  .. 


...4,      •.  .   к  ».'»«•*•  4  ч  г.       •■..I      ■..-Ь|111т<И       1»'*4.и:  ?■.!>.<  IX       я^о^^•.■'Д1:    щ 


*.      '^^ 
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278, 


412, 


3.  273.  ПокаэлтЬ)  что  при  дапномъ  г^  вершины  вс^хъ  параболъ  (409)  ле- 
жать на  ЭЛЛ  и  о  с  Ь,  а  фокусы  пхъ  па  круНк. 

3.  274,  Матер1а;ьная  точка  при  д^ЙствШ  поетоянвоЙ  сплы  описываетъ 
параболу,  проходящую  черезъ  четыре  даниыхъ  точки.  Определить  направлои»© 
сняы*  Р-Ьш.:  Нуяшо  выразить  коэффяцдеоты  въ  ураввенхн  параболы  по  коор- 
дияатаиъ  четырехь  дапиыхъ  точекъ  п  011ред'к1ить  направлен1е  осп  параболы. 


Движенхе  матерхальной  точки  при  д'Ёйствш  силы,  прако 
пропорцюнадьнон  разстояншмъ  точки  отъ  неподвижнаго 

центра. 

277.  Уравне»1я  динамики  для  этого  случая.  Этотъ  случай  яграетъ  наж- 
нут роль  въ  механшгЬ,  потому  что  къ  н»^му  относится  движен1«.^  матер!- 
альныхъ  точекъ,  несьма  мало  отклоненных^  отъ  ихъ  положений  равновЬ- 
С1Я.  Въ  частности,  движен1е,  которое  мы  найдемъ,  окажется,  при  Н'Ько- 
торыхъ  услов1яхъ,  гармоннческимъ,  которое,  какъ  извЬстно,  игЬетъ  важ- 
ное значен1е  при  пзучетпн  колебательнаго  двнжен1я  упругой  среды. 

Пусть  будстъ  сила 

Г=кг,  (410) 

гдЬ  г  разстоян1е  матер1альпой  точки  огь  центра  д'Ьйств1Я  силы.  Такъ 
какъ  всякая  притягательная  плп  отталкивательная  сила  нронорш'оналг.на 
ласс'Ь  л1атер1а.1ьиой  точки,  на  которую  она  дЬйствует-ъ,  то  можно  црнпять 


А*  — =  т(1^ 


(411) 


тд'Ь  ^  сила,  д(>йст1*ующая  на  единицу  массы  на  единице.  разстоян1Я. 
Предполагая,  что  начало  коордннатт»  находится  въ  центр!»  д!>йств1я  силы, 
им'Ьемъ: 


т$  {1\  ;)  =    ь  -  ,     €08  (1*\  1))  ^  ^  - 
т  г 

и,  согласно  съ  формулами  (341): 

а  потому  урааеешя  динамики  имЬюгъ  лидъ: 


соз  {Р,  ^)  =  Нн  1 


2  ^=  ±  «»г/^; 


=   ♦г  <?^, 


(112) 


гдЬ  верхн1й  знакъ  относится  къ  сил*  отталкивательной,  а  нижнШ  къ  еил^ 
притягательной. 

278.  ОбщШ  ходъ  интегрирован1я  уравнен1Й  (♦12).  Зд*сь  является  бла- 
гоприятное обстонтельстко.  что  каждое  из1>  уравнений  динамики  содержнть 
только  одну  координату  и  можетт*  быть  поэтому  интегрируемо  отдельно, 
Кром'Ь  того,  такъ  какъ  сила  центральная,  то  траектор1я  плоская  (§  265). 
Взяиъ  плоскость  (:Т|)  въ  плоскости  двнжен1я,  т.  е,  въ  плоскости,  содер- 
;кащей  цемтръ  дЬйств1я  силы   и   начальную  скорость,   будемъ  постоянно 
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им'Ьть  ^  =:  О  и  можемъ  ограничиться  разсмотр'Ьн1емъ  только  двухъ  дру- 
гихъ  координатъ. 

Вс'Ь  уравнен1я  (412)  по  виду  тождественны;  поэтому  ограничимся 
интегрирован1емъ  перваго  изъ  нихъ.  Умножнвъ  об*  его  части  на  2й$, 
примемъ  во  вниман1е,  что 

поэтому  интегрирован1е  даетъ: 

(-^)    =  гь  д  /  2Ы1  -4-  С  =  1±:  ^г^  -4-  С. 

По  начальнымъ  услов1ямъ: 

2 1-    л?    2 


следовательно 


^'о^ 


=  -  д$о'  -I-  С; 


Отсюда:  ^^  _  ^  ___й$___  ^ 

И   новымъ   интегрировашемъ    можно   найти   окончательную   зависимость 
между  ^  и  5.  Это  интегрирован1е  приводш-ъ  къ  различнымъ  результатамъ, 
смотря  по  знаку,  стоящему  передъ  ^\   поэтому  мы  разсмотримъ  эти  два 
'  случая  отдельно. 

\  279.  Роль  двойного  знака  передъ  корнеиъ  въ  фориул-Ь  (413).  Въ  пер- 

I  вое  время  послЬ  начальнаго  момента  скорость 

^  им'Ьетъ  тотъ  же  знакъ,  какъ  и  г^^.  Мы  должны  удерживать  этотъ  знакъ, 

пока  подкоренное  выражен1е  не  обратится  въ  нуль.  Въ  этотъ  моменгь 
слагаемая  скорости  по  оси  (?)  сд'Ьластся  равною  нулю,  и  знакъ  можетъ 

I  перемЬнпться  или  остаться  прежнимъ:  это  будетъ  зависать  отъ  того,  ка- 

кое направлен1е  им-Ьетъ  въ  этоп.  моментъ  сила;   потому   что   это  напра- 

Л  влен1е  определить  для  слЬдующаго  загЬмъ  элемента  времени  направлеше 

геометрпческаго  приращен1я  скорости,  а  слЬдовательно  и  знакъ  у  Л;, 
Напрс1влен1е  же  силы  можно  определить,  зная  для  даннаго  момента  по- 
ложен1е  двигающейся  точки.  Такимъ  образомъ,  для  окончательнаго  рЬше- 
Н!Я  вопроса  о  знак'Ь  передъ  корнемъ,  нужно  им'Ьть  уже  проинтегриро- 
ванный уравнеп1я  движен1я.  Въ  виду  этого  мы  будемъ  пока  удерживать  оба 
знака  передъ  корнемъ  и,  найдя  уже  интегралы  уравненШ  динамики,  по- 
ступать вып1еуказаннымъ  образомъ.  Когда  знакъ  будетъ  выбранъ,  онъ 
удерживается  до  г1>хъ  поръ,  пока  снова  подкоренное  выражен1е  не  сде- 
лается равнымъ  нулю,  и  т.  д. 


—   247   —  §  281,  ф.  416. 

Приведенное  разсуждеше  применимо  и  во  многихъ  другихъ  случаяхъ 
движешя. 

280.  Уравнеи1Я  двитен1я  въ  случа'Ь  силы  отталкивательной.  Обращаясь 
теперь  къ  случаю,  когда  въ  формул*  (413)  передъ  д  стоить  положитель- 
ный знакъ,  т.  е.  когда  (§  254)  сила  отталкивательнал,  для  простоты  по- 
ложимъ: 

^0^"  —  ^^о'  =  ^«;  (414) 

такъ  что  формула  (413)  даетъ: 


=  ^   •    га...  ^  с. 


Определяя  втотъ  интегралъ  подстановкою  (см.  внтегр.  исч.): 


находимъ: 

а1 


I 


К?'-1-а 


=  —  1ди  =  —  1д  (VV  -«-  о  —  5) 


<  =  ±  ^_-  /р  (|/$=  н-  о  —  Е)  ч  С. 

Уч 

Опред'Ьляя  С  по  усдовш,  что  при  I  =  О  ин^емъ  5  =  $о'  и  пользуясь 
зависимостью  (414),  получаемъ: 

1=  ±^=  1д 


^0 


Уч 

Отсюда,  опять  принимая  но  внимаше  зависимость  (414),   находимъ 
для  ;,  а  по  аналопи  и  для  т],  сл^дуюпйя  выражен1Я: 


е 


е 


(415) 


281.  Уравнен1я  движетя  въ  случае  сялы  притягательной.  Если  сила 
притягательная,  то  въ  формул*  (413)  передъ  ^  нужно  удержать  отрица- 
тельный знакъ,  и  тогда,  полагая  для  краткости 

^о:'  -+-  4^0   =  пс'^  (410) 

получаемъ: 


—   248 
Известно,  что 


^(1) 


=:  аГС  81П   —  ; 

2  с 


(417) 


поэтому  . 

/  =  г!=  — ,~  агсзт  — I-  С". 

Пользуясь  опять  услов1емъ,  что  Е  =  $о  ^Р"  '  =  О,  получаемъ: 
/  =  1±:  -7=^     агс  згп агс  зт  —  1  • 

V ^  \  ^  ^/ 

Опред-Ьлимъ  отсюда  $: 

;  =  с  5/п  ( агс  зт  —  гь  ]/  ^  М  . 

Принимая  во  внимаше,  что 

соз  (  агс  з1п  ~^  1  =  1/  1  —  5«г^  1  агс  згп  -^\  =.  -  ]/с^  —  5^^ , 
а  также  зависимость  (416),  окончательно  находимъ: 

5  =  5^,  соз  (]/  7  0=*^-:-  «^06  ^^'«  ( >^  ^/  О, 

Уд  ' 

гд'Ь  вторая  формула  присоединена  по  аналопи. 

282.  Изсл'Ьдовак1е  обоихъ  резудьтатовъ.  Сравнен1е  формулъ  (415)  и 
(417)  иоказываетъ,  что  отталкивательная  и  притягательная  силы  даютъ 
существенно  различный  по  виду  движешя.  Въ  первомъ  случа*  коорди- 
наты выражаются  показательными  функцхями,  и  матерхальная  точка 
съ  течен1емъ  времени  удаляется  въ  безконечность.  Во  второмъ  случа'Ь 
координаты  выражаются  пер10дическими  функц1ями,  который  всегда 
остаются  конечными.  Такъ  какъ  притомъ  /  вездЬ  входить  одинаковымъ 
образомъ,  то  точка,  по  прошеств1и  н'Ькотораго  пер1ода  времени,  возвра- 
щается въ  прежнее  110ложен1е.  Пер10дъ  оборота 

V  Ч 
Для  ()пред1,лен1я  траектор1и   въ  двпжен1и,  выражаемомъ  уравнен1ями 
(115).  т.  е.  для  ис1и1ючен1я  /  изъ  этихъ  уравненШ,  опредълимъ  изъ  ннхъ 

фуПКЦИ! 
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ф.  420. 


' 


н    цриравняемъ    нулю   произведение   лолученныхъ   д,1Я    нлхъ   выр:шен1й. 
Полагая  для  краткости 


1 

У'ч 

I 


^оЕ  —     ^' 


ч       _ /-  ^0?  —  -^а 


^0-*- 


%  — 


»  ч 


'ОТ} 


.--^  '\ 


Уч 


от, 


=  в. 


-я,. 


ыаходииъ  ура1шен»я  траектории: 

По  дискриминант (-*  лин1Й  второго  порядка  легко  вид1>ть,  что  ураикеи1о  (419) 
при  всякнхъ  знаа<ш1>1хъ  коэффнщептовъ,  т.  е,  при  всякихъ  начальныгь 
услов1яхъ,  оиред-^лясть   гиперболу.  А  им^'няо  эта  дискрниинаята  адЬсь 

(Я^  Лз  ч-  А,В,У  —  АА,А,В,В^  =  {А,В,  —  А,В,У 

всегда  положительная.  Отсутств1е  въ  уравиен1Н  (419)  члсновъ  перваго 
порядка  относительао  коордииатъ  показываетъ,  что  центръ  гинорГголы  на- 
ходится въ  начал1>  координагь,  т.  е.  въ  центр*  Д'Ьйств1Я  силы. 

Для  оиред11лен1Я  т|1аектор1и  иъ  случае  д1»Й€тв1я  притягательной  силы 
опред'Ьлимъ  пзъ  уравнси1й  (417;  ам  (|  г//)  и  ,ш/(|7'>  "  приравняемъ 
сумму  ихъ  квадратовъ  едив11ц1^-  Это  даетъ: 

Ч  {\^  —  1.Ю'  -ь  (ГЦ?  —  «.ор!/  —  (?о^Ц  —  Ъ\У  =  ^'      (^20) 

уравнеше  эллипса,  какъ  это  легко  вид Ьть  опять  но  дкскри^ннантЬ  лииШ 
второго  порядка,  Центръ  эллипса  находится  въ  центра  д1*йств1я  силы. 

Посл1,дняго  рода  динжея1е  называется  гармонически мъ*  Его  можно 
ныразить  проще,  положивъ: 

г^^  1^  саз  р„      —г  г^.  =  I,  тп  ?„ 


\^1 

1 
17 


т»1о  =  ^л  ^^  Эз^      77=  «07)=  ^2  ^^^  к 


тогда 


е  ^  ?,  Г05  (»'9  /  -ь  Э,),     71  ^  /^  а18  (V  г/  /  -ч-  ^Х 


3»  275,  При  какой  начальной  скорости  гармони  чес  коо  дпижен!^  будетъ  со- 
вершаться по  кругу?  Отв.:  Они  онредклнтсн  иагь  услоаШ 


*1^ 


^-Г)^  -^  ^  ^о'^  ^  «о:*,     «^«^  ^^щ  -^  Ч^'По  —  С», 


3.  276.  Онррд^утпть  коэффтМеип!  Д'КЙстЫя  такой  пр11тягател1|ио11  с плы,  что- 
бы колеба1]1е  въ  гармоиическоагь  доижеи1н  совершалось  ш.  одну  секунду. 
От  в,:    ^  =^  4;;^ 

3.  277.  При  какихъ  услопшхъ  дпижепЫ,  пыр&жаемыя  уралне]]1л1Ш  (415>  11Д1Л 
(417),  5у;^утъ  примолине^^ныя?  Отв.:  Прп 
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Т.  е.  при  услов1и,  чтобы  начальная  скорость  им'Ьла  паправлен1е  прямой,  соеди- 
няющей начальное  положепхе  матер1альной  точки  съ  центромъ  д-Ьйствхя  силы. 
3.  278.  Въ  случа-Ь  прямолинейнаго  гармоническаго  движенхя  какова  должна 
быть  начальная  скорость,  чтобы  точка,  находясь  въ  начальный  моментъ  в-ь 
своемъ  среднемъ  положен1и,  совершала  колебан1е  съ  данною  амплитл'дою  21. 
Отв.:    Гф  =г  У^^. 

Движен1е  матерхадьной  точки  при  дФйствш  силы,  обратно 
пропорц10нальной  квадратамъ  разстояшй  отъ  неподвиав- 

наго  центра. 

283.  Первые  интегралы  этого  движен'т.  При  опред1>лен1и  этого  дви- 
жен1я  мы  воспользуемся  уже  найденными  раньше  общими  интегралами, 
выражающими  законъ  площадей  (§§  264  и  265)  и  законъ  энерпи  (§  267). 
Мы  знаемъ,  что  эти  законы  въ  данномъ  случа*  применимы,  потому-что 
сила  центральная,  и  для  нея  кром*  того  существуетъ  потендхальная  функцгя. 
Зная,  что  движен1е  должно  происходить  въ  постоянной  плоскости,  содер- 
жащей центръ  дМствхя  силы  и  начальную  скорость,  можно  ограничиться 
разсмотр'Ьн1емъ  только  двухъ  координатъ.  Въ  настоящемъ  случае  удобнее 
всего  воспользоваться  полярными  координатами,  взявъ  при  этомъ  полюсъ 
въ  центр*  дМствгя  силы.  У  насъ  уже  имеются  выражен1я  въ  полярныхъ 
координатахъ  обоихъ  законовъ:  формулы  (373)  и  (401).  Въ  посл'Ьдней 
изъ  нихъ  нужно  только  принять  для  и  формулу  (402)  и  въ  ней  положить 
г.  =  р.  Кром-Ь  того  положимъ  для  простоты 

т.  =  1,     —  =  с. 
•  т 

Итакъ  им'Ьемъ  сл'Ьдующ1я  исходный  уравнен1я,  являющ1яся  уже  интегра- 
лами по  отношен1ю  къ  первоначальнымъ  уравнен1ямъ  динамики: 

!>■§  =  «  «21) 

284.  Интегрирован!е  предыдущихъ  уравнен1й.  Для  опред-к1ен1я  рад1уса 
вектора  въ  функщи  времени,  исключимъ  изъ  предмдушихъ  уравнен1й 
производную  в  по  I.  Полагая  для  краткости 

?*  -  г;„'  =  А,  (423) 

Ро 


ниходпмъ:  /  л.  \8 

?■        Р 


Отснаа 


/2Г 


.//=    ь   ---^-^ .  (425) 


'-7 
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§  284,  ф.  426. 


Интегрирован1е  этого  уравнен1я,  котораго  мы  не  будемъ  впрочемъ  про- 
изводить, дало  бы  намъ  I  въ  функщи  р,  а  следовательно  и  обратно, 
р  въ  функщи  I. 

Другую  координату  можно  выразить  въ  функц1и  ^,  если  знать  зави- 
симость между  об-Ьими  координатами.  Для  отыскан1я  этой  зависимости, 
т.  е.  для  опред^лешн  траектор1и,  поставимъ  въ  уравненхи  (425)  вместо 
(И  по  формул*  (421) 

а1  =  ^  АЬ. 
с 

Это  даетъ  дифференц1альную  зависимость  между  координатами: 

сйр 


вЬ=  ± 


1/?- 


(426) 


Для  интегрирован!я  ея  преобразуеыъ  подкоренное  выражен1е  сл'Ьдуюшимъ 
образомъ: 


2А- 


—  К 


к' 


А-\« 


Л»  —  Ас» 


-^-{И) 


—  К        \ 


Введя  новую  перемЬнную 


можно  написать: 


\/к'  —  Не' , 


—  к 


и  = 


(1П  =  .1= 


[^к'  —  Не' 
(1и 


VI  — и' 


откуда,  интегрируя,  находимъ: 


^-А- 


агс  С08  и  -+-  а  =  -ь  агс  соя 


\  ^~к'—11с' 
гдЬ  а  произвольная  постоянная.  Определяя  отсюда 


Р  = 


1-^-]/!  -~.со8(6-а) 


получаемъ  въ  полярныхъ  коордннатахъ  уравнен1е  лин1н  второго  порядка. 
Итакъ,  матер1альная  точка,  притягиваемая  неподвижнымъ  дейт- 
ромъ  съ  силою,  обратно  пропорц1ональною  квадратамъ  разстоя- 
н1й,  описываетъ  коническое  сЬченхе. 


^       9в0^ 


•  ^^а,.  ■-;|> 


V  '       г:-'1    I'  •.-'.-       г  ^-     -■•.•-■.»—.         -г- 1.:1  ^.  .аг--2Ы1     .. 

V  V'      -'      <*••  ..;,.. с...--  -  -;:       ^-  'Ц!!.     1311    ОЖ" 

0      0         ,  ■■'■'     I  :•    'ш      ф  ,    ,         -...'>, с. кГ.    ^  .    -»  .•-■■-  -       "  пг:^       ШППв— 

,..-///    '  /      /      / '     */  /-1-- '     ''К  .      ,'»  г*  ^.-я-.    I   <г.  -  \г»   ■-: — ^й".  Зи-ша 
|'         ''  '        '   •      '     '/'    .'  '   V   ,*  г.^  *  .•    г.    ;.  чи^П!  ^г»   ш:^;.   ^1^ 

ГН     П',1П19-Ч1'>  /л'  ^А\  ^//.  (4291 

у(ги«н>  11П}  I  \  Чт  П  ^^•^  м(»ом  1М''МГ/К1  М  МО  /.  няхолииг  /;ависимость  между 
,//         .  «^'''^  (430) 

ими)1|мм|и  >и1)м     мм  п|||||>|Г|1и1||   1||111Ч.1п|||||,  11.11.  ур}|||тч|1я  (421): 
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находимъ:  аь  =  -* -^^- (431) 

~"  рУ  27^7  н-  К)  р'^^  * 

Предположимъ  теперь,  что  дМствующая  сила  слагается  изъ  двухъ,  им'Ью- 
щихъ  общ1й  центръ  д'Ьйств1я,  изъ  которыхъ  одна  выражается  какою- 
нибудь  функц1ею  /'(р)  разстояшя,  а  другая  обратно  пропорц10- 
яальна  третьей  степени  разстоян1я,  т.  е. 

причемъ  для  простоты  принято  т:=1.  Полагая 

/П?)  =  Ф  (Р), 

ИлГБеМЪ!  I 

^'=.Ьф(р)=Р2^-  (432) 

Верхн1й  знакъ  соотв'Ьтствуетъ  силамъ  отталкивательнымъ,  а  нижнШ  — 
притягательвымъ.  Подставляя  выражеше  (432)  въ  уравнен1е  (431),  на- 
ходимъ: 

М=-.Ь    —-=:.  ^  ^^К    .    ^^:^^-  .  (433) 

р  ]/  2ср  (р)  р2  н-  2Ар2  —  (с'  ±  к) 

Сравнимъ  траектор1ю  въ  этомъ  движен1и  съ  траекторхего  въ  другомъ  дви- 
жен1и,  въ  которомъ  д'Ьйствуетъ  сила 

предполагая  при  этомъ,  что  постоянная  к  (429)  взята  тажс  какъ  прежде, 
а  для  постояннаго  с  въ  уравненш  (421)  принято  новое  значенхе 

с'  =  \/с'^~к. 

Если  означить  черезъ  О'  уголъ,  соотв'Ьтствующ1й  тому  же  значе- 
н1ю  р,  какъ  въ  первоначальномъ  движен1и,  то  по  форму л-Ь  (431): 

НЬ-=  ^  --=..- ^^  -  -^  =  ::^  --^Й'Жа^ ^:,- .    (434) 
Рк2?(р)р'-ь2Ар=— с"  р1/2(р(р)р'-ь2^— (с'=!:*) 

Сравнен1е  съ  (433)  даетъ: 

\}/с'^к     )  ру'2ф(р)р=-+-2Ар'-(с»11:А-) 

Отсюда  заключаемъ,  что  если  углы  в  и  О'  отсчитывать  отъ  одной  и  той 
же  оси,  то  при  одинаковыхъ  р: 

-^^-_^.  О'  =  Ь.  (435) 


гь4 


МЧ4..  ];'«ароить  по  точтамь  Т1)а*?1- 
1'  1нку  ш'риаго  дьнхенХя  сг1:гг1ашзп 
1.'К"-7Ы11г  <;1Их-(Ломъ:  прс'ведя  в«:- 
■|г'1/ь  р  и'мг  угломъ  Ь  п  точп 
•|р;1<'|:1о|ии  (ГМ).  нужно  повегвтть 
;н</гь  Ж'1ло|а.  с>зъ  изм1неж]н  ег. 
.иины  ык'ь.  чтооы  его  уголь  ♦»  сг 
(пии»  цсмярныхг  1:'»ординатъ  опрел!- 
лялси  формулок»  ( |ЗГл.  ТаЕИМЪ  с*6ра- 
тчъ.  и:{чЬ|1ии  рагиичныя  значешн 
уг.|;|  I)'  постоянно  въ  одномъ  и  томъ 
жг  01Н0111С1ПИ,  опрсд'Ьляемоиъ  коэ4»- 
(||И10<'Нго1||.  |гь  формул1>  (435Х  можно 
||си|рп1И1.  ь»и.пг  уипио  мш'ло  Ю'Н'М,  гр:м'ктор|ц  ( \:\:\),   Разсмотрннъ  н*- 


|)^и-.     •.:^. 


.'К'чкЛь^,  ,-',       *1Л     ■« 


^     ;.    1к     ♦:Г\Л!1'.     ^ьа«Х:41И    .'О^;     й      Г.^^^.■^    :"*».     I       г151.».  \1:1.»         'а  V.и     ~1- 
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8  287,  ф.  430. 


Н1Я.  Ушзанное  построение  даетъ  траектор1ю  (фиг.  125)  въ  движев1и  при 

Д'ЬЙСТВ!!!    СИЛЫ 


Проиеденныя  на  чертеж-Ь 
ЛИНИ!     соотв'Ьтствуютъ 

ра3.1ПЧНЫМЪ   ЯНИЧИЯ1ЯМЪ 

коэффшць'нта 
и  =     ,-1 ,       (436) 

прпчеыъ   для    отталинва- 
тельной  силы  •«<!,  а  д;1Я 
притягательной  п>1. 
к' 


2) 


^'  =  -^. 


ЧТО  соотв-Ьтствуетъ  движе- 
пт  по  1соеическоиу  сЬче- 

Н1Ю      [ТрН      ДЬЙСТВ111      силы 

всем1рнап)тягот1ш1я.  Ука- 
занное построение  даетъ 
траектораи  (фиг.  126)  при 

д'ЬЙгтвп!  силы 

//        к 


г=--. 


3) 


Фип  127. 


Г  =  Н-  А^'р, 

ЧТО  соот1гЬтствуе1^.  движеи!»},  разсмотр+.нному  въ  §|5  277 — 282  въ  случа'Ь 
силы  отталкннательной.  То  же  построение  даеп»  траектор1К  (фиг.  127) 
въ  двнжен1и  при  дЬйств1И  силы 

Бс1>  ати  траектор1н  им1»ютъ  ассимптоты. 

Движ0Н1в  матергадьной  точки  въ  сопротивляющейся 
сред*  при  отсутствш  другихъ  силъ. 

287.  Предварительны»  соображен!».  Этотъ  случай  движенш  можетъ 
}!мЬть  реальное  значен1е,  когда  двптвядеесл  гЬло  находится,  напримКръ, 
въ  жидкости,  плотность  которой  равна  плотности  тЬла,  м  следовательно 
в'Ьсъ  гЬла  уничтожается  гидростатическою  частью  давления   жидкости  \). 


')  При  движении  тЬла  полное  давлен  1е  жидкости  не  есть  гидростатическое, 
а  гпдродппамаческое,  .зависящее  нр  только  отъ  впйшпихъ  С1тлъ,  но  и  отъ  ско- 
рости диижеиЁя  сапой  жидкости  (ом.  гидродинамику,  глава  ХХ111,|. 
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Си^гы.  тугкрЯ1пп1\я  сопротив.гея1е  среды,  бьии  разсхотр^кы  въ  з»  255;  мн 
олт?1Яони^^я  яа  лкухъ  с-гутаяхъ:  когда  согтротиыете  среды  пропорцдо- 
яа^гьяо  перв^^й  ст^'ПРни  скорости  и  когда  ово  ггроаоршональяо  квахратт 
скор<'>сти.  Кг  лгфгючу  с^паю  приоджкается  движете  шарика,  Еоторонт 
бмл^  с^Мшеяа  поступатедьяая  СЕорость  яъ  вязеой  хидкости.  Двксеше  асе, 
с/"//г»1;тствую1Г1(^в  втор^»му  с^тупаю,  совершаеть  шарикъ  въ  жидкости,  отыж- 
тяюш^'й'-.я  достатопяо»-)  ггодвижностью. 

288.  СццяЛ,  яФГда 

V  ==  л?^.  (437  > 

Пусть  6удг>/гь  г^  яааальяая  скорость;  движеше  происходить  постоинно  по 
ля  яаправл^гя1(г»,  пг/гожу-тго  сопротивление,  д1йств7и  прямо  протжвупо- 
ложяо  скор<>сти  ($  255;,  яе  хожегь  изменять  ея  иаправлешя.  Возьхевгь 
^)сь  (;)  по  я»правлря)г>  г^,  а  яа^ало  координатъ  вгь  начадьноиъ  поаожешж 
томки  (при  /- :0>;  вг  ;1Томг  слупа*  координата  ?  будеть  опред%дять  со- 
Лою  пр<>йд^'яяый  путь.  Теперь 


Оггк»дя. 


т  ^^^  =-аг,  (438) 


/  .  /       ч-  Г ;  =  —      1д^-ъ  с,. 


По  нмчпльмым'ь  услон1ямг: 

(•ЛЬДОНИП'ЛЫЮ 


ц 


ппсудл  ,,  « 


\^,■,^,^'-^.^(^V,=:-  ';;ч 


(439> 


Но    11!1<т.11>11ММ|.    УС.1()1||>1М°1. 


а  потому  оконмаячмыю: 


""■«(1  _,.    -.').  (440) 

(I 


«1»о|>мул;»  1  «:ИМ   пока.иипаоп».  что  хотя  скорость   постоянно  тбываетъ, 
но  динжччпо  иро\1Ч1жиопя  оолконочно-дол1\>.  гакъ  какъ  только  при  /  =  сх^ 
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§  290,  ф.    443. 


скорость  *;^0.  Т1^мъ  не  мен1>е,  какъ  локазываетъ  формула  (440),  точка 
прохидитъ  лишь  конечный  путь;  а  именЕо,  при  /=ос 


№ 


7^*^о 


Эта  формула  мож^згъ  служить  для  оирад1.лен1я  пзъ  опытовъ  коэффищента  а, 
такъ  какъ  фактически  движение  перестаетъ  быть  замЬтяыиъ  уже  по  про- 
шествие конечнаго  промежутка  времени. 

289.  Второй  случай,  когда 

д  =  Ь^\  (441) 

Легко  видеть,  что  опять  двнжен1е  будетъ  пря  мол  иней  вое,  Возьмсмъ  прежнюю 
координатную  ось  и  11режн1Я  начальный  услов1я.  Д^!я  опредЬленхя  движр- 
Н1Я  имЬемъ:  ^^^ 


"';«  =  -  *""' 


(442) 


откуда 


т    I 


Пользуясь  начальными  услов1ями,  находимъ: 
отс 

Пн 


отсюда 


"  =  ^  = 


I 


Ьг. 


ч 


Пнп'грнруя  и  опредФояя  произвольную  постояниую  ао  начальный!,  усю- 

Ь1ялъ,  получает.: 

Существенное  отлнч1е  этого  случая  двнженгя  отъ  оерваго  состоигь  въ 
томъ,  что  теперь  пройденный  путь  съ  возрастан1емъ  (  возрастаетъ  без- 
пред'Ьльно. 

3  279.  ИГариЕсъ^  и'&сягдгё  30  граимовъ,  падаетъ  съ  высоты  въ  10  метровъ 
въ  вязкую  шидкость,  плотность  которо^^  равна  плотности  шарнко,  л  остава- 
вливается,  нройдя  въ  пей  10  санти метровъ,  Опред'Ьлнть  коэффиц1ев"гь  сопро- 
тпвлевш  среды,  пренебрегая  при  этомъ  сопротивлен1е»1ъ  воздуха  во  время  иог 
дев1я.  О  ТВ. г 

а= ^^^ -4т 

Движбн1е  матерхальноЗ  точки  въ  сопротивляющейся 
сред*  (въ  воздух*)  при  дФйствхи  силы  тяжести. 

290,  Вертикальное  движенре.  Для  того,  чтобы  движепге  было  верти- 
кальное, нужно  предположпть,  что  и  начальная  скорость  пм1»ет1.  верти- 
кальное на11равлен1е:  иначе,  сила  тяжести  иум1шяла  бы  направлон1е  ско- 

11.  Г'одсмп^^искошми  ТС011СТ,  «е^&ылнп.  17 


—   258  — 

рости  и  движете  не  было  бы  прямолинейнымъ.  Мы  разсмотримъ  два 
случая:  когда  матер1альной  точк*  сообщена  начальная  скорость  верти- 
кально вверхъ  и  когда  она  надаетъ  внизъ,  выходя  изъ  состояшя  покоя. 
Сопротивлен1е  среды  будемъ  предполагать  пропорц1ональны1гь  квадрату 
скорости,  такъ  какъ  эта  гипотеза  соотвЬтствуетъ  довольно  близко  движе- 
шю,  наиболее  интересному  въ  практическомъ  отношен1и  —  движенш  въ 
воздух*.  Случай  подъема  и  случай  паден1я  мы  разсмотривгь  отдельно,  по- 
тому-что  эти  движен1я  выражаются,  какъ  мы  увидимъ,  функщями  различ- 
наго  вида.  Это  объясняется  гЬмъ,  что  въ  первомъ  случае  сопротивлеше 
воздуха  и  сила  тяжести  д'Ьйствуютъ  въ  одну  и  ту  же  сторону,  а  во  вто- 
ромъ  случае  въ  стороны  противуположныя  *). 

291.  Случай  подъема.   Направимъ  ось  (^  вертикально  вверхъ  и  на- 
чало координатъ  возьмемъ  въ  начальномъ  положеши  точки.  Тогда 

(И  ~  ^'      а1^  ~  (11  ' 
и  уравнен1е  динамики  им]^етъ  вндъ: 

т  -гг  =  —  ^г^   —  ^Щ 
аЬ 

^  =  -^(^^-А•V),  (444) 

ГД'Ь  „         Ь 

к'=       -,  (445) 

тд 

величина  всегда  положительная.  Интегрирован1е  даетъ: 

д^   1-^-А•V  ^  кд  ^   I  н- (Ат/  ^ 


агс1д  (Ат)  ч-  С^ . 
кд- 


По  начальнымъ  услов1ямъ: 

1 


О  = ,-  агс1д  (Ато)  -+-  С^, 


так'1,  что 


/  =   ^^    [агЫд  (Ато)  -    агс1д  (кг)].  (446) 


^^''■^^'^^'  1    ,     г      .     /     л        /л         1    ки,-1д{кд1) 


/,  ^    \-^кг^д(кд1)  ' 


^)  Ро.^ультаты  ооппх'ь  случаепъ  (ч;§  2'Л  п  29'2)  можно  было  бы  сд.1изить 
между  соооь),  пользуясь  нзв^^стнымп  преоиразовапхямп  круговыхъ  функцШ 
пъ  мппмыл  логарпомпческш  пли  обратно. 
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I  292,  ф.  448. 


Ьениднымъ  преобразовашрмг  отсвда  находанъ: 


1       Г, а- 

''(I  [Ач'о  8««  {к•(^^)-^-ео8(к•!(^) 


<И  -н  С, 


~  ^'9,1 


кь\,  $ш  { 1'д(  \ 


с. 


■—      -/Лд         '9       [*'«0     •*'"      </'*.'/" 


С,. 


сов  (А/?/) 

По  нат1альныиъ  усювйямъ  ( /  =  (к  ^  =  0)  имЬемг  С^  ^  0.  Птакъ 

;;  =  -1-  /г/  [Ат,  Ш1  (кд!)  -н  са5  (Ат//)].  (447) 

п  д 

Для  ^  получилась  о<'рюд1пеская  функщя:  при  изм1н1'Н1Н  /  на  велитишу 

кд 

получается  для  '^  прежнее  значеше,  —  результатъ,  очевидно  но  соотвЬт- 
ствующШ  характеру  движон1Я.  Оаъ  могъ  явиться  только  всл'Кдств1е  того, 
что  для  соиротнвленгя  не  шлъ  взятъ  точный  заковъ.  который  намъ  и 
неи:1В^гтенъ,  а  пылъ  приняттэ  приближенный,  ам11Врйчес1;1Й  законъ.  Это 
не  м'Ьшаетъ  однако  же  найденной  формул*  съ  нзв^стнызаъ  приближен1емъ 
выражать  д|1Йствительно  пропсхидяптее  движение:  перкиичность  же  зд1.гь 
<1|^1ктачески  никакой  роли  не  играсп»,  потому  что  движен1е  |>канчивается 
гораздо  раньше,  чЬмъ  (  измЬнится  на  ц'1;лый  пер1одъ.  Въ  самомъ  д'ктЬ. 
подъемъ  точки  прекратится  въ  моментъ  /^  когда  скорость  обратится  т. 
нуль;  но  формула  (-146)  попааываегь,  что 


'»  =  ]^  «'"Ф  (Ч). 


(448) 


прпчемъ  Д-1Я  /^  очевидно  нужно  взять   наименьшее  ноложнтелъное  значе- 
Н1е  арктангенса.  Такъ  кагь  V^^  конечнгш,  то 


и  с.1'Ьдоватедьно 


агсЦ^  {ки^}  < 


'1<^- 


\кд 


Легко  также  вид'Ьть,  что  выражеше  (447)  не  усикваегь  до  окончангл 
движен1Я  сделаться  мпимымъ. 

292.  Случай  падент.  Пусть  будетъ  к  начальная  высота  точки  на  осн 
(С)  надъ  горизоптальною  плоскостьв!  (;т|).  Начальную  скорость  будемт. 
считать  равногп  нулю.  Въ  первый  эдементъ  времени  сила  тяжести  при- 
ведетъ  точку  въ  движен1е  по  направл1^н1Ю  вертикально  внизъ  и  вызоветъ 
сопротивлен1е  воздуха  по  направлен1ю  вертикально  вверхъ;  тшшмъ  обра* 

17* 


^Г  /г->  /г 

г/  и*  ^  ^  и 

■I»  7»//    -   ';/•' 

и 

.10М'?'''«г:.  /1г  ^гг'^т:»  лп^кда-гг  \ни*Ь'Ни*  ■  пЛ  .  •ггг:к'|1а 


2  /г^         I  —  кк 


I 


/< 


,,,   /V.  -*-  ^'. 


Г1о>»то1Су  Г1р<>й,|г'киый  «уть  оп(идия*!'Ггя  формулою 

/'      ■;      ,;/.         ,         ■  и52) 

^^гди'Пг  ;»'гого  ,1ииж«и1я  огь  падля1Я  при  д1.йств1и  только  одной  силы 
тя'Ж'^г.ти  гостом  I».  И'ь  гом'ь,  что  скорость  не  возрастастъ  6<?зпрехЬльво.  а 
г/г1К?11иг'Я  К1.  кож^чному  ||р**д1.лу;  По  ф/>рмуламъ  (451)  П  445): 


\1т  ( * )/ 


к  ''"  11--.  '*Д   3.=^*  =  )/  Т 
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293.  Сравнение  результатов^,  лолученныхъ  для  обоихъ  двите>11й;  м 
011ред%лен1е  ноэффиц1ента  сопротивлбН1я  среды.  11:1и1>стии.  что  1гь  беаиоз- 
душиомъ  пространспгЬ  гЬли,  Сришенное  т*рти1с;иьно  ввсфхъ,  возвращаетсл 
въ  ннчальнор  11оложен1е  съ  тою  же  скоростьв!  (см.  зад,  257);  въ  случа'Ь 
же  д'Ьйств1Я  сооротнвлен1Я  среды  скорость  иад1'Н1Я  1*1  меньше  начальной 
скорости  подъема  *;,,  Эго  об1^|*няется  двумя  причинами:  I)  цодъемъ  про- 
исходить, при  той  же  начальной  скорости,  на  меньтуто  высоту  ч1»мг  въ 
<)езвоаду11111омъ  пространств*  всл*дств1е  того,  что  сопротивление  воздуха 
сод) йствуегъ  сил!»  тяжести,  уменьшающей  скорость:  поэтому  скорость  иа- 
ден1Я  пыла  бы  меньше  даже  и  въ  то^п*  с.1уча1..  если  оы  оно  происходило 
въ  безвоздушномъ  пространстве;  2)  при  паден1и  возрастан1е  скорости 
аамедляется  сопротннлен1емъ  воздуха.  ОпредЬлнмъ  отношен1е  скоростей 
1\  и  г^.  Для  этого  )'добно  вместо  I  за  независимую  переменную  взять  ^. 
Ипгегр1!рован1с  будемъ  вести  пара,1лельно  для  обоихъ  случаевг: 


Дли  подъема; 
г1г (IV  (1С, 

(к 


^ 


=  — г/(1  -^к'г'), 


Г        У(}Г 

^  1  ч-  Рг' 


1 


2Р(, 


^^^  о^: 


2к\д 
1 


^  ^ 


к' 


2к'д  •''    1^кЧ^ 
Для  ц1^лаго  подъема 


Я^ 


1 


///(1-ьАЛ^).  (153) 


Для  падеВ1я: 

41^   _    (IV    б?^ 

Л  ^  5;  ^ 


4ю 


^ 

^ 


=  — //(1— А'е»), 


1     Г      Ыу 


=  ^  ///(1-А^)н-С,'. 


2к'д 


с:  =  А: 


л-с= 


I 


2*^ 
Для  пгЬлаго  паден1а 


(9(1  — ЙЧ.»). 


А  =  — 


1 
'2к^9 


1д  ^1  _  к»,.-').  (454) 


Д.1Я  магср111льаой  го'жи,    брошенной   вверхъ  и    упавшей  ва  прежнее 
м1>сто:  Н  ^  Н\  поэтому 


А"»,'  • 


откуда 


V,  = 


|/Г 


к\' 


1455) 


Если  изъ  оиытовъ  будутъ  опред1аены:  начальная  скорость  г^  и  сумма 
временъ  (^  =  (^-^  1^  подъема  и  паден1я,  то  можно,  пользуясь  иосд1^днс1а 


—    2С^    — 


, = __ ,... 


^^ 


-уя:!!  А-ч  г;''.'.тз,«1.ь-7п   г  кз    ь'Гогугт    г: -г  ъьч^::^иЫ^:   '.п<:»>:гт  1п   1.    11*'Г_:''»1гь 

рЕг:'!!*  зп  Ч'.;-гу:з.    ^с^'г'    и:    /т^оп  Хьл^з:  т^еБь.  тип   1алп  Еьлет^цп   м::н:б:  1Ж- 

Я-  Я 


л-  = 


г 


»!/- 


1  в1.  II -ОО'Опи^'НП-  1:1:;':'Тгкг*гЕ-^  21.;ь-уз.ь  1^=\.'.1.  Сх..:эл::  1П.сез:- 
п-г:.  *-^г!Г  '.«Е.  ^у^:у'^1Е  Гр'.'тг.^-Е :  1:ь**}Га  '.•:  'лг  то'.т1л:  гз  Ю  мет:*-*'^-  1»  *-гт1Ь- 
1^:.ъ*п\г  Е1ЙЙ.ЛХ  '::.   '."е:  т«'-«-.тгл .  1п    г'^гг:-}*   Т1«1ь  и^еь-тп*!:-    Озе.:    С  к.  ф>:'1:тта* 

ЬиГЛГ    ,7Х^.*'11и**х    »:;:;^ЕУ ПАУЗ. 


2М. 


п  пмтП 


ч5*  » 


17- 


--    >'*н7- 


Ьг  ^-п^йли.  аг*1»1:^е1"1  1л^'.±-п\*.  гмтч*-:!-!  ЖЕГ-рет^^  гжтгг^*- 
жгЛгГк  ж^1'ЛЛ'-киг.г   хп^г:  Хй-^агг-ра  1ьтжггЕ^л.  Е*!1.\Е:з::  ?г: Л.гЛГчЗИ.- 


—  26;^ 
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Прежде  всего  замЬтиш^,  пто  траектортя  олоская^  потому  что  сила  V 
не  вл1яеп>  на  яаправлен1е  скорости,  а  сила  тяжести  сохраняет!,  свое 
направление.  Аналитически  это  можетъ  быть  доказано  слЬдувппимг  огЗра- 
зомъ.  Первыя  два  изъ  уравяен1Й  (450),  по  разд'Ьлев1Н  одного  на  другое. 


даготъ: 


Л^_  А|| 


откуда  кнтегрнрован1емг  полу  чаемъ Л  означая   произвольную   постояжную 


1^^  =  а  5 


или 


аъ 


Отсюда  Т|  =  С5  -4-  С\ 

т.  е.  Т1)аектор1я  лежпп,  въ  вертикальной  плоскости.  Если,  какъ  мы  пред- 
полагаемъ,  плоскость  (^;)  содержать  г^,,  то  въ  этой  плоскости  и  будетъ 
происходить  все  движенге. 

Вм[;сто  уравнрн1й  (456)   возьмемъ,  д-1Я    нзсдЬдованш   движен1я,    ура- 
внен1я  въ  формЬ,  указанной  въ  §  26').    Пусть    будетъ  &  уголъ,  образуе- 
мый   скоростью    съ    осью    (5); 
тогда,  проектируя  равенство 

на  направлеше  скорости  (фиг. 
128),  получнмъ: 


(II 


=^        (^  —  тд  8Ш  1) 


и^га 


1=--^'(^-^^^'«4'^^«> 


Фиг,  128. 


\шд 

Траектор!»    вогнута    книзу, 
потому    что    сила   тяжести    от- 

клойяеть  скорость  книзу,  а  сила  V  на  на1фавлен1е  скорости  вл1яни  не 
оказываетъ.  Въ  виду  этого  проект1!рован1е  равенства  (457)  на  нормаль 
къ  траектор|и  вь  сторону  ея  центра  кривизны  даетъ: 


т  —  =  тц  С09  в, 

Р 


(45У) 


гд1'1  р  радгусл»  кривизны,  Съ  возрастан1е11Ъ  дуги,  пройденной  двигающеюся 
точкою,  уголъ  В  уменьшается;  поэТ(шу 

2  __<№__  г/а     гИ  _       1   (^ 
р  (1з  (И     5«  V    Ш  ' 


ги  — 


я   :ра«н^н1^  (ьЩ  пругяяжяртк  вить 


г         —  7  ^'>-^  *.  I  -1Н«"»  > 


И.чсг{; лу^^мъ  ТАгт«=^рь  ск^.ролть  гтозиоптыг,  ур^ннеяш  I  4Л'^ !.  Е1с1и  зредподагать 

О  -"  ?к  "^  ^-  - 

ТО  ляач^иа  С1сор^>лтк  у/ыв^^етъ.  каЛ  ггокязываеть  отряцателаый  знакъ 
кт(}\/}^  1лсти  ;углго  урнниетя,  Уоываи»е  продолжается  и  посгЬ  того.  Еажъ 
тожка  гг^^р'йлвгь  1^'р^::<ъ  в^рптияу  сво^й  травктор1я:  оно  прекращается  прн 

/ПО  урлнисии',  иотн^инл^чъ.  тго  ^>,  <  О,  т.  е.  хяникужъ  скорости  настт- 
г/а^ггъ  ггослК  п^'|>^'Хода  алре^ь  нертияу.  Что  г,  есть  д1йствнтедьно  хини> 
мунг,  ?гго  сл'Клу'^п,  и;г»,  того,  ^о 

при  >»      '>,.  7  =  г,  обращается  ш. 

Т.  *•.  нт/»рая  «роиинодиая  положителыкш. 

Пог'.лЬ  ятоп;  скорость  иачин?и;гь  возрастать.  Это  возрасташе  можетъ 
кончиться,  только  (?гли  опять  производная  V  по  /  обратится  въ  нуль.  Но, 
согласно  фг^рмул'Ь  (4Г»1 ),  кг>торая  при  ?)Томъ  опять  будетъ  нм'Ьть  м-Ьсто, 
мторшг  пргжзн(»лн«я  Н(?  можсгь  (цЬлаться  отрицательною;  отсюда  заклю- 
чаешь, чт(1  г  ассимптотичг'ски  приближается  къ  нЬкоторому  пределу  г^, 
для  которап) 

(г)= -.""«».(:).=«• 

Из'Ь  рашч1стна  (4Н0)  слЬдуеть,  что  сояЬ  и  ^^^  одновременно  обращаются 
пъ  нуль;  а  так1|  как1.  раньпи^  уп)Л1>  былъ  Й  отрицательный  и  при  этовгь 
уОывм'ь,  то  - 

т.  е.  траектор1я  Т1)чкп  ассимптотическн  приближается  къ  вертикальной 
прямой.  Формула  ('1Г)Н)  даегь  при  :помъ 

откуда,  1Улн  даи1»  законь  (Ч>протн1иен1я  воздуха,  можетъ  быть  вычислена 
пр1»д1у|ьная  скорость  г.,.  По  воякомъ  олучаЬ  мы  внднмъ.  что  она  будетъ 
коночная.  Напр..  по  одной  изъ  эмпнрнчоскихъ  формулъ  для  ^,  даваемыхъ 
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нъ  Г|а1листикЬ,  для  ядра,  нЬгятаго  8  к^.  и  нмкющаго  форну  тара  въ 
!♦  сантпметровъ  въ  Д1аметр1;,  получается  г^  =  140  метров'ь  въ  секунду, 
ддп  пцул  нъ  70  к^.  и  2Г|  сант.  въ  Д1аиетр1!  г^  =  200  мотривъ. 

295.  Составлен1е  таблицъ  баллистики.  Обращаясь,  для  вы'гисленгя  нсЬхъ 
эл1?иентовъ  дгтжен1я  къ  1К'рш)му  п  трггьему  изъ  уравнешй  (456)»  пре- 
образугмъ  ихъ.  приннвъ  вместо  ^  ;и  независимую  переменную  уголч  М 
Принимая  во  випман1е,  что 

IV  =  V  ст  &, 

можно  первое  изъ  уравнен!!  (456)  и  уравнения  (400)  такъ  преобразовать: 


(И' 


вь 


-  -=  —  д  сои  Я. 


С05  Ь    Ш 

Разделяя  одно  у()авнен1е  на  другое,  находнмъ: 
(1Ь 


И02> 


(463) 


Между  прочимъ  это  уравнен1е  можеп»  быть  проинтегрировано  въ  конеч- 
нолп*  внд'Ь,  если  со11ротигиен1е  просто  пропоршона^^ьно  какой-нибудь  ц*- 
лой  степени  скорости.  Пусть 

Я  (г)  =  Ь"; 

тогда  уравнен1е  (463)  принимаетъ  видъ: 


е^г 


"^5 


Е 


(!Ь 


шд   €08'^^^  Ь 


(464) 


Выразивъ  по  атому  уравнен»ш  или  вообще  во  уравнен1ю  (463)  ?;. 
В1>  фтнки1и  угла  I*,  мозсно  уже  легко  и  вс1'>  осгальные  элементы  движения 
вьигиелять  въ  функщ1и  этой  переменной.  Пусть  найдено: 

V,  =  /•{»); 
тогда 

по  уравнен1н>  (462): 


да.1е0: 


(/», 


д    со8^  Ь 

«  =  ..,«  =  - 1Ш|1/ 

;  д    со8^  п 

^  = .  ^,  =  „  1  [/•(»«'  ,0. 

д     со$^  П 
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Итакъ,  по  даннымъ  начальнымъ  значен1ямъ  г  и  В,  которыя  нужно  знать, 
чтобы  определить  произвольный  постоянный  при  интегрирован1и  уравне- 
Н1Я  Г 163)  или,  въ  частности,  уравнен1я  (464),  могутъ  быть  вычисляемы 
элементы  I,  I,  ^,  з  н  V  въ  функщи  Й,  если  не  въ  кояечномъ  вид*,  то 
съ  какимъ  угодно  приближен^емъ.  Этимъ  путемъ  составляются  <балли- 
стическ1я  таблицы». 


ГЛАВА    VIII. 

Динамика  несвободной  матерхальной  точки. 

Усдов1я,  ограничивающ1я  двиавенхе,  скорость  и  усвореше 

точки. 

29в.  Уолов1я  для  координатъ  точки  въ  случае  удерживающихъ  связей. 

Въ  й  1В9  было  уже  указано,  что  всякое  услов1е,  ограничивающее  движе- 
н1е  точки,  можстъ  быть  представлено  въ  вид*  зависимости  между  ея  ко- 
ординатами, и  что  эта  зависимость  можетъ  имЪть  видъ  или  уравнен1я  или 
неравенства.  Разсмотримъ  сначала  зависимости  перваго  вида.  Если  ко- 
ординаты точки  связаны  однимъ  уравнен1емъ 

?  (5,  т|,  С)  =  О,  (465) 

го  это  значитъ,  что  для  точки  остается  возможнымъ  движен1е  по  поверх- 
ности, которая  этимъ  уравнешемъ  определяется.  Если  координаты  точки 
связаны  двумя  уравнен1ями 

Ф,  (е,  т|, :;)  =  О,   ф2(^,  ^Л)  =  о,  (466) 

то  это  значиП|,  что  точка  остается  одновременно  на  двухъ  поверхностяхъ, 
т.  е.  на  лин1и  пхъ  перес'Ьчен1я. 

Въ  этнхъ  двухъ  случаяхъ  задача  динамики  вообще  говоря  облегчается, 
такъ  какъ  достаточно  найти  изъ  дифференц1альныхъ  уравнен1й  движетя 
дв-Ь  или  одну  и,зъ  координатъ  въ  функщи  времени,  чтобы  остальныя  опре- 
делились по  даннымъ,  уже  конечнымъ  услов1ямъ  движешя. 

Если  даны  три  ура1шен1я  между  координатами,  то  это  равносильно 
тр(чи)ван1ю.  чтобы  точка  находилась  одновременно  на  трехъ  поверхностяхъ, 
т.  е.  въ  одной  изъ  точекъ  ихъ  перес'Ьчен1я,  и  поэтому  движен1е  стано- 
вится т(М1ерь  невозможнымъ,  если  только  всЬ  три  поверхности  не  пере- 
секаются по  одной  и  той  же  лин1н.  Задача  кинетики  сводится  зд^Ьсь  только 
къ  определению  соиротивлен1й,  которыя  вызываются  приложенными  къ  точк^ 
ин1.П1нпмп  силами. 

297.  Услов1я  для  координатъ  точки  въ  случае  неудерживающихъ  связей. 

Если   услов1я   снялой    выражаются   неравенствами,  то  число  игь  можегь 
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быть   неограниченное,  лишь  бы   одни    неравенства   не  протпвор'Ьчили  тш 
своему  геометрическому  смыслу  другимъ,  Услов1е 

?  (2,  щ.  ;)  >  о 

9  (?.  г^.  С)  <  о 


нлм 


ныражаеп,  тр|'пован1е,  чтобы  двигакилаясл  точка  оставалась  но  одну  сто- 
рону отъ  покерхности  (465),  потому-что  знакъ  функщи  -^  ( ;,  т^»  С).  П"Ки 
она  остается  конечною  и  непрерывною,  можетъ  гЬняться  только  тогда, 
когда  точка  (?,  т^,  1^)  при  своемъ  движен1и  переходить  черезъ  поперхностк 
на  другую  ея  сторону.  Очевидно,  что  пространство,  въ  когоромъ  нахо- 
дится двпгаюпшяся  точка,  можегь  быть  ограничено  и  несколькими  по- 
верхностями, число  которыхг  можеп»  быть  и  бол1^с  трехъ.  причемъ  въ  со- 

СТГМП*    ГраНИЦЪ    МОГуТЪ    входить    или    и1,ЛЫН    ПОЬирхНОСТИ    или    только    Н+эКО- 

горыя  нхъ  части  до  пересЬченгя  со  слюжными  поверхностями.  Во  всякомъ 
случаЬ  услов1я,  огранйчивашггдш  двнжен1е  точки,  Оудутъ  представляться 
системою  н'[^сколькиxъ  пераненствъ.  и  тогда  движен1е  точки  будетъ  счи- 
таться  ВОЗМОЖНЫМ!,  только  въ  той  области,  гдЬ  координаты  точки  одно- 
вр|"менно  удовлётворяюп.  вс1,мъ  этимъ  иеравсиствамъ. 

Чтобы  оиред'Унть,  какой  знакъ  каждаго  нзъ  яеравенствъ  соотв{>т- 
ствуегь  возможному  иоложен1й»  точки,  когда  область  для  этой  точки  за- 
дана геометричес]{н,  нужно  составить  ура1шен1я  всЬхъ  границъ  этой  области 
и  сделать  следующее  нспытав1е:  зам'Ьтпть  какое-нибудь  напередъ  изв-Ь- 
стное  возможное  положен1с  точки  и  соотв^тствуишпя  ему  координаты  под- 
ставить въ  тЬ  функщи,  который  собою  цредстанляютъ  первыя  части  урав- 
нен1Й  вс'[.хъ  границъ;  полученные  при  атомъ  знаки  этихъ  функшй.  (-ь) 
шн  ( — ),  будутъ  сохраняться  при  всякомъ  возможномъ  положении  дви- 
гаиццейся  точки  и  укажутъ  такнмъ  обршзомъ  знаки  неравенствъ  для  ка- 
вдаго  изъ  услов1й. 

Если  точка  можепг  двигаться  петолько  внутри  данной  области,  яо 
также  и  но  одной  пли  нксколькимъ  иэъ  ооверхаостей,  служащихъ  грани- 
цами этой  области,  то  къ  знакамъ  неравенствъ  присоединяется  знакъ 
равенства:  ^  или  ^. 

3.  282,  Выразить  услов1е,  что  тояка  не  можетъ  выходить  иаъ  шара,  опи- 
1тниаго  рад1усомъ  г  пзъ  начала  координатъ.  Отв.: 


-I-  т/  -4- 


-  »^  ё  0. 


3«  283  Состаиить  услоо1я  связей  дяя  точкв,  находящейся  въ  пространств^^, 
эаключеявомъ  иву  три  шара,  опясаниаго  рад1усомъ  2г  лзъ  аачдла  коордивагь^ 
II  вн-Ь  другого  шара,  описаисаго  такнмъ  а^е  рад1усомъ  изъ  точке  (г.  О,  0).  Отв,: 

3.  284.  Въ  комнатЬ,  пм-Ьющей  йъ  д.тнну  С  метровъ,  въ  шдрнну  5  метровъ 
в  въ  вышину  4  метра^  укр^рленъ  твердый  шаръ,  радоусъ  кот<:фаго  равен-ь 
ОД  метра,  а  центръ  ыаходптся  въ  точк-Ь  пересЪченхя  д1аговале11  параллелепи- 
педа, образу емаго  стЬнамн  комнаты*  Выразить  услов1я,  ограничивающая  двп* 
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жеше  по1г^1деннаго  инутри  компаты  другого  шара,  рад1усъ  котораго  равепъ 
тоже  0.1  метра.  Отн.:  Тякъ  каш*  дептръ  доигающагося  шара  по  можегь  при- 
блпжаться  бол+,е  какъ  на  0,1  метра  ко  всЪмъ  грянвцамъ,  то  прппявъ  коордп- 
натпия  оси  по  тремъ  ребрамъ  параллелепипеда  тавъ,  чтобы  онъ  весь  быль 
въ  области  положительныхъ  координатъ,  найдемъ  для  координатъ  центра  шара 
въ  метрахъ: 

I  ё  0,1,       г  ^  5,9 

;^0,1,       С  ^3,9 
(С  _  3)5  ч-  {Т|  -  2,5)3  _|_  (Г  _  2г  -  0,04  ^  0. 

298.  Постаноана  вопрсса  о  динамике  матер1аль}1011  точни^  когда  двише- 
ше  ея  ограничено  связями,  которыя  вырашаются  неравенствами.  Если  тр*^- 
буется  изучить  движен1е  ?^1атер1;1Льной  тичии  при  д1;йств11т  даниыхъ  силъ 
и  въ  предположен1и,  что  возможныя  11оло#1;ен1Я  точки  ограничены  неко- 
торыми неравенствами,  то  къ  этому  можно  приступить  гл  1;дуницнмъ  обра- 
зомъ.  11ока  координаты  двигающейся  точки,  начиная  съ  ея  иачальнаго 
положенш.  удовлетвори юп.  вс^мъ  заданнымъ  неравенствамъ  и  ни  одно 
нзъ  нихъ  не  обратилось  въ  равенство,  движение  точки  можно  и:^у^ать  какъ 
точки  свободной,  г.  е.  применять  къ  ней  формулы,  полученныя  интегри- 
рован1емъ  дифферевц1альныхъ  у1пшнеи1Й  динамики  свооодной  матор1:иь- 
ной  точки.  Если  по  ирошеств1н  н'1;котора1'о  времени  отъ  начала  движ^^нгя 
случится,  что  координаты  двигающейся  точки  опратяпэ  одно  изъ  данаыхъ 
яеравенствъ  въ  равенство^  то  это  будетъ  показывать,  что  точка  прннЕла 
на  одну  изь  иоверхйостей,  ограничнвающихъ  данное  для  точки  простран- 
ство. Ииляя)Щееел  оослЬ  этого  изм1|Неи1е  движ<^Н1Я  будетъ  обус»и.>в.1иватьсл 
степенью  упругости  какъ  поверхности,  такъ  м  того  11иа,  которое  изобра- 
жается двигающеюся  матерь^льною  точкою.  Если  уи1>угоеть  суишствуетъ, 
а  сь'орость  прихода  точки  на  поверхность  ке  касательная  къ  ней.  то  ма- 
териальная точка  отскочить  отъ  поверхности  и  будепэ  продолжать  дви- 
гаться опять  какъ  свободная  до  новой  встречи  съ  одною  нзъ  гран^щъ 
пространства.  Знал  коэффиц1ент11  возстановлен1Я  (§  238),  мы  будемъ  въ 
состояни!  определить  скорость  точки  нослЬ  удара  *)  и,  принявъ  эту  ско- 
рость за  начальную,  а  координаты  мкта  удара  за  иячальп[.тя  координаты 
новаго  двпжев1я  при  дУств1и  прежннхъ  вн1>1цнихъ  силъ,  мы  можемъ  это 
днижен1е  изучать  опять  какъ  движен1е  свободной  матер1альиоЙ  точки,  до 
новой  встречи  съ  одною  иаъ  границъ  пространства,  и  продолжать  подоб- 
ны мъ  образомъ  Д1иь(пе.  Мы  виднкъ,  что  атотъ  случай  несвободнаго  дви- 
жен1Я  матер1альной  тичкп  не  представляет!»  ничего  существенно  новалх» 
въ  сравнеши  съ  ра^^смптрЬнпымъ  уже  въ  главахъ  ^'11  и  М, 


М  Аналитическое  р-Ьшеи^е  этого  вопроса  ад^сь  ве  арилодптся;  но  обмкво- 
вегигимп  ир1е«ами  пнплптвчсской  геометр  111  я  пользуясь  формулою  для  опре- 
д^1ет11Я  пори  ал  и  къ  поиерхности  въ  данной  гочк!  (§  271),  пто  было  бы  легко 
сд'клать. 
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§  299,  ф.  469. 


Если  поверхность  абсолютно  неупругая,  то  точка,  лрпдя  на  нес%  мо- 
жетъ  и.1н  начать  ио  ней  дниттьсл  или,  при  нЬкоторыхъ  усл081яхт>,  она 
можегь  опять  съ  нея  сойти  п  сд'Ьлаться  свободною  Пока  этого  посгЬд- 
няго  обстоятельства  не  случится,  мы  будем!»  им-Ьть  д1»ло  уже  съ  динами- 
кою такой  несвободной  тач1;и,  для  которой  услов1е  связи  выражается 
ураввен1емъ.  а  не  нераненствомъ. 

Въ  д^иьн[;йш<^и'ь  мы  и  будемъ  нмЬть  иъ  виду  только  такой  случай 
дии;1:ен1я,  Нонросъ  же  объ  услоншхъ,  при  которыхъ  точка  можетъ  опять 
сойти  съ  поверхности,  если  какая-либо  механическая  связь  ее  на  ней 
не  удерживаетъ,  будетъ  разсмотрЬнъ  отдельно,  въ  ^5  3(»7. 

Можетъ  случиться,  что  поверхность,  но  которой  двигается  точка,  сама 
находится  въ  дннжен1и;  тогда  ея  уравнен1е  содержать  11ерем11ННое  /,  ко- 
торое является  нъ  впд1.  параметра,  обусдовлпваюп1аго  непрерывное  изм1ь 
пеню  П0Л0ЖСН1Я  новерхностп.  Двнжсн1е  точки  по  такой  поверхности  мы 
теперь  разсматрпвать  не  будемъ.  гакъ  какъ  это  относится  къ  дияамигЬ 
относительнаго  движен1я  (глава  IX), 

299.  Услов1е  дли  снарооти  прк  движен1м  точны  по  поверхности.  Пусть 
коордпна  гы  двигающейся  к  ^чк  и  постоя  нно  удовлетворяютъ  ура  вне  я  11(  > 
(465).  Шъ  этого  конечнаго  услов1Я  вытекаютъ  условия  дифференциаль- 
ный, ограпичниаюния  скорость  и  ускорен1е.  Координаты  Е  т].  С  суть  фуак- 
ши  времени;  поэтому  ^  (;,  г\,  ^  тоже  можно  разсматривать  какъ  функ- 
гцю  времени.  Она  обладаешь  свойствомъ,  что  иостоявно  остается  равно» 
нулю;  на  основан1П  этого: 


(^■^  (I  П^  ?)  _  <^Т  ^5 


(И 


или 


г\ 


д^    (11 


ч 


г>9  (1т\ 


д1    (К 


V,  =  О. 


( 4(>7  > 


Это  уравнение  выражаеп.  со6ое>  очевидное  свойство  движения  точки 
00  поверхности,  что  ироекщя  ея  скорости  на  нормаль  къ  поверхности, 
ироведеннуш  черезъ  положение  двиган^щейся  точки,  постоянно  равна  нулю. 
Действительно,  какъ  было  уже  указано  въ  §  271,  частяыя  ироязводныя 
функщи  "^  по  координатамъ  оцред^ляюгь: 


С06  {п,  Ч  =  -^    ^1  ,      сов  (н,  Ю  =  ^ 


гжЬ 


-ч/(1)"-(|)'-(1)"' 


(4(19^ 


причеиъ  зд+.сь  предполагается,  что  подставлены  координаты  данной  на 
поверхности  точки,  а  знакъ  передъ  корнемъ  выбирается  въ  зависимости 
отъ  того,  которое  изъ  двухъ  наиранленШ  нормали  считается  ноложитель- 
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нымъ.  Разд'Ьливъ  обЬ  части  равенства  на  Л,  находимъ: 

V^  сов  (П,  ;)  -Н  V^  С08  (П,  •Г\)  -Н  Ур  008  {п,  ^  =  V  .  С08  (г,  п)  =  0.         (470) 

300.  Услов1е  для  ускорен1я  при  движенш  точки  по  поверхности.  Пер- 
вая часть  уравнен1я  (467),  которое  можно  разсматривать  какъ  функшю 
оа-ъ  I,  постоянно  равна  нулю,  отсюда  сл'Ьдуетъ,  что 


^(^ь.-^-.-|-) 


.1,  -  -  =  "• 

Выполняя  дифференцироваше  и  принимая  во  внимаше,  что 
Ль,  а^  Ль-. 

аг  =П'-й<  ="'1'  Ж  =  '\ 


суть  проекщи  ускорен1я,  находимъ: 


]1ЛИ 


гд'Ь 


1>      1'^ 

-9  1             -» 

\&^^д\ 

":)  ^ 

Н'7 

ьу)  ., 

'"•?  -^  Д 

ггк  -*- 

-Ь  -^  гсу  =  о 


Ф  =  О,  (471) 


— ■-  !•  ^  -^ — =^  г 


-ь  -2  ^^=  г    ^■''  -+-  2  -гДг  ''г  г'с  -+-  2  ^  V.  г'  (472) 

однородная  фуньмия  второй  степени  относительно  »•,,  «;^,  »>. 

По  формуламъ  (468),  разд-Ьливъ  (471)  на  Д,  можно  еще  написать: 

Ф 

/г.  СП8  (V,   ;)   Ч     /<•     С08  (//,   Т,)    +-  /Гр  С05  (//,  .,)   =  К' С08  (н',  н)  =  —  •     (473) 

Мы  ьиднмъ,  что  ироекшя  ускорен1я  на  нормаль  къ  поверхности 
им1>('гь  въ  калчдомъ  положен1и  двигаюп1ейся  точки  определенное  значе- 
ние, :^ан11сяп1ее  оп.  скорости  точки  и  отъ  вида  поверхности. 

301 .    Зависимость    между    /г  сов  (/г,  /^ )   и    иориальнымъ   ускорен1еиъ. 

И1Ч'1»ма  ва-жно  пмЬть  В1.  виду,  что  вообще  говоря  проекщя  ускорен1я  на 
Н(фмал1.  къ  поиерхности  не  есть  нормальное  ускорен1е  точки.  Мы  знаемъ 
(§  И)Г)).    что   последнее    направлено    по  главной  нормали  къ  траекторхи. 
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§  301,  ф.  477. 


т.  е,  ио  той  нормали,  которая  лежю1.  въ  соприкасающейся  плоскости: 
но  эта  плоскость  не  совпадав!^  вообще  говоря  съ  плоскостью,  проходя- 
пюю  чсрезъ  нормаль  къ  поверхности  и  черсзъ  касательную  къ  траекто- 
р1и;  Чтобы  01фед1^»л11ть  зависимость  между  п-  ст  (>г\  л)  н  нормальяымъ 
ускорешемъ,  разложимъ  полное  ускорен1е  на  тангенц1а.!Ы10о  IV*  н  на  нор- 
мальное н/': 

IV  ^=  и^'  Н-'  IV**,  (-^74) 

причемъ,  по  формуламъ  (157)  и  (167) 

гдЬ  р  рад1усъ  кривизны  траектор1и    въ  данпомъ  положен1И  двигающейся 
точки.  Будемъ  проектировать  равенство  (171)  на  нормаль  ш*  поверхности 
(фиг.  129).  Такъ  какъ  тангевц1аль- 
ное  ускорен  1с^  1:ъ  ней  перпендику- 
лярно, то 

Р 
или,  по  формул!.  (473), 

V'  Ф 

Представпмъ  себ!*  иа  поверх- 
ности систему  ЛИИ1Й,  полученныхъ 
иересЬчешемъ  поверхности  плоо 
костяа^н,  проходящими  чсрезъ  точ-  фд!,,  ^ой. 

ку    М    и    содержащими    скорость 

этой  точки.  Глаьнын  нормали  ко  всЬмъ  этнмъ  пдоскимъ  лнн1ямъ  нахо- 
дятся въ  одной  плоскости,  перпендикулярной  къ  скорости  точки  .1/.  Между* 
этими  лпи1ями  замЬтимъ  дв1.  сл1.дующихъ:  лнн1Ю  Л'В\  плоскость  кото- 
рой совпадаегь  съ  со  и  ри  касающеюся  плоскостью  траектории  въ  точкЬ  3/. 
и  литю  Л^В^,  лежапп'ю  въ  плоскости,  которая  содержитъ  нормаль  («> 
Посл'Мння  ЛИП1Я  называется  нормальнммъ  с'Ьчен1емъ  поверхности.  Въ  тео- 
р111  поверхностей  (см.  прилож.  дифф,  исч.  къ  геом,)  показывается:  11  что 
рад1усы  кривизны  лин1и  ЛВ^  траектории  точки,  и  лин1и  Л' В'  равны 
и  2)  что  рад1усъ  кривизны  р  линш  Л 71'  и  рад1усъ  кривизны  рд  нормаль- 
наго  с1.чен1||  Л^В^^  связаны  между  собою  с.1'Ьдующею  зависимостью  [тео- 
рема Мёнье  (Ме1Ш1ег)]: 

р  =  Росо«(ро»  р].  И77) 

Та1гь  ь*акъ 

еомро,  р)  =  -1-  сш  (>*,  р), 


причемъ   верхи1й   знакъ   соотв'Ьтствуегь   случаю,   когда    наиравлеше   {и) 
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ваято  въ  сторону  центра  кривизны  нормальнаго  с'Ьчен1я,  то  сравнен1е  съ 
формулами  (475)  и  (476)  даетъ: 

V^                 Ф 
1€С08  Ш,    П)  =   ±    —  = ;^-   .  (478) 

.      Ро  Д 

т.  е.  проекц1я  ускорен1я  на  нормаль  къ  поверхности  численно 
равна  отношен1ю  квадрата  скорости  къ  рад1усу  кривизны  нор- 
мальнаго  с'Ьчен1я  поверхности,  имЬющаго  съ  траекторхею  об- 
щую касательную. 

302.  Приложеи1е  предыдущихъ  разсужденМ  къ  движен1Ю  по  плоской 
лин1и.  ВсЬ  кинематическ1я  услов1я  представляются  зд-Ьсь  проще;  выпн- 
шемъ  ихъ,  такъ  какъ  они  будутъ  им'Ьть  приложен1я.  Пусть  точка  вьгау- 
ждена  при  своемъ  движен1и  оставаться  въ  плоскости  (Е-г))  на  линш 

ср(?,  71)  =  О,  (479)- 

Для  скорости  находим'ь  услов1е: 

или  г;  С05  (г,  н)  =  о,  (481) 

гд'Ь  (д)  нормаль  къ  лин1и  (479).  Для  ускорен1я  получаемъ: 

^  'Ч^^  %-^1^  У-^^  ^  -^^  ^''^^  =  « 

ИЛИ  опять  формулу  (473),  причемъ  однакоже 

*  =  $V-^а?  ^+2|^.;ч  (482) 

Наконецъ,  формула  (475)  замЬняется  сл-Ьдующею: 

?г  СОЯ  (п\  п)  =  7*-  ~  г  (484) 

гд'1>  р  рад1усъ  кривизны  траектор1и,  а  знакъ  зависитъ  отъ  того,  взято  ли 
положительное»  наиравлен1е  норм1ии  въ  сторону  къ  центру  кривизны  или 
въ  сторону  протннуиоложную;  потому  что  ускорен1е  всегда  образуетъ 
острый  уголъ  съ  первымъ  пзъ  этихъ  направленШ  (§  165). 

Сопротивлен1е  поверхности  и  центроб'Ьасная  оида. 

303.  Принципъ  освобождаемости.  Существоваше  условШ,  ограничиваю- 

1цихъ  дн11Ж('Н1('  ма п'1)1алы1пГ1  точки,  не  позво.тяетъ  ей  совершать  то  дви- 
жон1('.  которое  она  совершала  бы    при  д'Ьйств1и   гЬхъ  же  первоначально 
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304,  ф.  488. 


I 

I 


данныхъ  силъ,  будучи  свободною.  Отклонение  въ  двнжен!*!  точки  мы  мо- 
шемъ  приписать  нЬкоторымъ  новымъ  силамъ,  зависящимъ  отъ  присут- 
СТВ1Я  ограничнвашщихъ  дш1жен1е  пр*традъ  или  связей.  Эти  силы  назы- 
ваклсл  со  п  регги  в  л  и  н  1  я  II  п  спя  зе  й,  въ  частности  с  о  и  р  оти  вл  е  н  1е  мъ 
поверхности  или  сопротнвлеи1емъ  дин1и. 

Положимъ,  что  точка  принуждена  оставаться  на  поверхности,  и  пусть 
иудг1ъ  ^  соиротпвлен1е  последней.  Если  представить  себ^,  что  въ  каяцый 
моментъ  эта  сила  присоединяется  къ  даннымъ  снланъ  Р,  Р'...,  то  можно 
считать  поверхность  бол-Ье  не  существующего,  потому-что  двнжен1е  осво- 
6ожд^*нной  точки  будетъ  происходить  такъ  же,  какъ  оно  происходить  въ 
действительности  по  поверхности.  Такое  ваклшчеше  будетъ  применяться 
во  многихъ  случаягь.  Мы  будемъ  называть  его,  ддя  краткости,  принцн- 
иомъ  освобождаемости. 

ЗОФ.  Проекцш   соврот1(влен1Я   на  нормаль.  Разсматривая  теперь  точку, 
'какъ  свободную,  ложно   приложить  къ  ней  основное  уравненш  динамики 
А.1Я  этого  случая  и  написать 

тго  =  Р  -4-  С.  (485) 

Зд'Ьсь  предиолагается,  что  дЬйствуетъ  только  одна  внешняя  сила;  но 
ислибы  ихъ  было  н-Ьсколько,  то  ихъ  всегда  можно  было  бы  соединить  въ 
одну  равнодействующую.  Проектируя  равенство  (485)  на  нормаль  къ  по- 
верхности въ  ту  сторону,  гдЬ  находится  цеатръ  кривизны  нормальнаго 
с4чеа1я,  содержащаго  |;асательную  къ  траекторш  (§  В01),  нм'Ьемъ: 

^  с(ш  (<?,  н)  =:  пио  соз  (м?,  п) Р  (Ю8  (Р^  я) 

или,  по  формуламъ  (178), 

г^  Ф 

д €03 (д.  н}  =  т—  —  Рсо8 (Р,  п)  =  —  т'^  —  Реов (Р,  п).    (486) 

Когда  движен!е  уже  изв'Ьстно»  то  можно  было  бы  по  этой  формуле  оире- 
д'Ьлить  сопротивлеше  ^,  если  бы  былъ  нзв'Ьстенъ  еще  уголъ  (^,  п).  Онъ 
зависитъ  отъ  физически хъ  свойствъ  неоодвижной  поверхности  и  поверх- 
ности двигающагося  гЬла,  изображаемаго  теперь  матер1альною  точкою. 
Разложивъ  сопротпвлеяхе  на  два  слагаемыхъ,  ^—нормальное  и  Т — 
тангенд1альное  къ  поверхности: 

д  =  Ж-ь  г,  (487> 

мы  видимъ,  что  формула  (486)  опреД'Ьляетъ  ^Г,  нормальное  сопротивленхе. 
ГУпьпп.  показынаетъ,  что  аангенщальное  сопротивлен1е  обыкновенно  дЬй- 
ствуетъ прямо  протнвуположно  деижетю  и  на10Д11тся  приб.гизительно  въ 
иостоянномъ  отногаеши  къ  нормальному  соиротивлешю; 


(488) 


На  основании  этого,  зная  ^,  кы  будемъ  звать  и  7  по  величав^  н  по  на- 

П.  Гокоп.  —  Осяомя!*  по;«г.  тхжяпа.  18 
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правлешю.  Сила  Г  называется  также  трен1емъ;  о  ней  будетъ  лодробгЬе 
сказано  въ  §  308» 

305.  Центроб-Ьжная  сила.  Останавливаясь  пока  на  вопросе  о  нормаль- 
Н0Ш1  соорот11влен1н,  напишемъ  формулу  (480)  такъ; 


1т?' 


Зд^сь 


N€08  (]\Г,  П)  ^  ' '-  —  I*  С08  (Г,  и1 

Ро 

€08  {N,  н)  =  =^  1 


(4Ни) 


и,  согласно  съ  кринятымъ  раньше,  верхн1й  знакъ  соотоЬтствуетъ  тому 
случаю,  когда  Л^  направлено  въ  сторону  центра  кривизны  нормальнаго 
с'Ьчен1я;  таомъ  образоагь,  знакъ  второй  части  формулы  ( Ь^У)  и  будетъ 
каждый  разъ  опред1иять,  куда  по  нормали  направлена  сила  ;У.  Форхмула 
(489)  показываетъ,  что  норма.1ьноо  сопротнвлеше  поверхности,  а  слЬдо- 
ватсльно  и  равное  ему  и  прямо  противуположное  давлен1е,  производимое 
двигающеюся  матер1альною  точкою  на  поверхность,  завпситъ  нетолько 
отъ  вЕгЬшней  силы,  но  и  отъ  обстоятельствъ  движенш  точки,  а  также  и 
отъ  ея  массы. 

Разсмотримъ   случай,  когда   вн^шнйя   силы   не  дМствуютъ.   *1юряула 
(489)  даетъ  тогда:  ,,8 


N  С08  (К,  п)  ^^  т 


Г^ 


(490) 


и  такъ  какъ  зд*сь  вторая  часть  всегда  положительная,  то  со8  (К,  п)  =  ^^1, 
т.  е.  нормальное  сопротивлен1е  или  «р|»акц1я  поверхности^  те- 
перь всегда  направлено  къ  центру  кривизны  нормальнаго  сЬ- 
чен1Я  поверхности,  содержащаго  касательную  къ  траектории. 

По  закону:  <дМств1е  равно  противод^йств1ю»,  это  сопротивление  вы- 
зывается гЬмъ  давленГемъ,  которое  матер1а-1ьная  точка  ироизводш-ь  на 
поверхность  всл'Ьдств1е  своей  инерц1и.  т.  е.  всл1детв1е  присущаго 
точк'Ь  стремления  сохранить  прямолинейность  двнжен1я,  прямолинейность, 
которой  аре11ятствуеп>  кривизна  поверхности*  -Это  давлев1е  называется 
обыкновенно  центробЬжиою  сплов). 

Не  сл11дуетъ  забывать,  что  центро6!1Шная  сила  не  есть  сила,  ври  л  о* 
женная  къ  двпгаюп1ейся  матер1альной  точкЬ:  она  имЬетъ  нсточннкомъ 
янерцш  этой  точки  и  приложена  въ  каждый  моментъ  къ  той  точк1;  по- 
верхности, въ  которой  находится   въ  э1'отъ  моменгь  матор1альная  точка.. 

Въ  частности,  если  для  какой-нибудь  точки  траекторп!  1>о  ^  оо,  т.  е. 
касательное  къ  траектории  нормальное  с'1,чен1е  им1»епэ  точку  перегиба  или 
вообще  соприкасание  съ  прямою  высгиаго  порядка  или  просто  предста- 
вляется прямою  лин1ей  (въ  слупаЬ  линейчатой  поверхности),  то  центро- 
бежная сила  д'Ьлается  равною  нулю» 

Если  же  точка  при  своемъ  движен1н  попадаетъ  въ  угловую  точку  или 
на  ребро  поверхности,,  т.  е.  вообще  туда,  гдК  ро  =  0,  то  центроб'Ьжяая 
сила  делается  неизмеримо  большою  и  происходить  ударъ. 
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Въ  случае  движешя  точки  по  плоской  кривой  линш  остаются  при1гЬ- 
нимммн  всЬ  предыдущш  разсужден1я,  прнчемъ,  согласно  съ  формулою  (484), 
реакщя  ЛНН1Н  изи-Ьряется  формулою 


N=т-. 

Р 


(491) 


гд*  р  рад1усъ  кривизны  ЛИН1И.  Т1»мъ  же  измеряется  и  центроб-Ьжная  сила. 

3.  2В5,  Сколько  в-Ьсптъ  ыатер1альная  точва^  если  ея  це11троб11жная  спла^ 
ггрп  двшкенш  по  1фугу  рад1уса  въ  2  метра  со  скоростью  3  метровъ  въ  секунду, 
равна  1  килограмму,  Отвл  2,178  килограмма. 

3.  2Вв.  Съ  какою  угловою  скоростью  вуяшо  вращать  въ  11ерт1шалъно11  пло^ 
скости  камень,  пржвяаавны!!  на  витя  длиною  въ  1  метръ  и  вйсящШ  3  кило- 
грамма, чтобы  пить  оборвалась,  если  сопротивление  разрыву  нити  равно  &  видо- 
граммамъ.  Р^ш.:  Изъ  уравнеши 

1яш*р  -к  т^  ^  5,      т^г  =  3,      ^  :=  9,81 

находкмъ  ш  =  2,567.  Разрывъ  произойдеть  въ  ншквемъ  положевХи  камня.  Вра- 
щвп1е  ори  д:кйствш  силы  тяжести  неравномерное^  и  иайдеаное  значеМе  о)  со- 
отв-Ьтствуеть  тоже  нижнему  положешю  камня. 

3.  287*  Матер1а.'1ьная  точка.  в'Ьснщая  2  килогра»гиа^  двигаясь  но  поверх* 
ностн  со  скоростью  1  метра  въ  секунду^  оказываетъ  въ  н*Ькоторомъ  овоемъ 
положен1и  давлеше  на  поверхность  въ  10  килограммовъ.  Пренебрегая  д4й- 
ств1еиъ  силы  тяжестж,  опред1лнть  для  этого  положен1я  радаусъ  тфивизвы  того 
нормалънаго  С!кчен1я  поверхности,  которое  содержятъ  касательную  въ  трвек- 
тор1и.  Отв.:    р(,г=  0,024  метра. 

3.  288.  Движен1е    материальное   точки    по  винтовой  лвнш  задано  уравне- 

поверхность   цилиндра,    на   которомъ    эта  лишя  находится,  испытываоть  при 

этоиъ  давлен1е   въ  N  килограммовъ.  Опредйлить   массу   матер1альной  точки. 

ра 
Р4ш.:  <?^  =  ^^  (г*  ч- Р');  по  форму;гЬ  (1Ш):  р=:г-ь^  .  Этотъ  рад1усъ  кривизны 

вормаленъ  къ  поверхности  цилиндра;  поэтому  р  =  р^,  гд^  р^  рад1усъ  кривизны 
того  нормалънаго  сйченгя  цилиндра,  которое  содерагатъ  скорость*  Дрижявъ 
»то  во  внинанге,  находимъ: 

Эта  задача  можетъ  быть  рЬшена  и  безъ  помощи  предыдущнхъ  формулъ  и  фор- 
мулы (480),  если  принять  во  внпман1е,  что  въ  равномЬрномъ  вянтовомъ  дви- 
ши  по.тпое  ускореше  состоитъ  только  изъ  иормильваго,  которое  аритомъ 
рмадьно  къ  поверхности  цилиндра  и  по  задаче  1С2  равно  ^^>. 
3.  289.  Ь'акон  уголь  обрвзуетъ  соприкасающаяся  плоскость  траекторш  точки 
на  поверхности  съ  нормалью  къ  посл^двей,  если  известно,  что  давлен1е  точки 
на  поверхность  равно  2  дныамъ,  масса  точки  равна  б  абсолютнымъ  еднинцамъ 
массы,  а  иормальное  ус  ко  рейхе  точки  равно  3  абсолютнымъ  единнцамъ.  Р^эШ»: 

По  формуламъ  (477)  м  (490): 

«а 

3, 


ро 


Ра«>»(Ро,  р) 
отсюда  €09  (ре,  р)  =  ^  • 

3.  290.  О  параболичесиом^    закругленгм    жел'Ьзнодорожных-ь  путей.  Если 

матер1альиая    точка    съ  прямолинеинаго    путв    сразу    переходить    на   1фиво- 
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линейный  путь  съ  конечною  кривизною,  то  сразу  ноявдяется  боковое  да- 
влен1е,  имеющее  конечную  величину.  Хотя  появлен1е  этой  силы  не  есть 
ударь,  но  тЬмъ  не  мен:Ье  ощущается,  напр.  при  движен1и  по  желчной  до- 
рогЬ;  поэтому  при  сооруженш  желЬзнодорожныхъ  путей,  въ  особенности  та1гь, 
гд^  приходится  д^ать  частыя  аакруглешя  сравнительно  небольшихъ  радау- 
совъ  (напр.  въ  горныхъ  странахъ),  стараются  этого  изб'ккать,  сопрягая  прямо- 
линейный путь  съ  круговыиъ  не  прямо,  а  помощью  лин1и,  кривизна  которой 
возрастаетъ  отъ  нуля  до  требуемой  величины.  Простейшею  лин1ею  такого 
рода  является  парабола  3-го  порядка: 

т|  =  ао  -ь  а^Е  ч-  0,5»  -ь  а,$»,  (492) 

которая  должна  притомъ  примыкать  къ  прямой  лин1и  своею  точкою  перегиба. 

Возьмемъ   ось   (5)    по   прямолиней- 


о.  м, 


(. 


?^ 


ному   пути  и  пусть  начало  закруг- 

Е       лен1я    6уд,0гъ    въ    точк*    Мо  (С  О); 

тогда  необходимо   выполнить  уело* 
в1я  (фиг.  130): 

«о-ьа1ер-<-«»5в'-*-а,ео'  =  0,     (493) 

а1Ч-2в,Ео-*-Зв,?о'  =  0.  (494) 

Кроме  того,  для  точки  перегиба: 

^^^-  ^^-  '     '       2ваЧ-6а,5о  =  0.  (495) 


Для   кривизны   въ  какой-нибудь   точк4  М^  ($1,  т),),  съ  которой  долженъ  начи- 
наться круговой  путь  рад1уса  г,  вм^емъ: 

1  _  ^  _^ 

г  ' 


[-©?■ 


г        [1ч-(а,ч-2а,е,-ьЗа,е,>)»]"/« 

Уравнен1я  (493),  (494),  (495)  и  (496)  и  опредЬляютъ  коэффищенты  въ  уравнен1и 
параболы  (492). 

806.  Проекц1я  аленентовъ  движеи1я  на  касательную  къ  траектор1н  и  на 
норшшь,  лежащую  въ  касательной  къ  поверхности  плоскости.  Предыдупця 
разсужден1Я  основывались  на  проектирован1и  уравнешя  (485)  на  нормаль 
къ  поверхности;  полезно  заметить  и  дв4  друпя,  указанный  въ  заголовк'Ь 
этого  параграфа  проекщи.  Принимая  во  внимаше,  что  тангенщальное  со- 
щютивлеше  иди  тренхе  (§  304)  прямо  противуположно  скорости,  находимы 

т^  =  Г  С08  (1\  V)  —  Т 
ас 

или,  по  формул*  (488): 

т^  =  Р  С08  {Р,  V)  —  /2^.  (497) 
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Если  вн'Ьшняя  сила  отсутствуетъ  или  если  она  перпендикулярна  К1» 
траектор1н,  то  иам^ненге  величины  скорости  обусловливается  исключи- 
телно  д4йств1емъ  тренш.  Если  при  гЬхъ  же  11редположен1яхъ  и  трен1е 
отсутствуетъ  (поверхность  абсолютна  гладкая),  то  движете  точки  будегь 
равномерное. 

Умножая  об-Ь  части  равенства  (497)  на  йя^^Л,  находпм!»: 


ту  (IV  =  ^  (  .  тю^  \  :=  1^(18  со8  {Р,  с&)  —  ^N(18, 


(498) 


Это  равенство  выражаетъ  въ  диффг'рент^^^иной  форм*  законъ  энергш 
(§  266)  въ  прнмЬнен1и  къ  движен1ю  точки  по  цоверхяости. 

Проектируя  равенство  (485)  на  направлеше  у,  перпендикулярное  къ 
скорости  и  лежащее  въ  касательной  шюскости  къ  поверхности,  и  прини- 
мая во  внпман1е,  что  сила  ^  къ  этому  направлев1В)  перпендикулярна, 
получаемъ: 

пш)  ст  {и\  V)  ^  т  —  тп  («,  р)  ^=  Г.  со8  (Р,  у).  (499) 

Первая  часть  этого  равенства  опред11яетъ  от1ионен1е  скорости  отъ  пло- 
скости, нормальной  къ  ловерхеости  и  содержащей  касательную  къ  траек- 
тор1и.  Мы  видимъ,  что  это  отклонеше  зависитъ  исключительно  отъ  вн'Ьш- 
ннхъ  силъ. 

3.  291 .  Матершлипои  точки,  н&ходЯ1це1$сн  на  шар-Ь  р8д1уса  г,  сообщена  сно- 
рость  Гд.  Вная  коэффиц1ентъ  трешя  /,  определить,  какой  путь  ома  «роЙдеть 
до  остановки  при  дШстви!  одного  только  трен1я*  Р'Ьш.:  Такъ  какъ  внешняя 
сила  ^^  не  д'Ьйствуетъ,  то,  но  формул*  (499),  лп  (я,  р)  =:  О,  т.  е,  радхусъ  кри- 
визны траектор1н  постоянно  совпадаетъ  съ  рад1усо]Мъ  шара.  Сл11довательно 
движен1е  точки  происходить  по  болсьшому  кругу  шара,  п  р^р^^^^г.  По  фор- 


муле (490) 

п  уравнен1в  (497)  даетъ: 


17^ 

г 

Л? -«• 


откуда 


\Г/  Г  V  Г 


При  *  =  О,  и1гЬемъ  V  =:  г^;  поэтому 


1 


г 


(боа) 


Эта  формула  иокаэываетъ,  что  дввжея1е  продолжается  беаконечно  долго.  Такъ 
какъ  (^ё=^V^и^  то  весь  дройденныи  путь: 

со 


л 


/"=0 


[7"('*Т')]  =  ~ 


ТакоЗ  неожиданный  результагь  объясняется  тЬмъ,  что  съ  уменьшеМемъ  ско- 
рости уменьшается  и  2У*,  а  следовательно  и  пропорнЮвильлое  ему  трен1е. 


—  к*  — 

11;х:п>  жизV}иши|В«а   1\*Ч1»  хыи^^сга  Л1>  пили  лсвкфхвс^пх.  гъ  сгапроЁ 

<«г^-  ^^а  *г111.-.:*.аи&.«:-1  ?г-.1Т**   *.*^.^а.  вы5«»«ыив.  к»  т^.шу  гх:ль 

^.X'.^^V  сх11»^тс  «г.ижлжжзог^  у.лл1  тх-л^  итстзк  ^БIлл^а^  гйвр?^ 
>ид&жг:;  жулл.  Н'.фюлмг**^  'Г^пх^^/ясымЬ?  ;а9^^з^вкт^I  '^«{ркраа    4*4 . 

?'| 
дг1дт.  '^ыть  ^^^^/^яв^р:^ыпIа^ь:   ^-ли  »?   р^'пга.  шлжаляхгл  гю  дртгт»  сгь 

^>^I>  чГ^рШШшТ':;!  вЪ  в?1Ь.  Ш:рк161а  ЯТЬ  аолпяшАльлыхь  .тшмшшй  вгь 
'1ТрИШ1'Г^Л|ЯЫй;  'г'Г-ГИ  ж*  /. '^',  «.  ^  7  -  Г'  '^'ихь  квояяпявяъ.  Во  вгпь 
р<1ГЪ  ':Д7'''^^^  '^'-'Ш  ^'^*.  »)  < '^  ,  ':хохь  х&ха42Тгл  В4)ахожньагь,  копа 
тлр^аи'.т*':  <  'ю  I ;  </)ршш1нт':;|  въ  вуль.  пгер^^хгцщ  яяъ  отряцательвЕсгь  звог- 
'|1:ЯЛ!  1ги  ^Iо^I^ацIт^^ья^^ш;  'мил  ж!  _  ( ^',  л>  ^  V  .    го    вооопш  точка   на 

М'Ьст  •:x;^.^^  гочкн  •:ъ  паш*рхяи*гт  легш)  жожегь  оьпъ  яайдеяо  гю 
||юр«уЛ|  I  1.^«>;.  1!1Л11  7ж?  и:1И'Ь4ггны  7раая«*я1я  двизюшя  готеи  его  поверх- 
яасги;  потому  тго  Г1РХ1  аираж^нш  Ф.  А  я  Е'^ш\В\  п)  яогутъ  быть 
ви'1И(:л«;яы  ьш  1и1жа;1Го  шиож^яш  пз'гки  я  яайдеяы  г1«  аолохенш.  гхЁ 

11р»-*дыду1шл  ра.;су;ка»?яш  ногутъ  ♦ил'ь  легко  лрнзгЬнены  къ  случаю 
двиаенш  ти^ит  пи  [ишмшлп  а  .гь  '1пред1иеяш  услодШ  схода  ея  съ  за- 
динной  ж^уд^фжипшсши^й  1:рнш^й  линш. 

^.-гМуалиш!  1идича  н(;ж.-гъ  •:лужить  ноясненхевъ  яредыяущпхъ  разсу- 
«дияШ. 

3.  29С  Ми'гн[11к1.:ьиш1  гммка  и111же'п:и  лрн  ^П'-твш  чилы  тяжеегп  въ  вер- 
'ШШШИкЯой  1ии1:111н:тв  Л!»  Ефуг^-^  )нд1уг::1  г  в  «ожегь  ''ходихь  съ  авто  тоаысо 
внутрь  вруга    >|1нг.   1М\.   (^прмдьлшъ  усдовш  а  ж^сти  сходв  прж  .твштнтъ  ввг 
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чадьноиъ  положев1в  и  начальной  скорости  точки,   и   пред110лаг1Ш|   чта  и4тъ 
трен1я.  Р^ш.:  Формула  (498)  даетъ: 

=:  —  тдгв(п\\  ,  г1&, 

гд*  \\   уголъ   отклонев1я   тошен  отъ  поло- 
шен ш  ра1]Н0В'&с1я;  отсюда 

»•  —  Го»  =  2дг  (ео8  Ъ  —  соя  %}, 

1л   поэтому    услов!е    схода    (501)    нм'Ьетъ 
видь: 

-^  ч-  3//  €0^9  \^  —  2д  соз  %  =  0. 

Отсюда  находпмъ  заачен1е  угла  Г)  дли 
>гЬста  схода.  Сходъ  неиоаможепъ  если  для  * 

ем  О    получается    зцачеи1о,    которое  чвс-  Фмг.  131, 

ленно  больше  единицы. 

3,  293*  Определить  въ  предыдущей  задач1ь,  ныбравъ  численяыя  311ачен1я 
для  г^,  1)д  и  г,  дальн-Ьншее  двпженЕе  точки  посл'Ь  схода,  т»  е.  ел  свободцыМ 
путь,  м^сто  новой  встр^чп  съ  кругомъ,  скорость  посл1^  удара  (считая  крутъ 
пеуиругимъ),  м-Ьсто  новаго  схода,  если  онъ  возможенъ,  и  т»  д.  Для  р'1шен1я 
см.  §§  275  и  240. 

РавновИсхе  матбр1альной  точки  на  поверхности. 

308,  РавноЕ^сЕе  безъ  трен1Я.  Когда  топка,  находясь  на  поверхности, 
остается  въ  ло1{оЬ,  та  всЬ  д+*йствтющ1Я  на  нее  силы,  т.  с.  сила  внЬш* 
няя,  норма.1ьное  соорогпвлсше  н  треше  находятся  въ  равнов'к1п;  поэтому 


Р-\-  N-1-  Т—  О. 


(502) 


Чтобы  опредЬлпть,   когда  возможно  удоалетворен1е  этого  условья,  раз- 
ложимъ  силу  Г  на  норм^гльную   и   тан- 
генщальную  составляюиця  (фиг.  132):  2V^^• ^Я 


Г=Г  -^  Р'\ 


ШШщщ 


Считая  поверхность  абсолютно  твер- 
дою, мы  можемъ  иринять,  что  сила  Р 
всегда  уничтожается  нормзгльныиъ  со- 
нротивлен^емъ  Ж  Уничтожен1е  же  тан- 
генц1альноЙ  составляющей  Г"  обусло- 
вливается существованшмъ  гангенц1а.1ь- 
наго  со11ротивлен1я  поверхности  или  треа1я  Г  (§  304).  Когда  н4гь 
трешя,  то  для  райновкчя  точки  на  удерживающей  поверхности  необхо- 
димо и  достаточно,  чтобы  вн{^шняя  сила  была  норма.1ьна  къ  поверх» 
ностй.    Въ  случае   неудерживающей   поверхности  къ  этому  арибааляется 


Фиг.  132. 
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дв11жсн1е;  то  покажетъ,  что  сила  Т  не  можетъ  уже  бол-Ье  преодод-Ьвать 
силу  Г.  Наиболыная  величина,  которой  сила  Т  при  атомъ  достигаеть» 
называется  иредЬльною  силою  Т|)ен1я.  Въ  механик'Ь  необходимо  раз- 
личать тренхе  ори  равнов-Ьс!!!  н  треше  при  движении.  Первое  не  им-Ьегк 
само  по  себ+з  опред'ктенной  величины,  а  зависить  только  отъ  вели^шны 
той  силы,  которая  стремится  сдвинуть  гЬло  съ  ы'Ьста.  Наиравлеше  этого 
треБ1я  тоже  само  по  себ*  неоиред1клеЕно:  оно  завнсптъ  оттз  наарашеЕ1я 
той  силы,  которая  стремится  сдвинуть  гЬло  съ  мЬста^  потому  что  оно 
всегда  прямо  противуположно  этой  сил1к  Второе,  предЪьное  трен1е,  за- 
ниситъ  ог1>  свойствъ  соприкасающихся  поверхностей  и  отъ  разныхъ  дру- 
гихъ  обстоятельствъ,  который  .мы  теперь  л  разсмотрнмъ. 

1)  Предельное  трен1е  оропоршонально  нормальному  давлешю  Р  Плв. 
на  поверхность  или  численно  равному  ему  нормальному  сонротивленш  Л" 
поверхности: 

Т—(\  Р^  {\  N.  (503) 

Коэффтрентъ  пропорщон^иьности  называется  коэффиД1ентомъире- 
д'Ьльнаго  трен1я.  Онъ  зависать  отъ  многихъ,  вообще  говоря,  сложныхъ 
физическнхъ  обстоятельствъ  и  главны мъ  образомъ  оп.  разм-Ьронъ  и  формы 
нер01шостей  каждой  изъ  поверхностей  и,  въ  связи  ст.  атимъ,  отъ  строенШ 
и  хнмпческаго  состава  гЬхъ  гЬлъ,  которымъ  принад-тежатъ  поверхности. 

2)  Величина,  а  вм*сгЬ  съ  гЬмъ  и  коэффищентъ  пред-Ьльнаго  трешя 
зависитъ  отъ  скорости  скольжен1Я.  Когда  г1;ло  выходить  изъ  состояшя 
покоя,  то  трен1е  Н'кколько  больше,  чЬмъпри  установи ви1емся  уже  движенш. 
Съ  увеличешемъ  скорости  оно  немного  уменьпшется,  Такъ  какъ  ЕЛ1Ян1е 
скорости  на  коэффищентъ  треа1я  довольно  слабое,  то  въ  случалхъ,  не 
требушщихъ  большой  точности,  на  это  вл1ЯН1е  вниман1я  не  обращаютъ* 

3)  Ко8ффиц1ентъ  тренш  зависип.  отъ  величины  площади,  по  которой 
раслред'ктено  давлек1е  ^1^ла  на  поверхность.  При  очень  малыхъ  площа- 
дяхъ,  наприм'Ьръ  при  касан1и  т1.ла  остр^емъ  или  острымъ  ребромъ  оно 
больше,  чЬмъ  оря  болЬе  значительныхъ  плмщадяхъ.  Вообще  же,  если 
площадь  не  очень  мала,  коэ1^фнц1ентъ  трен1я  лишь  слабо  зависитъ  огъ 
ея  величины.  Опять,  при  р'Ьн1ек1яхъ,  не  трепуюшдхъ  особенно  большой 
точности,  можно  этою  зависимостью  пренебрегать. 

4)  Коэффиц1енп.  трен1я  значнтельво  уменьшается  отъ  смаз1ш  тру- 
щихся поверхностей  жирнымъ  веществомъ,  если  оно  не  обладаетъ  лип- 
костью, способною  онять-таки  увеличивать  трен1е. 

311 ,  Уголь  тренЕя.  Уголъ,  гангенсъ  котораго  равенъ  козффи[х1енту 
трен1я,  называется  угломъ  трен1я.  Геометрическое  значение  этого  угла 
сл-Ьдующее.  Пусть  будегь  къ  матер1альвой  точк*,  лежащей  на  поверх- 
ности, приложена  сила  1'\  сначала  нормальная  къ  послЬдней,  а  потомъ 
постепенно  отооняюпгаяся,  безъ  нзм'Ьнен1я  своей  величины.  Точка,  на- 
ходившаяся сначала   въ   иокоЬ,   нридетъ,   при   достаточной  величин'Ь  ^ 


:||.||||1'"1 


/ 

п 
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Услов1е  равнов'Ьс1я,  ио  которому  чнстеано 
подупаетъ  видъ: 


г 


Если  11роекд1я  силы  считать  нзв^стеыми  функцЕямн  координагь,  то 
это  неравенство,  вн'ЬсгЬ  съ  уравнея1емъ  (505)  иоверхности,  ограничи- 
ваетъ  на  иосл-Ьдней  область,  внутри  которой  всякое  положеше  точки  есть 
положенге  равнов'Ьс1я, 

3.  29*.  Определить  геометрическое  услов1е  равнов4с1я  тяжелой  точки  на 
навдонной  плоскости  при  дапнонъ  для  последней  коэффиц1ентЬ  пред'Ьльнаго 
трешя.  Отв.:  Нах^лонъ  плоскости  къ  горизонту  не  долшеаъ  превосходить  зп'ла 
трен1я. 

3.  29б>  Опред'Ьлить  геометрически,  область  пол05йеи1й  равно1*^с1я  тяжелой 
точки  на  шар'Ь  при  дапдомъ  для  него  коэффищентЬ  пред!1лънаго  трен1я.  Отв.: 
Эта  область  заключена  внутри  кругового  конуса,  верпшна  котора1ч>  въ 
центра  шара,  ось  верти  кал  ьна,  а  образующая  состав  ляютъ  съ  осью  уголь, 
равный  углу  тренио. 

3.  29в.  Определить  авалитичесви  область  иоложавШ  равнов4с1Л  тяжелой 
матер1альнон  точки  на  поверхности  эллипсоида: 


а^      6^       с» 


-1^0 
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при  данноиъ  для  него  коэффиц1ен1гЬ  IIред^^льнаго  трешя  /.  Отв.:   Эта  область 
заключена  внутри  конуса: 


1! 

а*" 


Л. 

6* 


га 


-р^  =  о. 


3.  297.  На  пряной  СЬ  (фиг.  135),  наклоненной  подъ  утломъ  а  къ  гори- 
зонту, лежитъ  иатер1альная  точка  М^  имеющая  в^съ  Р.  Къ  ней  прикреплена 
вить  МАВу  перекинутая  черезъ  блокъ  .4,  находящШся  въ  той  ясе  вертикаль- 
ной плоскости,  какъ  и  прямая  С2);  на  конц:Ь  нити  прив^шанъ  грузъ  в^са  ^. 
Зная  коэффиц1ентъ  /  пред:^ьнаго  трен1я  точки  на  пряной,  определить  зна- 
чен1е  угла  Р  =  -^  {ЛМЮ)^  соотв^тствующаго  пред^льнынь  положен1янъ  рав- 
новесия, и  норнадьное  сопротивлен1е  N  пряной  лиши  въ  этихъ  положен1яхъ. 
Реш.:  Приравнивая  нулю  сунны  проешцй  вс^хъ  силъ  на  направлен1е  02)  и 
ваправлен1е,   къ  нему  перпендикулярное  въ  сторону  действ1я  сопротивлен1я 

К,  а  также  прининая   во   внинанхе, 

что  трен1е 

находинъ: 

в  сад  р  —  Р  лп  а  —/К=  О, 
дпп^  —  Рсопач-  N  =  0, 

откуда  и  ножно  определить  р  и  ^, 
причеиъ,  по  нсключен1и  N,  для  Р  по- 
лучатся два  решев1я,  соответствую- 
щ1я  крайнинъ  положен1янъ  равно- 
вес1я.  При  составленЛи  предыду- 
щихъ  уравненШ  предполагалось,  что 
равнодействующая  силъ  Р  и  ^  стре- 
мится двигать  точку  М  вверхъ  по  наклонной  линш,  а  следовательно  сила  Т 
направлена  по  этой  лин1и  внизъ.  Изследован1е  решенШ  покажетъ,  при  ва- 
вихъ  услов1яхъ  для  данныхъ  эленентовъ  это  предположен1е  оправдывается 
и  при  какихъ  услов1яхъ  оно  должно  быть  изненено  на  обратное. 

Уравнбн1я  динамики  неовободной  хатерхадьноД  точки. 

313.  Общ1й  видъ  д||фференц1альныхъ  уравнеиЮ  Авижен1я  по  поверх- 
иости.  Эти  уравнен1я  получаются  проектировашемъ  на  координатныя  оси 
основной  зависимости  (§  303): 

^=  ^^-ьЛГ"ч-Г.  (507) 

Дляпроекщй  нормальнаго  сопротивлешя  воспользуемся  формулами  (468): 


К^=  МС08(П,   5)  =  ^ 


N  Лр 


01 


^т=^^^^^(^'^)  =  |^' 


N^  =:  N008  (П,   ^  = 


(508) 


=^'УШ)'-Ш'-(1-Г-      '-' 


пит*<я  ИВ1.  пормальныхъ  со11ротивлен1Й  атигь  поверхностей: 
II  Л11>^  лругихъ  подобныхъ  жо  уравнон1я,  иричсыъ 


д,_    . 


Л'       I  (Л\,  "•    ад  "••  0^'1-г)  -^-  ^Ч.))^  -+-  (^,,-ьад 


Мы   нм-Ьомг   5  но11;ш1;стныхъ    ;,  т),  ^.  .V,,  Л\   н   пять   уравненШ:   3 
У)китон1я  ища  (51  О  и  два  уравношя  дишн  (513). 
Коли  ЛИН1Н  плоок;и1« 

?  (:.  ^1^  =  О, 


|\>  у|>)1Нмон1М  динамики  продставлшгся  прощо 

"  =  Е  ч         ^       /Л 


•»•    ,  ;  --  Н  I    .    7  —  /Л 


(515) 


^-•1  <'1^-(;:^)*- 


318«  31МП  9МрП1  дя  мсмбФдиаге  днпмш 

сЦлшо  п»  §  ^т>г  ия  ю№лл  ллуснл  -нггргл!.  н,\х:п!къ: 
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3.  29в.  С  ост  а»  ять   уравпеиЫ   двпжегпя    тяжелой    матер1альвой   точки    по 
меглядкой  някломиой  ггл/^1СК/»стй 

1^5     2т,  »- :  ~  1  -  О, 

Г1ри'1ем'ь  11{^лиолагАг^тси,  что  ось  (С)  НАПравлсла  вертякальио  вверхъ.  Отв.: 
И1и:л^^;^(^илн\(г  урлиш:н\и  плоскости  помкНывАеп»,  *1Т0  т^^иу  яаправлев1ю  нор- 
мали, к'>торол  ^/Г,ра;»уегь  острый  уголъ  ст,  осью  (!^;,  соотв^тствуетъ  положи- 
тг^льпмй  ;1йа1гь  у  Л         *   К^^  -♦-  "^  -♦■  И       :!:  3;  по?»тому 


т'^' 
•"/Д» 

?,--/: 

л, 

2                <2^ 

'/: 

1    .,       ^  ''* 

Э.  299.  (/Оставить  урпнншНя  движоп1я  тяжелой  матер1альпой  точки  по  абсо- 
лютно гладкой  пож']1ХПос;ти  г'.форы 

Г^  4-  Т|»  ч-  ?  -  г»  —  О 

^сфпричоск1й  мпятпнкъ)  и  написат1>  вакоиъ  .-жсрНя  для  этого  случая,  предпо- 
лагая, что  о''Ь  (С;  йпправлрпа  нйртикалыю  ниизъ.  Отв.:  Если  раасматривать 
нпутрониюю  1и»рм11ль  К'ь  попорхности  шара,  то  нужно  принять  Л  :^  — 2г,  я 
тогда  получпмъ: 

г.,        г.,'  -4-  2.7  (С  -  Со). 

3.  800.  11ока:1ать,  что  ш.  11))('Дыдущомъ  Д11Ижои1и  существуеть  ваконъ  но- 
монта  количрстиа  диияссчНм  ({}  2().Ч)  отпосптольно  лортикальноЙ  оси,  проходя- 
1Ц0Й  чороть  цгчггр'Ь  тара. 

3.  801.  Ппка:1ать^  что  пооПп^п  при  Д11пжеп1и  по  абсолютно  гладкой  поверх- 
погтп  ирнпичНм  гу1и(м*т11урп*  пакшгь  н(»монта  колим(мгтваднижеп1я  относительно 
(и*и  :гтой  псшпрхногти,  осли  мом(Ч1гь  ип'Ьптгй  '-или  относительно  этой  оси  ра- 
попъ  мули1.  При  р-Ьпичми  нужно  нрнт1Т||  во  вниман1о,  что  если  ось  (С)  на- 
прпиить  по  осп  поморхностн  11р11П(он1Я,  т(1  ура11Н(Ч11о  носл'Ьдиой  нм'Ьетъ  впдъ* 

:'   •   71*    -  Ф(')       О. 

Геодевичоское  дви9вен1е  матбр1адьной  точки 
по  поверхнооти. 

317.  Свойства  геодезичесиаго  двитен1я.  И1>  слупа'1>  отсутств1я  вн'Ьш- 
1111X1.  1'11.гь  урптпчпг  (Р.и.О  дмггь: 

//•  гЧ».Ч  (/г,  V)  I), 

Г.  (».  угкоргни'  лгжпп.  иь  п.ии'кости.  по|1м!и1ьной  къ  иоворхноста  н  со- 
Яоржащгй  ка4\1пм|.нун>  кь  тр;ич;тпр1и.  Сь  друп^й  стороны  ми  знаемъ,  что 
ускорон!»'  .и'жпп.  тггда  нь  гопрпкасакчцгйгя  плоскости  траекторш,  т.е. 
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§  3161,  ф.  519. 


Щ 


въ  той  плоскости,  содержащей  касательную,  въ  которой  находится  глав- 
ная норма.ть.  Отсюда  сл-Ьдуетъ,  что  теперь  главная  норлииь  кг  траектор1и 
нъ  Ксшиой  ея  точкЬ  совпадаетъ  съ  нормалью  къ  поверхности*  Лишя  на 
поверхности,  имеющая  свойство^  что  главнзш  ея  нормаль  совиадаегь  съ 
нормалью  къ  поверхности,  называется  геодезическою.  Итакъ,  точка  на 
поверхности,  при  отсутствп!  вн'Ьшнихъ  силъ,  описываетъ  гео- 
дезическую лцн1ю.  Изъ  каждой  точки  на  поверхности  можно  пронести 
геодезическ1Я  Л1!Н1И  по  всевозможннмъ  напраатешямъ;  поэтому  геодезиче- 
ская траектор1я  точки  зависить  от?,  ^^го*  гд+.  было  ея  начальное  поло- 
жение II  какое  направлен1е  имБла  ея  начальная  скорость. 
Ураннея!!!  (4'Л))  и  (491  \  даюп.  топоры 


'         ИЛИ 


г/. 

ж." 


Ра 


№ 


>  ^'  I         Ро 


(518) 


прпчемъ  Д.ТЯ  геодезической  ^лнн1и,  для  которой  /,  (р,  р^)  ^  О,  пмЬемъ  но 
формул'^  (477)  рд  =  р,  т,  е.  радгусъ  кривизны  нормальнаго  сЬченш  по- 
верхности служить  вмФ.сгЬ  съ  гЬмь  и  рад|усомъ  кривизны  самой  геодези- 
ческой ЛИН1Я.  Формула  (518)  ноказыБаеть,  что  нзм1нен1е  скорости  завн- 
сиа-ъ  отъ  кривизны  траекторис  (см,  задачу  21И). 

Если  поверхность  абсолютно  гладкая,  т.  е.  /^=0^  то 

т.  е.  скорость  постоянна  и  равна  своему  начальному  значению  г^.  Итакъ, 
матерГальная  точка  по  инерцти  двигается  по  абсолютно  глад- 
кой поверхности  равномерно,  описывая  геодезическую  линш. 
*1>ормула  (469)  даетъ  теперь 


Ра 


(51§) 


т.  е.  нормальное  сопротивлен1е  и  равная  ему  по  величине  иентроб'Ьятая 

сила  прямо  иропорцшяа^чьны  кривиг^нЬ  граектор1и. 

318.  Примеры  геодеэическихъ  движенгй*  На  шар-Ь  точка  описывает» 
дугу  большого  круга,  на  круговомъ  цилиндрк  винтовую  лив1ю.  Чтобы  по- 
яснить посл-Ьднее,  замктимъ,  что,  какъ  показывается  въ  вар|:1Ц1инномъ 
исчислен1и,  геодезическая  лин1Я.  пронеденшш  меж,^у  двумя  данными  точ- 
ками  на  поверхности,  есть,  до  изв'Ьстныхъ  иред'Ьловъ,  крапайшая  изъ 
вс'Ьхъ  ЛИН1Й,  которьш  можно  провести  па  поверхности  между  зтими  двумя 
точками.  Отсюда  сл1;дуегь,  что  иа  линейчатой  развертывающейся  поверх- 
ности (§  103)  геодезическ1я  лини!  им'Ьютъ  свойство,  что  при  развсрты- 
ваши    поверхности   въ  плоскость   он*   превращаются   въ   прямыя   линш. 


п.  Си«ошъ<*Оа1оишЬ|  ^йрт»  тчямяшяш* 


1Ь 


//'^>  //'Р  //'^ 

"'.  '^/,  "С 

'М1'1     гш-|«')<«1|1/мм1'мм.г1м«- I.     '/ргмпмиН»!,   ||м-|#^г  |1Иро|1й1Н'1    К'/гормх'Ь   II    можетъ,  со- 
нм!* 1И«.  /  I    /|м1мгм<1(1ьи|.  'М|,,  (IП|»«V'1Ь^ттI.  у|жнм1Ч|1и    г#'Одлг111ч«скоя  лня1и  въ 

I  4114  Им  (1м||(.|м  м"г  И1  ирухиинн  ци)|И1|Д|1м  даиы  на  одной  и  той  же  обра- 
•  ■,  |.мм»'Н  мн|  инкмм  м|||  1/,  п  л/,  м11'1-11||||1.11.И1»й  -мчии,  дт1га1Г11цлйся  по  ыей  по 
И1(|-|1и1н  ||<н>1  НИИ  ришт.  1МГ1М  м.нуй)  1'1«1|мн-Т|.,  «Пч^Ги^  :|Т11  точка,  НМЙДЯ  ПЗЪ 
н  1<|  ••••>  м|||  .1/,    м| -|м    м-|||-||.   .1/,'|' ( 1 1 II.-   Кс.т  (/)  |ч'Т1.  П11праш1(м|10()б]>аиую1цсп, 

•     I       »и'1'1'И1     МП  I  I 


/ГУ,          //>', 

'(/1-„./.       ',;"',.  (521, 


•■•I      '      |<м||\1    I      .1.  ||.1И1|м(||     ЦП  |||||!1|<||,    II    П    М|1И||  1||«1.'||.1|1>П    Ц'1и10П    ЧИСЛО. 

1  НИ  1(М1||  имИииши  11|||«ди  1\'11и*<^  рЬпич!!^,  ггли  поигрхпость  цплпыдра 
•и*  ♦  11«  м.ц..  и««.  (рмр^х  и|  ».•'!'  ИР  тмЬинои'н;  только  д|111Ж01|1о  будотъ  не- 
р*и1м>«и1  |>И1М      1  их  ИИ  I    I  ||>\1>и*|||.    ии«ои\,  пир(о1(11омому  форь1у:10Ю  ^ГНМ1). 

Плоои1й  матомпт11Ч1Ч»к1й  «пятникъ. 
«1И>   Лйитрн!!)  М1«11^»»и«1»ж«11  «ОМНИ  ПО  йОсолютио  гмдной  дш|1и  ^рм  А%1- 

1»         М  \\       .*  г-:-. 
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8  319,  ф.  524, 


а  потешцальная  функщя' (задача  258): 

По  уравяенш  (517),  пользуясь  начальвыми  условими:  4?  =  «'о 
ямЫщъ: 


V*  =  17л 


2д  а  -  Со). 


при  ч  =  ^, 
(522) 


Отбюда  между  прочимъ  мы  видимъ,  что  скорость  точки  не  зависитъ  отъ 
вида  траекторщ,  а  зависитъ  только  отъ  высоты  точкн  еадъ  ея  начать- 
ннгь  положен1емъ  и  отъ  нача.1ьвой  скорости.  Уравнен1я  данной  1иеш 
(513)  представнмъ  себ4  р1»шеннымй  относительно  ;  и  т^: 


Е  =  /;(;),     -4  =  ^(^)1  (523) 

=(§)-(:М§)'=«--^'--">(^)' 

/|  —  ^  ,  г,  -   ^  • 

Уравнев1в  (522)  даетъ  такимъ   образомъ  дифференщадьную  зависииость 
между  ^  и  1^: 


тогда 


ГД* 


\гг  -«-  г,"'  +  1) 


изъ  которой 


ш- 


ч'  -•-  2-г  (С  -  г;,), 


'-/1/#:^ 


а 


Знакъ  передъ  интеграломъ  опредЬляетсл  здЬсь  знакоиъ  производной  С  по  1\ 
если  въ  начал!^  двнжешя  она  положительная,  то  передъ  корнемъ  нужна 
удержать  положительный  знакъ  до  гЬхъ  поръ,  по];а  функщя  подъ  знако! 
интеграла    не  оораипся   въ  нуль  нлп  въ  безконечность;  посл^Ь  чего, 
дальа1й1наго  выбора   знака   потребуется  снова  произвести  изс.тЬдован1е. 
Приизвольная  постолннал  можетъ  быть  опред'Ьлепа  по  начальнымъ  усло^^ 
В1ямъ;  если  при  /  —  О  дано  ^  ^=  ъ^,  то,  подобно  тому,  к^къ  и  въдругихъ. 
эадачахъ  динамики,  можно  иаинсать:' 


1 


-Со) 


^^ 


(524) 


Эта  формула  можетъ  быть  приложена  къ  движению  по  всякой  лнни1,  если 
толыгО  уравнен1Я  ея  можво  представить  въ  вид!.  (523).  Въ  этомъ  смысл-Ь 
можно  сказать,  что  вслкая  задача  о  движен1и  тяжелой  матер1альной  точки 
по  абсолютно  гладкой  лин1Н  можегь  быть  р^Н1ена  до  конца. 

Если  движение  происходип*  но  плоской  лня1И,  находяп1ейсл  въ  всрти- 
1;а,1ьной  плоскости,  то,  взявъ  въ  этой  плоскости  оси  (5)  и  (С)1  нужно 
только  въ  формул'Ь  (524)  положить  /^э'  (С)  =  о, 

19* 
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3.  305.  Составить  формулу  для  <  въ  движенхи  тяжелой  тотви  по  абсолютно 
гладкой  линш,  когда  эта  лин1я  определяется  уравнепхями: 

гдЬ  и  независимая  перем'Ьнная.  Отв.: 

320.  УравнеМе  динаияки  для  кругового  матеиатвчесКаго  яа1»11Мя».  Ва». 

нъшъ  приложешемъ  настояща'го  случая  является  и9сл4довате  движ^йя 
математическаго  маятника,  т.  е.  тяжелой  матерхальной  точки,  при^ 
нуаденной  оставаться  на  кругЬ,  плоскость  котораго  вертикальна.  Рад1усъ  I 
этого  круга  называется  длиною  математическаго  маятника.  Пола- 
гая, что  начало  крординатъ  находится  въ  центр*  круга,  им'Ьемъ  уравнен1в 


^.'^^'  —  Г-  =  0, 


изъ  которахч) 


г  =  /;  (О  =  ш  VI'  -  ^\ 

Принимая  во  внимаше,  что  теперь  ^  (^  =  О,  по  формулЬ  (524)  находимъ: 

г 

<  =  н-  /   с  ^  (525) 

321.  Формула  для  времени  цЪлаго  размаха  въ  случаЪ  колебательнаго 
движен1я  маятника.  Мы  будемъ  дальше  предполагать,  что  движен1е  маят- 
ника колебательное,  такъ  какъ  этотъ  случай,  представляетъ  наибольшШ 
практическчй  интересъ.  Въ  колебательномъ  движеши  существуютъ  так1в 
моменты,  въ  которые  скорость  делается  равною  нулю;  ввиду  этого,  ни- 
сколько не  ограничивая  задачи,  можно  принять  у^  =  0;  потому  что,  если 
при  С  =  ъо  скорость  1^0  не  равна  нулю,  то  можно  изменить  начальную  вы- 
соту такъ^  чтобы  ей  соотв-Ьтствовала  скорость  г  =  0.  Для  этого  нужно 
только  въ  формул*  (522)  удовлетворить  условш: 


://  (^  -  :;о)  =  О'  -4-  2д  с;  -  ?;), 


он:  уда 


а 


^^   —  ^  •        о. 


^0 

^^'  называется  приведенною  высотою.  Итакъ,   принявъ  для  случая  коле- 
бательнаго движен1я  прямо 

г»  =  2г/(ь-;о),  (526) 
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можно  формулу  (525)  заменить  следующею: 

г 

1=:^/     Г-  __   _5__ 


(527) 


Для  иерыоначальиаго  першди  двнжен1я  здкь  вуяшо  сохравить  верх- 
иШ  знакъ,  такъ  какъ  въ  нача,г1;  движен1я  точка,  выходя  изъ  состояшя 
(ПОКОЯ,  опускается,  такъ  что  С  увеличивается,  и  следовательно  въ  тече- 
Н1е  н'Ькотораго  первоначальнаго  пер1ода  двнжеяЛя  производная  ъ  йо  /  по* 
ложнтельная.  Возрастан10  координаты  ^  прекращается,  когда  ма>1тннкъ 
доходить  до  своего  низшаго  иоложен1я  ^  =:  ^,  Пусть  будетъ  ^1,  время  опу- 
€кан1я  маятника;  тогда 


1=^     Г  ^ 


(52в) 


Посл11  этого  момента  С  нанпнаетъ  убывать,  производная  ^  по  I  м*- 
ня€П>  свой  знакъ,  и  поэтому  въ  формул!.  (527)  долженъ  быть  взять  ннж- 
Н1Й  знакъ  и  удержанъ  до  гЬгь  поръ,  пока  маятникь  не  дойдетъ  до  своего 
верхняго  положен1Я,  Формула  (526)  показываетъ,  что  это  случится  на 
той  же  высогЬ,  какъ  п  начальная,  т.  е.  при  С  =  С,)-  Означая  время  атого 
второго  оер1ода  движея1я  черезъ  1^,  можемъ  написать: 


-^ 

..=-./• 


^ 


^  |/2.7(р-!;')1;-ъ,) 


(529) 


I 


Ивтогралы  ^^^2В}  и  (529)  равны,  т.  о.  время  подъема  маятника  равен 
вре»еяи  его  падешя.  Означая  черезъ  Т  время  ц-^лаго  размаха  маятника, 

можемъ  наиксать:  I 


Г  ==  Г,  -Ь  (,  =  2<,  = 


.  =  2^  =  21    Г  ^ 


;.) 


(530) 


322.  Приведете  формулы  ттбшш  иаятмнма  къ  нормальному  виду 
эллиптическаго  интеграла.  Инп^гралъ  гГ(оИ)  но  можеп,  быть  ныраженъ  В1» 
конечномъ  вид-Ь,  кром*  одного  случая,  не  иредставляющаго  практическаго 
интереса  (см.  задачу  306),  и  долженъ  быть  вычисляем!,  по  приближенш. 
Мы  произведемъ  это  вычнслен1е  помощью  разложения  подинтегральноЙ 
функции  въ  безконечный  рядъ.  Для  удобства  преобразуемъ  интегралъ 
(530),  введя  новую  переменную.  Пусть  будегь  в  уголь  опслонешя  маят- 
ника отъ  вертпка.1ьнаго  1юложеа1Я,  такъ  что 

с?^  =  —  I  в1пЬ  ш  йв, 

р  —  ;^  =  г«  ш1«  в, 

С  —  Со  ==^  '  (сов  »  —  сон  \\), 
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гд'Ь  0^  начальный  уголъ  отклонен1я.  Для  нахожден1я  пред'Ьлобъ  интеграла 
зам4тимъ,  что  при  ^  =  I,  О  =::  0.  Итакъ: 

т=-2  л/1  г^^  ^^__=. = 2  лД  г-__^_ 

У    3^   1^2  (со8  »  —  С08  %)  V    9^  \/'2  {со8  Ь  —  сов  »о) 

Пользуясь  формулою 

С05  о  =  1  —  2  5/;*^  — , 

можно  написать:  во  ,0 

_   /Т  г  ^-о 

Т. 


--V}!, 


]/-'  т 


•    2     » 


Введемъ  еще  разъ  новую  переменную,  положивъ 

81П     —  =  81П  -^  81П  ф, 

что  можно  всегда  сделать,  потому  что  О  г^  до-    Принимая  во  вниман1е, 
что 

и  ЧТО  при  8  =  ^0  им^емь  ф  =  -| ,  находимъ: 


7Г 


вт^  9 


(531) 


Интегралъ 

о 

въ  которомъ  предполагается,  что  к  <  1,  называется  по  Л  ежа  ядру 
эллиптическимъ  интеграломъ  перваго  рода  п  означается  симво- 
домъ  2^(ф,  к),  прнчемъ  к  называется  модулемъ.  Р  Г|,  А*)  называется 
полнымъ  эллиптическимъ  интеграломъ.  Итакъ,  время  одного  размаха 
математическаго  маятника: 

Т=2|/^  /^(^,.ш-^).  (532) 

323.  Выч11слен1е  вреиеии  одного  размаха.  Положимъ  для  краткости 

зт  -^  8П1  ф  =  м;  (533) 
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такъ  какъ  и  всегда  меньше  единицы,  то  функщя 

—  =  (1  -  «=)'* 


]_  -1 


л/  1  —  етге'  -^  зт' ф 


можетъ  быть  разложена  въ  безконечный  рядъ  по  биному  Ньютона: 
„_„.,-!=,  _н  1  ..  +  1.-^  „.  +  I.-  Ь^  „.  н-  .  .  . 

1 

Такъ  какъ  этотъ  рядъ  сходяпцйся,  а  подинтегральная  функц1я  остается 
въ  пред'Ьлахъ  интегрирован1я  конечною,  то  и  интегралъ  этого  разложен1я, 
представляя,  какъ  будетъ  видно  ниже,  тоже  сходяпцйся  рядъ,  будетъ  вы- 
ражать собою  искомое  число  Т,  Для  интегрировашя  каждаго  члена  можно, 
интегрирован1емъ  по  частямъ,  вывести  следующую  формулу  приведен1я: 

I  Я1п^*^^й<^  =  /  5ш^**~^  ф  .  5т  фйф  =    -   [сов  ф  5гп^*~^  ф]  -н 


2 

-Ч-  (2п  —  1)  /  5т^*~*  ф  со8^  ф(/ф. 

о 
Проинтегрированная  часть  при  данныхъ  значен1яхъ  пред-Ьловъ  ннте- 
грирован1я  равна  нулю;  поэтому 

7Г  те 

/  «гп^^фйф  =  (2п  —  1)  /  «п^*»-2ф  С05'  фб?ф  = 
о  о 

те  те 

Т  2 

=  (2п-  - 1)    /  5ш2*-2  ^р^        (2п  —  1)  /  5»'*^'*  ?^?ф, 
о  о 

откуда  1г  те 


2  2 


/  5т^*»  фо?ф  =  —      —  /  5гн***-~^  ф^ф. 


(535) 


Полагая 


2 
527*2»»  ф</ф  =    ^''зя 

о 
и  применяя  формулу  (535)  къ  различнымъ  значен1ямъ  ?*,   можно   сокра- 


2 
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щенно  написать: 


и     _2п-1 


^2ж 


2п 


причеиъ 


2п  — 3 

(72П-2  —  2^ 2         *""*' 


^2=2    ^"о' 


2 


(536) 


Перемножая  первыя  и  вторыя  части  равенствъ  (536)  и  сокращая,  по- 
лучииъ:  к 

2 

_  1.3.5  ...  (2У1—1)    т: 
2  .  4  .  6  .  .  .  2/*  2  ' 


2 


ть^^^  фйср : 


Формулы  (Г)31),  (534)  и  (533)  лосл*  этого  даютъ: 


V    п.]  V         ^        2.4.6...2И 


1)  .„«»  », 


$т' 


2п   _  0_   ^^2п 


ш?^  <р    с?<р 


] 


Т 


о  1  О 

оо 

|/    //  [         ^^^  V       2 . 4 . 6  . . .  2п       /  2  ]  ^       ^ 

1 

324.  Таутохронизмъ  маятника.  Рядъ,  стоящШ  въ  формуле  (537),  весьма 
быстро  сходится,  особенно,  когда  .ч///  .^  мало,  т.  е.  при  малыхъ  ампли- 
тудахъ  колебан1я.  Въ  нижесл-Ьдующей  таблиц*  выписаны  члены  этого 
ряда,  превосходящ1е  0,000001  при  разныхъ  углахъ  начальнаго  отклонен1я: 


К 


О 


т:  1/     ^     (1  -4-  0,000076 

/I 

-  1/   ^     (1-4-  0,000476  Ч-  .  .  .) 


' !  -  1/       (1    ь  0,001899  ч-  0,000008  -+-...) 


^0^:: 
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Отсюда  видно,  что  при  доститочно  мплыхг  углахъ  отклонен1я  иожно, 
€сли  не  требуется  особенно  большой  точности,  отбросить  всЬ  члены  кром!; 
иррвяго  и  принимать  /у 

(538) 


^■-Vт 


Т.  с.  считать  время  качак1я  маятника  незавиолщимъ  отъ  напальнаго  угла 
отклонекш.  Это  свойство  называется  таутохроннзмомъ  и  было  замЬ- 
пеяо  Галидеемъ. 

Формула  (:^37)  показываетъ,  что  атоп.  законъ  Галилея  только  при- 
ближенный. Гшген141мъ  (въ  его  соч1Ш€П1И  о  маятнике:  «НогоЬ^^иш 
озс111а1ог1ига»  е"Ьс.,  1С73  г.)  была  указана  линик  ко  которой,  при  всягшхъ 
величннахъ  отклонен1я  движущейся  по  ней  точки  отъ  положенш  равно- 
В'к1я,  колобан!!'  совсрииются  въ  точности  въ  одно  и  то  же  время.  Эта 
ЛИН1Д  — обыкновенная  циклоида  или  о  р  то  цикл  о  и  да,  т.  е.  дишя,  описы- 
ваемая Т0Ч1С0Ю.  лежащею  на  окружности  катящагося  по  прямой  лиеш 
круга  (см.  :^адачу  131),  Если  прямую  пом1и:тить  горизонтально,  а  плоскость 
круга  вертикально  и  заставить  кругъ  катнтьса  по  нижней  сторон1^  пря- 
мой ЛПН1И,  то  по.1)'чится  диоопда,  ооращеиная  выпуклостью  книзу,  и  ма- 
тер1альная  точка  будегь  при  д'КЙств1п  силы  тяжести  совершать  по  вей 
колепательное  двпжен1е.  Каждое  колебан1е  будегь  сонершаться  въ  одно 
и  то  же  время,  независимо  отъ  начадьнаго  положения  точки  (иодробнЬе 
<:м.  аадачу  307). 

Можно  было  бы  показать,  что  циклоида  есть  единственная  плоская 
лин1я,  обладающая  свойство мъ  таутохроипима  при  д'1>йств1И  силы  тяжести. 

325.  ДруГ1е  вуводы  изъ  формулы  (537).  Предыдущее  результаты  и 
далья^йппе  выводы  потому  им'Ьюпэ  важное  значен1е,  что  они  применимы 
къ  дЬЙствительно  осуществимому,  физическому  маятнику,  который, 
какъ  это  буде1'ъ  показано  въ  §  552,  можетъ  быть  всегда,  по  своем)^  за- 
кону дв11жен1я,  сравниваемъ  съ  маятникомъ  математическкмъ, 

а)  Если  Д.1Я  двухъ  математических^ъ  М1гятвиковъ  разной  длины  I  и  V 
взять  одинъ  и  тотъ  же  уголъ  0^,  то  безконечвый  рядъ  въ  формуле  (537) 
будегь  им'Ьть  одно  и  то  же  значеи1е;  поэтому  для  временъ  колеоанШ  мы 
пайдемъ:  у  /-^г 

Этоть  законъ  тоже  былъ  найденъ  Галилеемъ, 

Ь)  Формула  15Н7)  даегь  возможность  определить  длину  /,,  которую 
долженъ  им'Ьть  маятяикъ,  чтобы  его  коле6ан1е  совершалось  въ  одну  се- 
кунду (секундный  маятникъ).  Полагая  8^  достаточно  ма.1ымъ,  чтобы  можно 
было  считать  время  качаи1я  отъ  него  не  зависящпмъ,  замЬннмъ  формулу 
(537)  формулою  (538):  принявъ  тамъ  7*^=  1.  находимъ: 

/,  ^  --г  =  ^>^.4  сантиметра, 


если  взять  д  —  Ш\  сантиметру. 
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с)  Известно,  что  ускореше  силы  тяжести  м-Ьняется  съ  географиче- 
скою широтою  м'Ьста.  Это  изм4нен1е  обусловливается  двумя  причинами: 
сжат1емъ  земли  и  ея  вращательнымъ  движен1емъ.  Вл1яж1я  эти  могутъ 
быть  обнаружены  наблюден1ями  надъ  качан1емъ  одного  и  того  же  маят- 
ника въ  различныхъ  географическихъ  широтахъ.  Формула  (537)  показы- 
ваетъ,  что  для  одного  и  того  же  маятника  и  того  же  угла  &о 


Т'      V  д 


3.  306.  Указать  случай,  когда  интегралъ  (527)  можетъ  быть  вычисляемъ 
въ  конечномъ  вид*,  и  выполнить  вычислен1е.  Р*ш.:  Для  возможности  инте- 
грирован1я  въ  конечномъ  видЬ  радикала,  содержащаго  многочленъ  третьей 
степени,  этотъ  посл^дшй  долженъ  содержать  два  равны  хъ  линейныхъ  мно- 
жителя. Напишемъ: 

2д  (Р  -  :»)  С  -!:„)=-  2д  (С  -  С,)  (С  -  о  (С  +  1). 
Сравнивая  три  множителя  попарно,  находимъ  три  предположен1я: 

Изъ  пихъ  первое  невозможно,  потому  что  I  не  равно  нулю,  третье  со- 
стоитъ  въ  томъ,  что  въ  пачальномъ  положен1и  маятникъ  находится  въ  состоя- 
н1и  устойчиваго  равнов'Ьс1я,  но  тогда  онъ  не  будетъ  совершать  движен1я,  ибо 
мы  приняли  въ  формул*  (527),  что  г^  =:  0.  Остается  второе  предположенхе 
!^  =г-  ~  /,  т.  е.  что  матер1альная  точка  въ  начальный  моментъ  находилась  въ 
высшей  точк*  круга;  это  есть  тоже  положенхе  равнов-Ьсхя,  но  равнов-Ьсхя  не- 
устой чиваго;  если  точку  изъ  этого  положешя  безкопечно  мало  отклонить  и 
сообщить  ей  соотв-Ьтству^ощую  этому  отклоненному  положен1ю  безконечна 
малую  скорость,  согласно  формул*  (526),  то  она  придетъ  въ  движен1е  и,  со- 
першивъ  ц*лый  оборотъ,  возвратится  въ  верхнее  положен1е  на  круг*.  По 
формул*  (530)  теперь: 


Для  интегрирован1я  сд-Ьлаеиъ  подстановку  С  =  I  соя  Ь;  тогда 
I  ц-  С  —  г  (1  -н  сое  {})  -  2»  со»'  I 

/  -  С  ^-  7  (1  -  (08  \У)  —  21  «V  I 

(1"^=:  —  I  81П  Ь  Н\}  =:  —  41  81П    ^  С08  -^   С^   -^ 


оо. 


Отсюда  мы  вндимь,  что  маятпикъ  приближается   къ  своему  верхнему  по- 
ложен1ю  асспмптошческп. 
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§  325,  ф.  538. 


3.  307.  О  циклоидальном-ь  маятник-Ь.  При  положенш  циклоиды,  указан- 
ноиъ  въ  §  325,  нм^емъ  (фиг.  136): 

5  г-  ВоВ  -ь  ВЕ  =  г  (а*-+-  8гп  а), 

:,—  СО-  С1Г  =  г  {1  -  С08 а), 

Зд^сь  предполагается,  что  начало  коордииатъ  находится  въ  низшей  точ|А 
циклоиды,  ось  (?)  касательная  въ  этой  точкЬ,  а  кругъ  катится  по  прямой  АН, 
параллельной  оси  ($);   а — уголъ,  на  который  кругъ  повернулся,  откативпшсь 


1Г 


--\ 


X 


отъ  своего  средняго  положеша  на  разстояше  С^С  ^=::  ВоВ  =  га,  гд-Ь  г  рад1усъ 
круга.  По  закону  энерг1и  теперь,  когда  положительная  ось  (С)  направлена 
вверхъ  и  опять  принято  г^  =  О,  им'Ьемъ: 

г«  =  2(7(Со-С) 
или 


2г  со$^  ^   \^-^^^  =  д  (со^  а  —  соз  а^), 


откуда,  для  половины  размаха,  принимая  во  вниман1е,  что  производная  а  по 
%  отрицательная,  получаемъ: 


;=-»/|/. 


С08  -  (^  2 


■^У-б 


агс  8%п 


У 

Итакъ,  время  размаха  циклоидальнаго  маятника  въ  точности  не  зависитъ 
отъ  начальнаго  полоясен1я  точки. 

Этотъ  результатъ  найденъ  Гюгенсомъ.  Онъ  же  предложилъ  и  средство 
для  осуществлен1Я  циклоидальнаго  маятника:  оно  основано  на  томъ,  что  раз- 
вертка (эволюта)  циклоиды  есть  такая  же  циклоида,  если  только  начало  раз- 
вертыван1я  взять  въ  вершин'к  циклоиды.  Укр^пимъ  нить  въ  точкЬ  возврата 
циклоиды,  взявъ  длину  нити  равною  половин-Ь  длины  одной  в^тви  циклоиды, 
и  заставимъ  нить  наматываться  на  дв-Ь  прилегающ1я  къ  точкЬ  возврата  в4тви 
циклоиды;  тогда  другой  конецъ  нити  будетъ  описывать  тоже  циклоиду  (фиг.  187). 


—  гм 

3.  30§.  Определять  Д1шжвя1в  матбр1алькой  точки  по  дяшя,  состажлениод 
язь  круговой  дуги  я  прямыхъ,  КАСАЮЩИХСЯ  ж*  ней  я»  ея  коящцгь. 

3.  31^.  Вывести  приближенную  формулу  для  ирв1геяя  качав1я  обыкяовен- 
яаго  ийтеиатическАго    иаятяикв^    предполагая   уголь   Ь^  достшгояно  яалызгь 


Фиг.  137; 


Фиг.  138. 


чтобы  МОЖПС1  Г)Ыло  пренебрегагп»  третьей  степенью  угла  0.   Р^ш.:   По  основ- 

пому  урпнмпп1ю  дипаиикл:  ■ 

тю  -  -  тд  -^  У^ 

гд-Ь  ЛГ  нормальное  сопротивлен1в  на  круговой  дугЬ.   Проектируя   это   равен- 
ство НА  кпсптольную  (фиг.  13Н\  находимъ: 


(П 


:  /7«П  О 


ИЛИ,  таггь  КАКЪ 


V  -       -  I 


а1 


^,«-Ь  •]««»>       0. 

Мглп  у|'олъ  И„    МАЛъ^   то    п    и   остается  малымъ   во   все  время  движен1я; 
тогдп  можно  М)  Н  мам-Ьнить  (*ампмъ  угломъ  Н  и  написать: 

•  )то  урА1П1еп{о  соиппдисгь  съ  урапнеи1ом']>  (412\  если  тамъ  принять 

"  удоржАть  ИПЖН1Й  лпякъ,  что  соотв-Ктствуеть  гармоническому  движен1ю. 
Поэтому  формула  (П7\  оолп    тамъ   положить  е^^  -^  0^  ^  =  &^,  даетъ: 

Для  концп  и'Ьлп1ч>  рйЛМАХа  »М  г-.-   -  0^,  т.  о. 

т     -  1      , 

а  это  совпядпотъ  «  ъ  формулою    5:^). 
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§  327,  ф.  539- 


ГЛ  А  В  А    IX. 

Динамика  отноеительнаго  движен1я  матер1альной 

точки., 

ОбщШ  вждъ  уравнен1Й  динамики. 

326.  Постановка  вопроса  объ  относмтельномъ  движен1и  матерКальной 
точки.  Воиросъ  объ  оцрадЬлен!!!  отноеительнаго  движен1Я  матер1альной 
10Ч1СИ  состоигь  лъ  сл'Ьдующемъ:  даиы  силы,  д'Ьйствующ1Я  на  точку,  и  дано 
двиш^н1е  й1^которой  среды,  въ  частнасти,  твердаго  гЬла;  Т1>е(Зует€Л  оаре- 
д'Ьди^ь  двнжеше  матер1альйо11  точи!  относительно  этой  среды.  Здкь 
нужно  различать  два  случая:  1)  движен1е  матср1а,1ьной  Т13чкн  н  среды  могутт> 
быть  нь^завнсимы  другь  огь  друга,  т.  е.  меаду  ними  н^гь  взцнмод1>йств1я: 
въ  такомъ  случ^г'!^  мы  им'Ьемъ  дЬло  съ  свободнымъ  относительнымъ 
движен1емъ;  2)  между  точкою  и  средою  можсп»  существовать  взанмо- 
д'Ьйств1е,  нанрнм1»ръ,  когда  среда  нредсташяется  двигающимся  твердым1> 
т1.ломъ,  а  мат1"р11мьная  точка  двигается  но  его  поверхности;  въ  этомъ 
случае  является  вонросъ  о  несвободномъ  относительномъ  движени!. 
Вообще  говоря,  мгл  пудемъ  имЪть  въ  виду  второй  случай,  какъ  бол1.е 
общШ;  первый  же  случай  получается  изъ  него,  если  предположитц  что 
указанное  взаимод'Ьйств1е  равно  нулю. 

Среду,  относительно  которой  разсматриваетсл  движете,  будемъ  считать 
твердымъ  гЬломъ. 

Кром'Ь  того  мы  сд'Ьаемъ  еще  одно  важное  упрощение:  мы  будемъ  пред- 
полагать, что  масса  матервальной  точки  весьма  мала  въ  сравнен! и  съ  мас- 
сою дш1гав}щагося  твердаго  т1>ла.  Это  иозволяегъ  предполагать,  что  только 
соиротйвлен1е  твердаго  гк1а  оказываетъ  влшн1е  на  движен1е  матер1а,1ЬНой 
точки,  обратное  же  д'ЬйстВ1е,  точки  на  гУо,  хотя  оно  и  равно  нервому, 
столь  слабо  вл1яетъ  на  движение  гЬла,  вслЬдствхе  больщой  массы  иосл^д- 
няго  сравнительно  съ  массою  матер1а.тьноЙ  точки,  что  имъ  можно  ире- 
небрегать.  Это  можно  д1^лать.  когда,  нанрнмЬрь,  раасматривается  д»ижен1е 
матер1альноЙ  точки  на  земной  поверхности  и  принимается  во  вииман1е 
двнжен!е  самой  земли  около  ея  оси  (§>5  331 — ^334);  движен1е  земли  ока- 
зываетъ вл1ян1е  на  движен1е  матср1а,1ьноЙ  точки,  но  обратное  д11Йств1е 
точки  на  землю,  хотя  оно  и  существуетъ,  не  можетъ  зам'Ьтнымъ  образомъ 
изм'Ьнить  вращен1е  послЬдней. 

327.  Дифферен141алъныя  уравнен!»  отноеительнаго  двитен1я.  Обратимся 

къ  формулЬ  (211),  Ускорен1е  /г  абсолютиаго  движен[я  есть  то  ускорен1е, 
которое  обусловливается  совокупностью  данной  силы  I'  и  сооротпвлен1я  ^; 
следовательно,  по  основному  принципу  механики 


ти)  =  1"-^  д. 


(58») 
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/<?,  -  ускорете  переноснаго  двяжеЕ1я  —  хоягао  предполагать  жзвгЬстньпгь, 
если  язвг^тяо  движеше  тяердаго  тЬла,  относятелмо  котораго  разсхатри- 
ваегсл  двяяБек1е  хатер1алмой  точкя;  и?^  —  7скореж1е  оггносительнаго  дви- 
жея1Я — должно  теперь  послужить  ди  опредиен1я  отгносительнаго  двнже- 
в1я  точки,  яричеиъ  нужно  принять  во  мянаше  и  ге^ — ускореше  Кор1о- 
ляса,  —  потону  что  оно  заинснтъ  оть  скорости  олмюпельнаго  двнжешя 
<3  186).  Форнула  (250),  по  у]1Н0жен1и  вс&хъ  членовгь  на  хассу  шшжъ  виду 
равенства  (539),  даеть: 


тга^  =  ]Р  -I-  ^  —  лиг,  —  яиг. 


(540) 


Проектирован1е  атого  равенства  на  подвижный  коордвиапшн  оси  (^ку?), 
яеизн1нно  связанныя  сь  двигающимся  твердынь  тклонъ,  и  даеть  днффе- 
ренц1альиыя  уравнен1я  относительнаго  движени. 

ДвяжвН1е  твердаго  тЬла  предполагается  заданнынъ  его  шестью  иине- 
матическяни  дленеятани 

5о»  V  ^.  ».  Ь  Ф  (541) 

въ  фуянг^и  времени  ({}  65).  Эти  длемеяты  позволяють  выразить  въ  функ- 
1ии  вреиони  ироевц1и  ?/;,.,  и;^^,  ?/;,,  ускорен1я  гV^  для  каждаго  положешя 
двигающейся  точки,  лричемг  отяосительныя  координаты  атой  точки  х,  у,  г 
яойдутъ  линейнмиъ  образоиъ  въ  эти  выражен1я.  А  именно  по  формуламъ 
ее   182  и  1НВ: 


//'. 


'/\ 


\-  —г-  л   


//•,.   —  III 


10» 


(11 

(1г 


Лг 
(11 
(1р 
711 


у   \  р  (рх  ■+■  ду  ■+-  гг)  —  <о^х, 
г    \   д  {ра: -*  2у -^   гг)  —  (о% 


11р  (1ц 


,  -^  «'ю.    •    ;>7  //  —  7Г/  •'■  "•-  *■  ^Р^  -*-  Ч^  -^  ^^) 


(И 


(11 


ш'г. 


(542) 


ГД*    IV 


Юг^    ^'юу» 


'^10.  могутъ  быть  выражены  по  формуламъ  (236),  (237) 
и  (47)  нъ  функц1н  племснтопъ  (541),  а  сл'Ьдовательно  въ  функц1н  вре- 
мени, н  точно  также  р,  ((,  г  и  ихъ  ироизводныя  могутъ  быть  выражены 
въ  функц1и  г1)ХЪ  же  пл(»ментовъ  но  формуламъ  (139).  Зам^тивъ  это  и 
нрннявъ  по  иннман1(^  формулы  (219),  нроектировашемъ  равенства  (540) 
яа  оси  (.»7/г)  найдет»: 


-=  \    ♦ 


-:  )• 


/ 


}}и 


ииг, 


(543) 


^А^Оь 


/     (1у  (1х\ 

коиочш)  иродполагаотся.  что  ироокщп  Л',  )'.  /Г  силы  Р  выражены. 


(Р.Г 

(1\11 
(Н^ 

(П: 
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§  327.  ф.  546. 


въ  самомъ  общемъ  случае,  въ  функции  алемевтовъ 

(1х    йу     ({г 

''  ^'  *•  ^'  -Л'  ш'  ж 

Неизвестными  являются  относнтельныя  координаты  х^  у,  г,  которыя 
должны  быть  найдены  въ  функц1и  времени,  а  также  величина  и  напра- 
влен1€  сопротивлен1я  ^.  Для  опред*лен1я  всЬхъ  неизв*стныхъ,  если  ^ 
не  равно  нулю,  т.  е.  если  точка  несвободна,  требуются  дополнительныя 
данныя,  Сопротнвленш  ^  можно,  какъ  и  въ  абсолютномъ  двнжев1и,  раз- 
ложить на  дв'Ь  составляющ1я: 

гдЬ  Ж  нормальное  сопротивлен1е  подвижной  поверхноста  или  линш,  по 
которой  матер1альная  точка  принуждена  двигаться,  а  Т — трен!с,  Пред- 
иоложнмъ,  что  движен1е  происходип*  по  поверхности 


ф  (^,  1Л  г)  =  О, 


(544) 


и  пусть  будетъ  /*  коэффидтенп.   пред:йдьнаго   трен!я.  Аналогично  форму- 
лаиъ  (508),  (оОО)  н  (Г>10)  имЬемъ: 


дг  _  ^  ^       .V  ^  ^  ^ 


^  •"  Д    дя  ' 


=  -1.^7^ 


1Ш^ш-т'- 


1,= 


1,^-Г^ 


«>. 


г  =  -~т 


г.,  С.д  ^3 

Въ  посл'Ьднихъ  формулахъ  стоить  скорость  относительнаго  движен1я,  по- 
тому что  тренве  только  огт>  относительнаго  движенгя  и  зависитъ.  ПосхК 
этого,  уравнения  (51Я)  принимаютъ  следующую  окончательную  форму: 


т  -г^  =  л  —  тн 
аг 


N0^ 
Д  дх 


1*  "*"    А    ^  ^  *        ' 


пш\ 


А1р11ЧеМЪ 


■■■=1/(^-М:;:М:^)' 


Для  опрод'Ьлен4я  четырехъ  неизвЬстяыхъ  х,  у^  г,  N  нм^емъ  четыре  урав- 
нешя:  (Г)4Г))  и  (54-1), 


V  ^/''       //"^,;.  1315) 

Им  ггргмпмт/      '|1.11/  И|1''  ^мпмо  гг(1'пино;г1»й''гн11г»»  ла11Л''1ПС  7^  которое 
чггг<>|||?гн.ггиг    Г'"И'Г1  И1.М  !Г.гм:м'Г  I.  ПИ   I  Ь.ю,  |ммио  И  примо  противуположно 

('1ИМ  (  м)'1,|  н:п(.т!1ми|  ррпыНпм  ||М1>ри1и,  ;1  1П.  частности,  если 
Мир»  Им.  П1И.  М1т1('п1|>  мр'ипмичыпм»,  111ЧГ1  рпГ||'>типи)  силок».  Тождество 
мпчи  пмпмНп  >г  тит.им.  рппыпг  ппт1||р\м.  о  ючпроГкЬжной  сил'Ь  (ч!^  305> 
И1'»р\  !ии  \1М1Чр1.п.  им    1!И1;|\1»  г;  :\:(«М. 

И!.1рп1ип     пи  тьпЬНт.тч  11ирм!»л1»и\1о  гогпппикпиую  1ч>го  давлен1я, 
»ичпрпг  п«1'мии<ч  пт  и  р«\п\и»и  1пм»ри1и  окадыналмь  на  поверхность  дви- 

г.^мп,  М1      м.-     ,Л1.  VI       ьр1  Я.м>^^г.Г«ь.    ^П"-     ^ЛЯ    1'Л    Г.рПНЯ1М     IV'     НЛЩ^^ЮеН!^ 

1^4-    .  ■      .4      .4..     ,    ь.    ,х;=.-.1.  >.  ;.^п':гк.г  улж»  "-ь  V^к:•:'^  1;  «гны^^г   к 
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§  329,  ф.  553. 


ва  горизонта-1ьной  площадкЬ,  которой  посторонними  силами  сообщается 
поступательное  движен1е  въ  верти ка.чьномъ  направлен!!!.  Требуется  опре- 
д'Ьлпть  давлев1е  матер1альной  точки  на  площадку. 

Зд-Ьсь  Ш5  (1^4,  п)  =:  г^  1,  причегь  и\  какъ  при  опускажхи,  такъ  и 
при  подъем'Ь  площадки  можетъ  им1;ть  направлен1е  и  вверхъ  и  вннзъ, 
Зд'Ьсь  возможны  вообще  четыре  случая: 

1)  площадка  опускается  съ  возрастающею  скоростью;  тогда  п^^  на* 
правлено  вннзъ; 

2)  площадка  опускается  съ  убывающею  скоростью;  въ  атомъ  сдуча'Ь 
г1\  направлено  противуположно  движению,  т.  е.  вверхъ; 

3)  площадка  подымается  съ  возрастающею  скоростью;  и\  ааправлено 
вверхъ; 

4)  площадка  подымается  съ  убывающею  скоростью:  ^*"1  противуположно 
ДВИЖСН1Ю,  т.  е»  ваправлено  внизъ, 

(Формула  (550)  въ  случаяхъ  первомъ  н  четвертомъ  даеть: 
а  В| 
пер 
и  *Л] 


I 

I 


1\  —  т  {д  —  IV,), 
а  во  второыъ  и  третьемъ  случаяхъ: 

Р.  =  *п  {<!  -ь  «?,). 


(551» 


(552) 


3.  310*  При  011ускап1П  въ  шахту  скорость  шахтовой  платки  въ  течев1е 
первыхъ  5  секундъ,  возрастая  равном^ьрпо^  достнгаетъ  3  метровъ  въ  секунду 
и  -дальше  сохраняете»  эту  величину,  а  при  коацЬ  спуска  въ  теченге  такого  же 
промежутка  времени  убываетъ  дс»  нуля.  Насколько  процентовъ  иям-^няется  на- 
тяжеше  каната  въ  сраввепш  съ  в'Ьсо&гъ  опускаемо!)  кл'Ьтки.  Отв.:  При  на- 
чале спуска  натяжея1е  каылта  на  6Д2  процента  меньше,  а  при  конц-Ь  спуски 
на  столько  же  процентовъ  больше  в'Ьеа  клетки. 

3«  311.  *1елов^къ,  в^сящ^II  80  квлогроммовъ,  находится  на  палуби  корабля 
во  время  качки.  Определить  изм'Ьнен1е  его  п^са  въ  предположена,  что  па- 
)1уба  совертааетъ  въ  вертпвальвомъ  11аправлев1и  простое  гармоническое  дви- 
жея1е  съ  пер1одомъ  въ  *д  секупдъ  и  съ  амплитудою  въ  1/2  метра,  Р'Ьш.:  По 
форму2гЬ  для  гармовическаго  движен1я: 

С  —  а  со«  ^у  *  ^ , 
гд*  а  =  0,6,  Т  =  9,  находимъ: 

откуда  нм^емъ  для  щ  численно  наибольшее  значен1е 

выраженное  въ  метрахъ  въ  секунду.  ПосчтЬ  этого  остается  применить  формулы 
(561)  и  (562). 

3,  312.  На  р'1^шет4  находятся  зерна;  ргктето  приводятся  въ  колебательное 
^гармоническое)  движевхе  въ  вертпкальномъ  направлев1я  съ  амплитудою  въ 
20  сант1Швтровъ.  Сколько  колебан1й  въ  минуту  должно  дйлать  р-Ьшето,  чтобы 
зерна  могли  встряхиваться?  Р'Ъш.:  Для  этого  числеяво  наибольшее  значение  1Г| 

п.  Соиоп.— Оономи)!  теоф^.  аехятис»,  20 


—  306  — 


дадясно  превосходить  д,  ускореше  силы  тяжести.  Формула  (553)  даетъ: 


Если  п  число  встряхиванШ  въ  минуту,  то  пГ  =  (50.  Подставляя  данныа  числа, 
находимъ:  и  >  93. 

3.  31 3.  При  взв'Ьшиван1и  т'Ьла  па  пружинвыхъ  в'Ьсах'ь,  они  выпадають  изъ 
рукъ.  Какой  в:Ьсъ  будутъ  они  показывать  во  время  полета?  Отв.:  В^съ, 
равный  нулю. 

330.  Реак1\1я  инерцЫ  при  вращательномъ  движенж.  Пусть  движенхе 
гЬда,  на  которомъ  покоится  матер1альная  точка,  будетъ  равновгЬрное  вра- 
щеше  около  постоянной  осн.  Если  г  есть  рад1усъ  круга,  который  точка 
при  этомъ  описываетъ,  а  а>  угловая  скорость,  то  (§  162)  ускореше 

и  направлено  отъ  окружности  къ  центру  круга,  плоскость  котораго  пер- 
пендикулярна къ  оси  вращен1я.  Проектируя  равенство  (549)  на  это  на- 
правлен1е  (г),  находимъ: 

Р  С08  (Р,  г)  =  Г.  С08  (К  г)  —  7}тЪ\  (554) 

Эта  формула  показываетъ,  что  давлен1е  по  разсматривасмому  направле- 
н1ю  уменьшается  подъ  вл1ян1емъ  вращен1я  на  величину  силы  пыо^г,  ко- 
торая и  называется  цснтроб4жною  силою. 

3.  314.  Определить  вл1ян1е  центробежной  силы,  зависящей 
отъ  вращен1я  земли,  на  ускорен1е  силы  тяжести,  считая  при  этомъ 
зем.1ю  шаромъ.  РЬщ.:  На  матер1альную  точку  Л/,  находящуюся  на  гео- 
графической тирогЬ  Ф,  д^йствують  дв*  силы: 
тО,  гд*  (т  ускореше  силы  тяжести,  завися- 
щее только  отъ  притяжен1я  точки  къ  центру 
земли  и  поэтому  отличное  отъ  наблюдаемаго, 
и  цснтроб'Ьжная  сила 

гд'Ь  (О  =  0,0000729  (задача  88),   г=Псо8^^ 
С'/к  . .        _  \е     причемъ   земной    рад1усъ  Р  =  6360  киломе- 

трамъ  =  636000000  сантиметрамъ.  Зам^тимь 
отсюда,  что  (о2р  =  3,3852  сантиметрамъ  въ 
секунду.  Если  //  наблюдаемое  ускорен1е  силы 
тяжести,  то  по  формул*  (549): 

)}}(/  =  тО  —  пт\ 

есть  наблюдаемый  вЬсъ.  Ускорен1е 


<1>пг.  \\^\). 


/•;  (555) 

представляется  д1агональю  параллелограмма  (фпг.  139),  построеннаго  на 
МИ=^а  II  на  МГ=н^.   Чтобы  опред1>лпть  д,  будемъ  проектировать 
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и,  ф.  558. 


равенство  (555)  на  валравлен1е  д: 
\  д  =  О  С08  л  —  ш^К  соя  ф  С08  (9  Ч-  а). 


(556) 


1 
I 


I 
I 


гд'Ь  а  уголъ  между  с/,  т,  е.  наблюдаемою  отв-Ьсвою  л0И1ею  н  зенЕымъ  ра- 
д1усомъ.  Уголь  а  можетъ  быть  оггред1ленъ  язъ  треугольника  31Ш^  ьъ 
которомъ 

со^Л  сов  ф         Ш^И     .    ^ 

8*;»  а  =^  8т  ф        —    ^ — ^-  ^  — 8Ш  2ф» 

Вычислен!!^  показывает!!,  что  даже  при  напбольшемъ  значенхп  .^ш  2ф»  т,  е. 
на  пггфогЬ  (б'^  уголъ  а  не  иревосходптъ  С^'б'.  Поэтому,  если  довольство- 
ваться пр11ближ<?нными  результатами,  можно  иъ  формулЬ  (:)56]  принять 
ста  ^  1^  8гп%^  О  н  написать: 

д^а  —  Ш^Л  €08»  ф.  (557) 

Эта  формула  н  опредЬляетъ  поправку  ускорен1я  силы  тяжести  въ  зави* 
сдмости  отъ  вращбшя  земли  около  ая  осн. 

3,  315,  Съ  какою  угловою  скоростью  дояашп  была  Пы  вршцвфься  ^емля, 
чтобы  гЬла  на  эива1Ч>р'Ь  не  им'Ьли  в-Ьса?  От  б,:  Въ  17  рааъ  бояьше  д^Истви- 
тельноп. 

3.  316,  На  внут|>епнеЙ  сторон-Ь  кругового  конуса,  ивтЬющаго  вертикальную 
ось,  оГгращеннаго  верцганою  книзу  и  вращающагося  около  этой  оси,  лезкитъ 
рщре  гЬло,  Зная  коэ<[)ф1Щ1енгь  пред-Ьдьнаго  трен1я,  опред^ьлнть  пред^шы  для 
"'^^'*  скорости  конуса,  въ  которыхъ  гЬло  иожетъ  оставаться  въ  поко'Ь  въ 
ра8стоян1и  гг  отъ  вершины*  Отв.:  Если  черезъ  а  означить  уголъ  обраэующихъ 
конуса  \уь  его  осью,  а  черезъ  ф  уголъ  пред^льнаго  трешя,  то 


9,пн  а 


со1§  (а  —  ф)  >  й? 


9 


в.шьпа 


тЬд  (а  -н  ф). 


Влшж1е  вращешя  земли  на  дви%ен1в  матер1альной  точки 
около  ея  поверхности. 

331.  Общ1я  дифферекц1альныя   уравиен1я  Авижен1я.  Движошя   тяжелой 
точки  на  земной   поверхности   отличается  огь  движеЕ1я,  разсмотрЪянаго 

въ  §§  275,  290  и  сл+.д.  всл^Ьдствге  существования  центробЬжной  силы  шн^^ 
\\  силы  пш'^,  зависящей  отъ  усЕореа1я  Кпр1олиса.  Вл1ян1е  цервой  изъ 
этихъ  сялъ  мы  будемъ  считать  принятымъ  во  вни1лан1е  съ  самаго  Еача.1а 
гЬмъ,  что  вм'Ьсто  ускорен1я  О  дИйствительнаго  ]1рнтяжен1я  земли  будемъ 
разсматрпвать  наб.шдаемое  ускореше  д.  т.  е.  вм'Ьсто  силы  Р^=^  тО  бу- 
демъ разсматривать,  основываясь  на  формул*  (Г) 57),  наблюдаемую  силу 
тяжести 

У  —  ши\  =  тц.  (558) 

1шше  второй  силы  мы  найдемъ,  воспользовавшись  формулами  (252). 
Сохраняя  взятое  для  вывода  г*тпхъ  формулъ  направлеше  координатн111ХЪ 
осей  и  считая  направ.1ен1е  ускорен1я  д  совпадающпмъ  съ  направлешем!* 

20* 


308    ^ 


земного  радауса  (задача  314),  получимъ  по  общей  схем*  (543,'): 


ас 
ас 


Ог 
=  —  2<в  соя  9  тт  —  2о)  йп  ф 


Я. 

т 


=:::   2(0  51П  ф 


=  —  5^  -Н  2<0  С05  ф 


т 
их 


сИ 


ш 


(559) 


Сохраняя  достаточную  для  практнческихъ  ц^ей  степень  точности, 
можно  будетъ,  какъ  мы  ниже  подробнее  увидимъ,  эти  уравнен1я  упростить. 
А  именно,  ограничиваясь  случаями,  Еогда  пути^  проходимые  точкою,  до- 
статочно малы  въ  сравнеши  съ  разгЬрами  земли,  можно  считать  гео- 
графическую широту  ф  постоянною.  КромЬ  того,  принимая  во  вни- 
маше,  что  (о  =  0,0000729  число  весьма  малое,  можно  будетъ  во  вс4хъ 
формулахъ  пренебрегать  членами,  содержащими  а>^. 

332.  Свободное  паден1е  беэъ  начальной  скорооти.  Сопротивлеше  воз- 
духа не  будемъ  принимать  во  внимаяхе.  Полагая  ^=0  и  основываясь 
на  первомъ  изъ  указанныхъ  въ  предыдущемъ  параграф']^  упрощенШ,  мо- 
жемъ  уравнешя  (559)  одинъ  разъ  проинтегрировать  непосредственно: 


€1х 

Лу 
й1 


=  —  2(0  С05  ф .  я  —  2(0  ^п  ф .  ^ 

=  2<о  «п  ф  .  л:  -ь  Сд, 

=  —  д1  -^  2(0  С05  ф .  д:  ч-  С,. 


а 


(560) 


Если  начальное  положете  точки  взять  на  оси  {г)  на  высот*  К  надъ  го- 
ризонтальною плоскостью  {ху\  то  при  ^0=0  для  произвольныхъ  постоян- 

ныхъ  находимы 

С^  =  2а>к  С08  ф,     Сз  =  0,     С^  =  О, 

и  уравнен1Я  (560)  принимаютъ  видъ: 
^х 


=  2(0  С08  ф  .  (А  2г)  —  2(0  5Ш  ф  .  у, 

^    =  2(0  зт^.Ху 


(11 


:=  —  <7^  ~+-  2(0  С08  ф  .  X, 


(561) 


Второе  и  третье  изъ  этихъ  выражен1й  подставимъ  въ  первое  изъ  урав- 
нен1й  (559),  а  первое  изъ  гЬхъ  же  выражен1й  въ  остальныя  два  уравне- 
1ПЯ  Г559): 


(1?~ 


2(0(7  сов  ^  А  —  4(0^х, 
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§  332,  ф-  562. 


сРу 


—  ^  -        ар 


—  —  //  -Ь  4ш^  соз^  9  —  40)*  тф  со$(^. у. 


Пронебрепш    ^иенами    съ   ш*   (второе   шъ  у11рощен1й  §  331),   находимъ 
окончательно  сл'Ьдующш  уравненш  д11КжеЕ1я: 

Интегрируя  эти  уравнбшя  неаосредственно  и  принимая  во  внимашв  джд 
ооред'1.лен1я  произвольныхъ  постоянныхъ  начальжыя  услов1Я: 


^^Ох 


=  О,     ь^^^  =  о,     1^0,  =  0,     х^  =  о,     Уо  =  О,    л^,  =  Л, 


находимъ: 


X  =  ,^  .с;  С08  ф .  /', 


у  =  О,       г  =  к  —  -  де. 


(562) 


9топ>  результатъ  показываетъ,  что  въ  вертикальномъ  направл*^н1и  паде- 
ние гЬла  происходить  по  тому  же  закону,  каиъ  еслибы  не  было  вращен1я 
земли;  но  это  вращен1е  вызываетъ  отклоееше  падающаго  гЬла  отъ  отвес- 
ной лин1'н  по  горизонтсиьной  оси  {г\  Такъ  какъ  положительная  ось  {х) 
взята  по  касательной  еъ  параллельному  кругу  къ  востоку  (задача  181), 
а  найденное  для  ^^  выражен1е  существенно  положительное,  то  мы  заклю- 
чаемъ,  что  падающее  тЬдо  получаетъ^  всл*дств1е  вращен1я  земли, 
отклонен  1е  къ  востоку;  это  отклонеше  пропорщонально  кубу  времени 
иаден1Я.  Траектор1я  точки  опредЬляется  уравнешемъ,  которое  получается 
исоючсшемъ  I  нзъ  уравненШ  (562): 

"" ^  (^  —  '^)  ■ 


а?'  =  - 


Для  упрощен1Я  положи мъ 

что  соотв11тствуетъ  переносу  начала  коорди- 
натъ  вверхъ  по  оси  (г)  въ  точку  (У  на  раз- 
стояше  и  и  изм'Ьненш  направлен1я  оси  (я) 
на  иротивуположное;  тогда  уравнен1е  траек- 
торш  принимаегь  вид^: 

9        9 


9* 
Фнг.  140. 


Эта  ЛПН1Я  называется  полукубическою  параболою  (или  параболою 
Нейля);  она  (фнг.  140)  симметрична  относительно  оси  (^')  и  им^еть  въ  (У 
точку  возврата;  движен1е  падающей  матераальной  точки  происходить  по 
одной  ея  (правой)  вЬтви. 


-  здо  — 


3.  317.  011ред']^лить  отклоненхе  къ  востоку  при  паденш  съ  высоты  158  кет- 
ровъ.  Отв.:  2,84  сантиметра.  Этотъ  результатъ  былъ  провгЬренъ  на  опыгЬ  Рей- 
хомъ  въ  Фрейбург*  падешенъ  шариковъ  въ  шахгЬ  на  глубину  158  метровъ: 
среднее  изъ  наблюденШ  дало  отклонеше  въ  2,8  сантиметра. 

3.  318.  Определить  движен1е  т^ла,  брошеннаго  вертикально  вверхъ  изъ  на- 
чала координатъ,  принимая  во  вниман1е  вращен1е  земли.  Р'Ьш.:  Поступая  по- 
добно тому  какъ  въ  §  332,  но  принимая  во  вниман1е  изм^нивш1яся  начальныя 
услов1я,  и  пренебрегая  опять  членами  съ  ш^,  получаемъ  сл^дующхя  уравнен1я: 


(1'х 


(1^Р 


-1-  —  _  2Ш^  С08Гр-^2щС08^,г,       -т|  :=  О, 


(11 


—  9- 


Интегрируя  ихъ  и  принимая  во  вниман1е  начальныя  услов1я,  находимъ: 
X  =:  —  (ОVоС08(р.^*^^  '^(ЛдС08<рЛ*^     У  =  О,      хг  =  «?у«  —  —  ^•, 

Отклоненхе  происходитъ  въ  западу.  При  достаточно  маломъ  <  это  очевидно; 
но  легко  уб1^диться,  что  и  вообще  подъемъ  кончается  раньше,  ч^мъ  х  сделается 
положите  льнымъ. 

333.  Движен1е  по  абсолютно  гладкой  горизонтальной  плоскости.  Теперь 
существуетъ  сопротивлеше,  имеющее  вертикальное  направлеше,  такъ  что 

«,  =  0,    е,  =  0,     ^^  =  N^  =  ^.N. 

Принимая  плоскость  движешя  за  плоскость  (ху),  имЬемъ: 

и  уравнешя  (559)  принииаетъ  видъ: 


О, 


(563) 


-—2"  =  —  2«)  «мкр 


д-'у 


их 

2<1)  81П  ф    3    , 

Лх 


(564) 


Начальное  положеше  точки  возьыемъ  въ  начале  координатъ  и  означиыъ 
черезъ  ^  уголъ,  образуемый  начальною  скоростью  съ  осью  (х);  тогда, 
интегрируя  непосредственно  первый  два  изъ  уравнешй  (564),  получаемъ: 

ах 


V^  С08  р  —  2в)  з'т  ф ,  у. 


Н1 


2«)  8т  ф .  X. 


(565) 


Умножая  тЬ  же  уравнешя  (564)  на  -^*  и  ^^  и  складыйая,  находимъ: 


_1 
7й 


откуда 


V'  =  иост. 


"О  > 


(566) 
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333,  ф.  567. 


т.  е.  движен1е  равномерное.  Движев1е   происходить  но  кругу;  а  ннбнво, 

по  формуламъ  (565): 

«,» =  (^:)%-  (^^)  =  г«»  ч-  4«>»  ««»ф-(^*  -ь »') 

сюновайш  равенства  (5Ь6): 

10  А/И  9  ш  ^лг  ф 

Рад1усъ  этого  круга  и  коордиваты  центра  определяются  форлулаш]: 


г  =^ 


(567) 


2с11  А-ш  9  ^ 

Если  движение  происходить  въ  сЬверномъ  подугаар1И,  т,  е,  если  ф>0,  то 
точка  въ  сгюемъ  круговомъ  движен!»  поворачивается  всегда  вправо,  не- 
:1ависимо  01П*  направления  (р)  начальной  скорости.  ДМствитедьяо^  пусть 
0<р<  !^;  тогда  а<0,  6>0,  и  кругъ  имЬегь  положеше,  указанное  на 
фигур!  141  сплошною  лишею.  Подобную  же  црогЬрку  можно  произвести 
и  при  всякомъ  друго.мъ   значен1и 


М. 


угла  р.  Для  южнаго  полушар1Л 
нужно  во  вс4\ъ  формулахъ  счи- 
тать ф  <  0;  поэтому  координаты 
центра,  при  томъ  же  р  нмЬютъ 
знаки,  противуположные  предыду- 
щнмъ,  откуда  заключаемъ,  что  дни-  '  д 
гающаяся  матер[а.1ьнс1л  точка  по- 
ворачивается вл'Ьво,  какъ  изобра- 
жено на  фигур Ь  141  пунктиромъ. 

Нужно  аам-Ьтйть,  что  вс'Ь  ре- 
зультаты можно  считать  верными  лтпь  до  тЬхг  поръ,  пока  можно  уголг 
Ф  считать  постоянными;  поэтому  ояв  не  прнложимы  для  ц-Ьдой  окружности, 
такъ  какъ  раД1усъ  круга  при  сколько  нибудь  значительной  скорости  1?^  ве- 
ликъ,  Iш^съ  показываетъ  формула  (567),  гд*  въ  знаменателе  входотъ  весьма 
малое  число  ш-=  0,0000729, 

Последнее  изъ  уравненШ  (564)  ноказываетъ,  что  N^,  а  следовательно 
и  давлен1е  матергальной  точки  на  горизонтальную  плоскость  нзм^Ьряется 
не  одвимъ  только  ея  в1;сомъ,  а  завнситъ  еще  оп»  географической  широты 
и  отъ  проеыин  скорости  на  ось  (д-),  т.  е.  на  касательную  къ  параллель- 
ному кругу.  Впрочемъ.  по  малости  множителя  ю,  это  вл]ян1е  очень  слабо. 

Подученные  результаты  объясняютъ  различный  явленк  въ  движен1Н 
гк1Ъ  на  земной  поверхности  каждый  разъ,  когда  это  движен1е  происхо- 
дить въ  горизонпиьномъ   нштравлешн  или    близко  къ  этому:  отклонеше 
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пассатяыгь  вЬтровъ  отъ  направлеа1я  меридиана,  различный,  ивачс  трудно 
объяснимый  отклонен1я  въ  морскихъ  Т1^чен1ахъ,  наблюдаемое  при  выстр'1>л1> 
отклонен1е  артиллерМскаго  снаряда  въ  нравую  сторону  въ  с1.верномъ  оо- 
душар1и  и  въ  л-Ьвуш  въ  южномъ,  вращен1е  плоскости  качан1я  маятника 
(маятникъ  Фуко)  и  ир. 

3.  319.  На  шпротЬ  9  ^==  60^  производится  выстрйлъ  изъ  артиллерШскаго  ору- 
д1я  приблизительно  въ  горизовтальыомъ  ваоравлбн1н  съ  начальною  сноростыо 
1?дГ=400  метровъ  въ  секунду.  Опред^литьотклоненхе  снаряда  въ  сторону  посл-Ь 
того,  квкъ  онъ  пролетитъ  7  квлометровъ,  Р-Ьш,:  По  формул-Ь  (5в7у  г  ^=36^1,4 
километра.  Дуг*  въ  7  километровъ  соотв^^тствуетъ  уголъ  ^,  равный  ОДИН 
окружности,  что  составляетъ  въ  градусахъ  (>^6'33*.  Огклонен1е^г  (1— саву)=^ 
655  сантиметр  амъ. 

334*  Дви№ен1е  т  горизонтальной  прямой.  Если  въ  дв1шен111,  разсмо- 
тр'Ьнномъ  въ  §  333,  какая-либо  механическая  преграда  лренятствуетъ 
отклонен1ю  матер1альной  точки  вправо  (въ  сЬверномъ  иолушар1и),  то  эта 
точка  ироизведетъ  давлеше  на  преграду  въ  горизонтальномъ  наггравлеяш. 
Пусть  иатер1альная  точка  можетъ  двигаться  только  по  горизонтальной, 
абсолютно  г1ад1;оЙ  ирямой,  образующей  съ  направленною  къ  востоку 
осью  (^р)  уголъ  3.  Опред'Ьлимъ  движение  и  также  сопротпвлен1е  преграды. 
Теперь  $  =;  Л^  нормально  къ  линУ!  движенш,  но  У^  и  (^^  уже  не  равны 
нулю,  какъ  это  было  въ  §  333.  Принимая  во  вннман1в,  что  опять  вьпшл- 
няштся  услов1Я  (563),  йм'Ьемъ  уравнеН1я  (559)  въ  сл^дувщегь  видЬ: 


(1'х 


Ау 


N^  ■==  тд  —  2»1а>  соз  ф 


'т 

гп 
(1л 


(568) 


Сд'Ьлавъ  указанное  поел!,  формулъ  {5(>5)  преобразован!©  и  принявъ  но  вни- 
ман1с,  что  въ  виду  перпандикудярносги  Ж  къ  яшяш  движонЫ 

2У,  (1х  -н  2^,  ау  =  О, 

опять  найдемъ,  что  «■  =  пост.  =  г^,  т.  с.  что  движен1е  равномЬряое.  Такъ 
какъ  оно  теиерь  и  11риыол1]нсйнои,  то 


=  0. 


Л( 


(И 


Ли 


И  уравнени  (568)  даютъ: 

N^  =^  —  2шФV^  саз  ш  ят  ^^ , 
Л' ,  .=^  тд  —  2тыь*^  сова  сов ^. 


(ьт}1 
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§  334,  ф.  570. 


Гор1]зонтал1)Ная  составляющая  сопротивлееля  ^; 

хУ^  =  »/л7"Т^^=  2тш\^  вт  ф.  (570) 

Мы  гшдимъ,  что  горизонтальное  сопротивлен1'е  прямой:  1)  цропор- 
щонально  масс'Ь,  скорости  н  синусу  географической  ншроты,,  2)  величина 
ого  не  зависитъ  отъ  угла  а,  т.  е.  отъ  иаправленАЯ  прямой  въ  горизон- 
тальной плоскости*  3}  оно  въ  с'Ьверномъ  110лушар1и  напраилено  влЬво 
оп»  направлен1я  движения,  а  въ  южномъ  оолушар1и  вправо.  Последнее 
заключен!©  видно  изъ  того,  что 

N 
1д  {N^,  д:)  =  у  =    -  со1д  а 

и  что  при   а<^  и  при  5Ш9>0  им-Ьемъ  ^V'^>0,  ^V^<0  (фиг.  142). 

Горизонтальное  давлен  1е  Р^  матер1альной  точки   на  лншю  движеЕ1я 
равно  и  прямо  противуположно  Л^^  и  сд  Ьдо- 
вательно   въ    с^верномъ    полушарш    напра- 
влено вправо  огь  лиши  движен1я. 

Указанные  зд-Ьсь  рсзультааы  объясяяютъ 
н+*которыя  явлен1я  въ  движен]л  тЬлъ  на  зем- 
ной поверхности.  Особеннаго  вннман1я  за- 
<:луживаеП1  наблюдаемое  у  многихъ  р1*къ 
явлеяЕе,  состоящее  въ  томъ,  что  (въ  сЁвер- 
яомъ  нолушаргн)  правый  берегъ  размывается 
больше  л1;ваго  (законъ  Бэра),  конечно,  если 
это  явлен1е  не  уничтожается  другими,  силь- 
Н'Ье  а11яющиыи  обстоятельствами. 

Боковое  давлен1е  легко  заметить  на  опыгк  заставляя  кольцо  ско-1ь- 
знть  по  палк'(1,  врапщемой  при  этомъ  равномерно  въ  горизонтальной 
плоскости. 

3.  320.  Паровозъ,  в'&сящ1в  6<)  тоннъ,  движется  по  прлмолявеЙвому  жел'Ьано- 
дорожному  пути  со  скоростью  въ  20  метровъ  въ  секунду  на  сЬверный  геогра- 
фической пшротЬ  ф=52?.  0|1ред:Ьл11Ть  его  боковое  давлев1е  на  правый  редьсъ. 

Отв.: 


К 


ж 


— ^к. 


N4 


N. 


1^ 


Ч 


Фйг.  142. 


N1,^4 


60000 
9^ 


0,0000729/20.0,788  =г  14,1  килограмма. 


г  г  л  к  л    л, 

г.игорп*'  /1.1П  г^г.гггогги  ИМ  /лло^гкиля  илимвйтк  ткердыхъ  т4ло»ь.  жв 
^у/г/«гг.  гг>;'/Г/т;1Л.'*1ггь    л^Мг   г-г,(уг,цтитг   иуь    1Г^)с^/гораго   Еояечжаго    кш 

гг'гг/г^гг.и г.  п/'Г'.шФИ  гг<гГ'гоя«»м*1И,  Ш'шпшмщо  ^гп.  п^яипииъ  и  направде- 
гг/й  1>.Л''гг»у^»шикг.  гг»  «их'ь  /'илг.  1^/»///ш/?  го»/>ря  силы,  если  он*  д*й- 
/  г^|у^ггг.  ни  рп1И1*иши  чипюш  к•мкоп^-ли6^I  х^пп-Оы  и  очень  твердаго 
гНм,  1Ш1нты  «♦и1,г1ятГ|  ''ГО  фориу;  ио  т»  шиогих'ь  глучяяхъ  из1гЬнен1я 
фм(11<м  Г1мм?1>п1ь  1-1п.1ь  ММ.1М  гг1|  с.рммипиЫ  г'Ь  раим1;раии  всего  гЬла  или 
<■».  1М'(И'М|1|1Ии1»1ми  1'Гн  мнгтии!,  мь  М(1(и.гр1И1(гпгЬ,  что  ими  можно  6ы- 
импм,  (|(и'Иипрм!ми..  |Н.  1ми1М(.  мучиихг  рплультнтм,  которые  мы  най- 
1»'М1.  .ни  п.'Ич111.М11-иим:«мЬ|трммИ1  гЬл1ц  11(»луп11тгь  рсмильноо  значеше  для 
,1|||1мтт'11.т.т.  гЬп»  прприды.  дисттпчип  тиррдыхъ. 

Ни  к1И'МИгь  1«тмт.-.11|Гт  |1М1р1П  1Грпрп1«  тчнгстии,  мы  будемъ  пред- 
гпииип.  г»»и|\  иичции  гЬ.ш  ги.ниппымь,  т.  0.  Оудомъ  въ  случа*  надоб- 
ИПГ11»  А<!иг11«ими  \|\.ит»  гЬ.ю  ИИ  гко.1Ь  у1ч>лно  малыя,  нъ  ан;иитнческомъ 

гМЬИМЬ   И|»'»П«Ч«и»1ИИ  МИ.1ЬИ»    ЧЙГППО»»     И    ИЖОрИГЬ    о   ОМиЬ    угодно   бЛПЗБНГЬ 

М!Ъ'о;^  И:<м1\ри»м>*ц  п|мч»;м^о\он1омь  оЛъомл  ИЛ  идотность;  поатч>ху  без- 
К0«о1«л  \|;П:И  ч:Ь'1Ипл  «мЬопч  лодклш^чно-м;М!г»>  млсот*  ^^и^»»  намеряется 
1Цно111Л»м»^«1'^^чг  М:ьги  «,^  Ь'ь>рош1>:  )ъч^тчт  оял;1.  д^йотву^щая  на  безко- 

пVпп^^  М:И\*^    У:<гИ .    1^^Ж>I^   Л,>ЛКЛЯОЯВО   У;МЛ.    ТйКВ^г   ^У^рА-^ОПч   ЧАСТО   ПрЛ- 
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§  337,  ф.  570. 


ТЬмъ  не  мен1|е,  на  практик'Ь  очень  часто  бываетъ  можно  ограничиваться 
разсмотрЬн1емъ  конечнаго  числа  силъ,  орнложенныхъ  въ  отд^льныхъ  точ- 
кахъ  г[аа  и  нм1л1ицихъ  конечиыя  численный  значен1я.  Это  можетъ  с,1у- 
читься  въ  двухъ  случаяхь:   1)  когда  на  твердое  т-Ьло,  въ  отдельных!,  его 

ТОЧКаХЪ  действую!!»    В.31ЯН1Я   ОКружаШЩИХЪ  Г|1ЛЪ,    Н    если    эти     ВЛ1ЯН1Я   МО- 

гуапь  быть,  по  гЬмъ  или  другнмъ  нричинамъ.  представлены  въ  видЬ  ко- 
нечнаго числа  конечныхъ  силъ  (напрпмЬръ  давленхя,  испытываемыя  дан- 
нымъ  гКлоиъ  въ  отд'Ьльныхъ  точкахъ  его  поверхности  всл'Ьдств1с  прнко- 
сновевш  къ  нему  въ  атихъ  точкахъ  другнхъ  гЬлъ);  2)  когда  силы,  д1Ш- 
ствуняц[я  на  всЬ  частицы  сгиошного  твердаго  гЬа  могуп,  быть  приве- 
дены, путемъ  к'Ькоторыхъ  преобразоваа1й  къ  конечнону  пислу  силъ,  ери- 
ложенныхъ  въ  н-Ькоторыхъ  опредЬлеааыхъ  точкахъ  (наирпм-Ьръ  приведе- 
ше  силъ  прптяжеи1Я  гЬла  землею  гь  одной  раннод1^йствующей,  приложен- 
ной въ  центр  1,  тяжести  гЬла).  11осл1^дняго  рода  случаи  мы  будемъ  изу- 
чать отдЬльно  (глава  XIV'),  а  пока  будемъ  предполагать,  не  вникая  въ 
усдов1Л  физической  возможности  этого,  что  в1.  твердомъ  гкй,  въ  отд'Ьль^ 
ныхъ  *<  его  точкахъ,  дЬЙствуюп.  п  какихъ-либо  силъ,  им1лс»п1ихъ,  при 
данномъ  1голожеп1и  тЬла,  данный  величины  и  наиравлешя;  вонросъ-же  о 
томъ,  каково  число  н,  оставимъ  открытымъ.  Не  будемъ  также  касаться 
въ  настояп^емъ  отд^тЬ  курса  вопроса  объ  ускореН1яхъ,  которымъ  этн 
силы  соотв1|ТствуюП|;  наша  задача  будетт!  состоять  въ  томъ,  чтобы  сра- 
внивать между  собою  различпыя  системы  сихь,  ириложенныхъ  къ  тому- 
ясе  твердому  гЬлу,  отыскивать  условия  аквивалентности  различныхъ 
системъ  силъ  и  способы  приведен1Н  одной  системы  къ  другой,  ей  экви- 
валентной. Какъ  частный  вопросъ.,  явится  при  зтомъ  вопросъ  о  равнг^- 
в'Ьс1и,  т.  е.  о  томъ,  при  какнтъ  услов1яхъ  данная  система  силъ  экви- 
валентна полному  отсутств1ю  силъ.  Совокупность  всЬхъ  этнхъ  вопросовъ 
составляетъ  предмеп>  статики  твердаго  тЬла. 

ЗЗв.  Дв%  силы,  вза^I^ио  ун14чт0жающ1яся  въ  твердомъ  тЬп%.  Основное 
11оложен1е  статики,  которое  вытекаегь  м:гк  поняг^я  о  неизменяемости  ткха, 
состоитъ  въ  томъ,  что  дв'Ь  силы,  ирилиж^'иныя  въ  различныхъ  его 
точкахъ,  равныя  по  велпчпн1>,  но  противуиоложво  другъ-другу 
направлепныя  п  лежаоия  на  одной  орямой,  взаимно  уничто- 
жаются или,  какъ  мы  будемъ  также  говорить,  уравновешиваются. 
Это  положензе  не  можегь  быть  доказываемо  и  должно  быть  принято  какъ 
опредЬлеше  указанной  системы  двухъ  силъ.  Для  объясненхя  же  можно 
заметить,  что  так]я  силы  способны  производить  только  сжатге  или  растя- 
жен1е  гЬла,  а  это,  по  неизм-Ьняемостн  тЬла,  невозмЬжко, 

337.  Перемосъ  силы  по  прямой  ея  д^йств1я.  Вышеприведенное  подо- 
жеше  играе1*ь  важную  роль  при  преобразов<1Я1и  системы  силъ  въ  другую 
систему,  эквивалентную  первой:  оно  позволяетъ  зам'Ьндть  данную  точку 
приложен1Я  силы  другою  точкою,  лежащею   на  прямой,  по   которой  сша 


I 


Фпг.  144. 


ршмшгь  сяш 

ЖГ^МР.    ЛРР  =  —  МР. 

д|§ето1я  на  двяшшМ  т1ш  к  вшанпвгъ;  сх1- 
ЛПМммго  далпаш  ома  экапалежпа  сястезг! 
треп  аил:  МГ\  МТ  и  ЛГ'/^.  Но  п  это! 
СИСТеН,  1а  осяованш  оривс  деянаго  выше  о 
а№а1я«  а^аито  ^яйчтож^шпся  сялы  Ж/'  н  ЛГ 
штоыу  система  трехъ  сидъ  эквивалентна  снхк 
Г'/'".  Иш»  ска;>яи11аго  сл*дутт»,  что  сила,  приложенная  къ  твердому 
т'Нду,  нпи6ришлигс.я  !п;р(;движ0ЫУъ  вехторомг  (§  4). 

Мв«  Чаотмма  йя^ншш  лриведаиЫ  оистдам  еилъ  мъ  одной  равйод^^^- 
•1ЦМ1Ц§1#  Уаиваиио'!  иОпол-пмм  тмо  [(олноля^'П'  но  многихъ  с.1учаяхъ 
ущ(*пьпшти  чпслп  ттчнъ  щунлижгл11н  силъ,  пркложс'няыхъ  къ  твердому 
гЬлу.  У|К<1  |Мч(м('цодг;п1Г'»п(1М1ИДНг^  чти  ш.  пЬкиторыхъ  глучаяхъ  можно  всЬ 
силы  {*читти  11|г»1лижг^ип,Ш1г  1п,  г»дцой  точкЬ  и  слМоиательво  сложенными 
н%  идиу  (пиишд'ЬИпнуиниую  силу*  М4»жду  11р(1чимъ  это  возможно,  если 
гц1имы11«  <'.<|Д1«[»Ж(1т1}|  «'илы.  пли  НС'];  ршкт!*  или  (юслМ^^нательно  иересЬ- 
щг^л.  Н|(и(  лЬд(.тп1и  (Й  1и\\]  М1.1  унидиш.  11и|М1Ч<*!1Гь  общее  усдов1е,  при 
^шг  гипл  |||и111о;1Ипл  |;ъ  1»дпой  рнинидЬЁстнушщей, 


Ппраллельныя  онлы. 


С101М1и1||  А1укъ  парАЛДОдьныхъ  оилг»  направленныхъ  въ  одну 
отораму.  Гумюсгкуоп»  одинь  частный,  но  весьма  важный  случай  при- 
т'Д^^нЫ  1ШСТ011Ы  енлъ  кь  одной  ри11иод1Шствующей:  когда  силы  парал- 
1Ь11Ы.  Ноаможность  пто|Х)  уже  легко  иреднмдЬть,  если  принять  во  вин* 
1|1\  Ч1м  т1|ики(МЬ11Ы)1  п|шиыя  зножно  раасматршшть  какъ  иересЬкасн 
Г|ц1||\\м  аа  Аелкоиочиоотн.  Прежде^  аеого  аокажемь,  что  дв1  силы  ^| 
и  Г|  Н11р11ллсл1%и1|1а  н  наирайлемаыа  вг  одну  сторону,  при- 
[иодатса  кг  одни!  сад  к  /ц  имъ  царадлельвой,  иг  тт-же  сто- 
рошу  дйКешунащ^!,  ранао!  ахг  сумм%ч  лежащей  иг  плоскости 
шимхъ  С11Л11  а  ра;91диа11^П|е1  раз1стоа11е  между  мхъ  прамымм 
1иут|м«аа||||г  об|1а«ком*||  обратао  в|10в<»р1|(оямьмо  велшчиманъ 
>гац|^  сплк 

1Н  .1,  а  д^,  пмвап  цмшнтй!  дамжып  стлг  (ф«г.  144)  врваоввп 
яаяашт  1\  ■  Р».  рмаш»  аввшц^а  ша  аршкй  А^Лщ 
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и  противуподожно  другъ-другу   навравленныя.   По   Н1^1зы]шяемости  тЬда, 

оя*    на  него  д-Ьйствая   не  оЕазы- 

ваютъ,  Состаанвъ  силы  / 

и  перенеся  ихъ  въ  точку  С"  ихъ 
переселения,  разложимъ  ихъ  оиян. 
на  составл1ШЩ1я  1'\\  Р/  и  }*\\ 
Рд',  параллельный  прожнимь.  Силы 
Р/  и  Рд'  вааи4Ш0  ураввовЬти- 
ваются,  и  остаются  силы  /^'/  и 
1*'д',   дающгя  равнод^.йствуюп^ую 


<з^. 


Л=1^/ч-1'У  =  /;-ь1;.  (571) 


Фиг.  144. 


Зам'йттшъ  точку  С  перюс^чен]я  прямой,  по  которой  дЬйствуегь  сила  Е\ 
съ  прямою  Л^Л./.  нзъ  подоб1я  треугольнпковъ  А^СХ\  ^^'С1'\'  и  А,^СС\ 
е;Р,'е  находнмъ:  ^^  _  СС       А^С  _  СС 


откуда 


А,С  _1, 


^^'1 


Но  если  АЕ  перпендии'уляръ  къ  даннымъ  силамъ,  то  предыдущую  про- 
порцш  можно  заменить  сл-Ь- 
дующею:  У 

^^'      ^. '  сУ 

что  вм'Ьст!.  съ  равенствомъ 
(571)  и  выражаетъ  формули- 
рованный выше  результатъ. 

340.  Сдожен1е  двухъ  ла- 
>  раллельныхъ    силъ,    противу- 

1Г10ЛОШВО  другъ-другу  калра- 
вленныхъ,  Положимъ  теперь» 
что  силы  ^Р^  П  К^  ПрОТН- 
вуположно  направлены.  Д^- 
лая  преобразован1е,  подобное 
предыдущему  (фигЛ45),  мы 
легко  найдрмъ,  что  ихъ  рав- 
нодействующая 1!мъ  парал- 
лельна, равна  ихъ  разности, 
на 
Ж1 
I 


Фиг.  14б« 

направлена  въ  сторону  большей  силы  и,  въ  плоскости  данныхъ  силъ,  ле- 
жить  на  прямой,  которая  дЬлитъ  разстоян1е  между  прямыми  ихъ  дЬй- 
€тв1я  вн'Ьшеимъ  образомъ  обратно  пропорц1онально  ихъ  величинамъ. 
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Еслга  бы  силы  /*",  ш  Т"^,  будучи  оротииуположно  наиравлевы,  были 
равны,  то  указанное  правило  дало  бы  равнодействующую,  равную  нулю 
и  лежащуш  на  безконепно-далекой  прямой.  Лежду  тЬмъ  непосредственный 
оиытъ  показ1.шаётъ,  что  такая  система  силъ  способна  привести  гЬло  во 
вращательное  движг^п1е;  поэтому  мы  должны  принимать,  что  пъ  этому  слу- 
чаю общее  правило  не  прпложпмо  и  что  эта  система  силъ  не  можегь 
быть  зам'Ьнена  одною  силою.  Она,  какъ  мы  увидпмъ  ниже,  составляеп> 
особый  элеменг}1  статнкп,  называемый  парою  силъ  и  играюЩ1й  важную 
роль  въ  дальн1Шп1ем1.  (1;;  315  и  слЬд,  к 

3+1  Центръ  двухъ  лараллельныхъ  силъ.  РавнодМствующая  В  можегь 
быть  приложена  въ  любой  точкЬ  прямой  СС  (фиг.  Ы1  и  145);  точка  С 
отличается  однако-же  отъ  другихъ  точекъ  этой  прямой  сл'Ьдующнмъ  свой- 
ствомъ:  если  данн[»1я  сялы  измЬвяп.  свое  направление,  оставаясь  парад- 
дельньшн  и  прилозкенными  въ  гЬхь-же  точкахъ,  то  равнод1>йству1«пцая 
тоже  повернется,  но  прямая  ея  дФйств1я  будегь  попрежнему  проходить 
черезъ точку  С.  Эта  точка  называется  центромъ  параллельныхъ  силъ. 

342.  Сложен1е  большаго  числа  параллельныхъ  силъ.  Правило  для  ело- 
жен1Я  параллельныхъ  силъ  можетъ  быть  поел  Ьдовательно  приложено  еъ 
какому-угодяо  числу  нхъ.  Ксли  вс!!  силы  напращены  въ  одну  сторону, 
то  равнодействующая  равна  ихъ  ариометической  суми*.  Можетъ  быть 
также  у каяана  точка,  центръ  параллельныхъ  силъ,  обладающая  свой- 
ствомъ,  что  при  изм'К1{ен1И  направлен1Я  всЬхъ  оара^элельныхъ  силъ  равно- 
д'ЬЙствушщал,  тоже  мЬняет!.  свое  направлен1е,  продолжаетъ  проходить  че- 
резъ  эту  точку.  Ниже  |§  4  18)  будутъ  даны  обЩ1я  формулы,  определяю- 
Щ1Я  положен1е  этой  точки.  Если  не  всЬ  иараллельныя  силы  направлены 
въ  одну  сторону,  то  ихъ  равнодЬйствушщая  равна  ихъ  алгебраической 
сумм*,  въ  которой  силы,  паправленныя  въ  одну  сторону,  входятъ  съ 
одннмъ  знакомъ,  а  силы  направленный  въ  другую  сторону,  со  знакомъ 
противуположны.мъ;  иа11равлен[е  равнодействующей  определяется  при 
этомъ  знакомъ  всей  алгебраической  суммы. 

Очевидно,  что  всякая  сила  можетъ  быть  разложена  на  двЬ  параллель- 
ныхъ силы  и  что  прямая  дЬйств^я  одной  нзъ  слагаемыхъ,  а  также  и  ве- 
личина последней  могуп*  быть  выбираемы  произвольно-  Понятно,  что  вся- 
ная  сила  можетъ  быть  разложена  и  на  большее  число  параллельныхъ  силъ. 

3.  321.  Показать,  пто  г(евтръ  трехъ  равныхъ  парадлельныхъ  силъ,  д^^^- 
пгвующихъ  въ  одну  сторону  и  прпложевныхъ  въ  верпшпахъ  треугольника, 
разд'кляеть  медхаиу  трезггольвжка  въ  отношен!!!  1  : 2, 

3  322,  Покааать^  что  цевтръ  четы  ре  хъ  равныхъ  пара  ллельвыхъ  спл  ц  дМ- 
ст11}*Ю!цихъ  пъ  одну  сторону  И  прилоясенвыхъ  иъ  верши вахъ  тетраэдра»  рал- 
д'Кляоп.  пъ  отпАИ1вн1п  1:3  прямую,  соединяющую  вер  шив  л^  тетраэдра  съ  цен- 
тром!» параллельныхъ  силъ,  ирнложепныхъ  въ  вершннохъ  его  основап1я. 

3,  323,  Указать,  ка1съ  язм^няются  результаты  двухъ  предыдущпхъ  эадачъ^ 
если  не  вей  сллы  въ  одну  сторону  аалравленЫф 


34? 
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3.  324.  Разложить  данную  силу  на  трж  параллельныхъ  силы,  проходя щихъ 
черезъ  Бершииы  даипаго  треугольника  или  тетра:*дра, 

3.  325.  Разложить  данную  силу  на  дв'Ь  параллельвыхъ,  изъ  воторып» 
Ьдаа  имЬетъ  дав  ну  ю  величину  в  лежитъ  на  данной  прямой, 

3.  320.  Разложить  данную  силу  на  п  параллелькыхъ  свлъ,  езъ  которыхъ 
н — 1  сплъ  икгкють  данный  величины  п  лежатъ  на  дашгыхъ  прямыхъ. 

3.  327.  Бъ  какомь  отвошен1и  должны  находиться  нараллельныя  аилы, 
приложенный  нъ  пернгинахъ  треугольника,  чтобы  ихъ  центръ  совпадалъ  съ 
центромъ  пппсаппаго  въ  треугол1.пи1съ  круга.  Отв.:  Сипы  должны  быть  про- 
пропорщоийльпы  сторонами  треугольника^  соответственно  иротивулежащимъ 
тЬмъ  вершпиамъ,  в'ь  которыхъ  снлы  ириложены. 

Приведенш  системы  силъ  къ  двумъ  равнод^Ьйствующимъ. 


343.  По€трое111е  двухъ  равнод^йствующнхъ.  Если  система  снлъ,  при- 
ложенныхъ  къ  тшфдому  гЬлу,  не  можетъ  быть  за^гЬнена  одною  равнодей- 
ствующею, то  она  во 
всякоггь  случае  мо- 
жетъ  быть  замене- 
на двумя  равнод11Й- 
с  т  в  у  ю  щ  и  м  и .  Дпста- 
топно  показатц  что  три 
уроизвольно  заданныя 
силы  могугь  быть  за- 
менены двумя,  имъ 
аквива  л  е  нтнымы ;  аослЬ- 
довательнымъ  сое  дине- 
ншмъ  двухъ  полупен- 
ныхъ  равнод'Ьйсгвуви 
щихъ  съ  четвсфтою  дан- 
ною силою  въ  двК  но- 
вый равнод^Ьйствуюпця 
и  т.д.  можно  носл!  это- 
го какое  угодно  число 
силъ  привести  1;ъдвумъ, 

Пусть  будутъ  Ж,,  З/д.  М^  (фиг.  146)  точки  приложен1Я  трехъ  дан- 
ныгь  силъ,  причемъ  нредиолагается,  что  эти  силы  лежать  на  какихъ-ниоудь 
не  иерес'Ь»{ающихся  между  собою  ярялшхъ  лин1яхъ.  Зам^Ьтимь  плоскость, 
содержаЕ1ую  силу  1\  и  ирямую  М^М^,  а  также  плоскость,  содержащую 
силу  ]^\  и  прямую  М^М^.  Эти  плоскости  оересЬкалотся  но  пряной,  про- 
ходящей черезъ  точку  М^.  На  этой  прямой  М^Л  возьмемъ  произвольную 
точку  //  и  разложимъ  силы  Ь\  и  Т\  соотвкствено  по  прямымъ:  ВМ^, 
М^М^  и  ВМ^,  М^М^\  такъ  что 


Фиг.  146. 


1\  =  Г,'  -ь  Ру\      1\  =  >,'  -ь  1^/. 


—  «•  — 

^^^  X  !^ис^;^  таг  заАсЛ  гк  *жясл  Г^  п  изт  раинцг^^-атдщтд  ^  . 
М4.  Тшшт^Л^шЛт  цршм^й*  П^азекБе*  !Ж7як  пиь  хь  лзтк&  уо^в^ 

^Г,ММ^г  ш  * /УМ^1/  "»  •  /^^: '  *  (/;Л^^  3|  как 
хаглхмгрг/  л^/тгрг,  г/от  К1  г|ок#  ея  диепи.  ПшгЬс  стщ^ствт^егь. 

<:тж^  гр«»одя7г:я.  1;0'>6а^  гокорж.  сг   <гЛо1  ра»ход11ст»ткщей. 

3.  12#«  Уккмт.  1<и>мс'уу  '«л  »г>&  усжлае,  чя'^глк  жи.дь  сжхъ^ 
ре^^гх  ккшл^^хж^^^  «гттАэд^  тржхгхкжкеь  къ  олтЛ 

у^/^у^кх^  т^пуй^лу^  лг^хжшж  пп^с^лаа^  дрсмтю.  кУ1Ф1рвжеод 

3,  ЗМ.  Тр«  сжхи.  м:1вт«>р11  жг/горшъ  СА1Жтъ   ве  дс^^ее  йжажжщя  игж   ре&- 

Пара  снжъ. 


345.  Пара  еал,  аап  сммстштяи*  зммап  дт—  Неоосрел- 
^пн^ияий  огм-п.  посаг^ываетъ,  тто  лхЛ  равяыа  по  велжчжх!  сяш,  дШ- 
'пнуилихя  ил  илраллнльшихъ  пряхыхъ  и  прститпоюжно  друтъ  Д1лтт  ва- 
::\глня':япия.  н^  гравно1г1шнвагяся:  ое1  способны  прнвеств  тЬю  ю  ара* 
шдт'тльн'/г  льнжит^,  ТасЫ  хвг1  силы  не  нопггъ  быть  тасже  нннапшъ 
'.;у/у/>/||г  УлчЫнчи  одною  равнод1йсгвр[|Ше1>  !§  340>;  снстека  нхь  оь 
^.1нкля*1'!ъ  ш/^ошу  ^/гобый  эдементь  ствти]ш,  разснатриваемы!  0Т111ЫЮ. 
я'л  рялу  са  ^//ыкиовеннымн,  одннотаыми  сидахи.  Этг/гь  ддеяентъ,  назы- 
иа/гммй  пароу;  г:илъ,  играегь  къ  механик!  тасрэ  же  ваашую  рохц  Багк 
и  очыкнон^'иияя  сила,  и  долж^:нъ  быть  поэтому  обстоятедыо  нзученъ. 

346.  Гкцкимбдьиый  оереиоеъ  еаш.   О  важвомъ  значеши  пары  можно 

уж*;  л'л\:лш>'\ят}»  я'лъ  а11дуг^шаго: 

Исякуг;  силу,  приложенную  къ  твердому  т-Ьду.  можно  пере- 
нести на  прямую,  ей  параллельную,  безъ  нзм'Ьненга  ея  д*!- 
С7И1Я,  если  юлько  при  этомъ  присоединить  къ  ней  н%ЕОТору1> 
пару  с  иль. 
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Пусть  будет!» 'ЯМ^еила   К   приложенная   пъ  точк*   А   (фиг,  147)* 
Въ  какой  нибуди  другой   топкЬ  В  твердаго   тЬла   ириложамъ  Д1гЬ   силы: 

Г  =  1\     У'  =  —  К 

Эти  силы,  будучи  раины  и  прямо  протинуио- 
ложны  другь  другу,  взаимно  уравновешиваются  и 
поэтому  иииакого  ВЛ1ЯН1Я  яа  д1;йств1е  другнхъ  силг 
на  твердое  тЬло  и«.»  оказг»так»Пи  По  система  трехъ 
силъ,  1\  Р\  /**,  оквинал«11Гная  аиЛ  К  можегъ 
быть  ра:}сматриваема  ка1гь  состоящая  изъ  силы  /" 
и  изъ  пары  сил1ч  /'  и  1'\  Итакъ,  пара  силъ, 
образующаяся  при  переносЬ  силы  на  па- 
раллельную ей  прямую,  состоитъ  изъ  дан- 
ной ГИЛЬ!  И  ИЗЪ  силы  ей  равной,  но  иро- 
тивуположно  направленной,  лежащей  на  той  прямой,  куда  пере- 
несена данная  сила. 

347,  Моиентъ  пары.  Будемъ  называть  моментомъ  пары  яроизведе- 
Н1е  одной  нзъ  составляющнхъ  ея  силъ  на  разстаян1е  между  прямыми^  по 
которымъ  он'Н  л^Иствуюгь,  -Зто  раастоян1е  называется  пле^омъ  пары. 
Момент  нары  мг»жно  изобра.1ить  въ  вид'Ь  плопшди  параллелогра-мма,  у 
котораго  двумя  паратлельпымн  сторонами  служатъ  силы  пары.  Но  по  со- 
ображен1ямъ,  которыя  будутъ  видны  изъ  нижесл^дующаго,  удобгЬе  изо- 
бражать моментъ  пары  въ  видФ»  вектора,  перпендикулярнаго  къ 
плоскости  пары  »*тот1|  векторъ  содержитъ  въ  себ-Ь  столько  условно 
принятыхъ  линейньтхъ  единицъ,  С1^олько  единвцъ  содержится  въ  произ- 
меден1И  одной  изъ  спл1*  пары  на  плечо.  Началомъ  этого  вектора  мо- 
жетъ  служить  произвольная  точка  пространства;  тшшмъ  образомъ, 
моментъ  пары  изображается  векторомъ  переноснымъ  (§  4).  Этотъ 
векторъ  условимся  откладывать 
въ  ту  сторону  яа  перпендику- 
ляре къ  плоскости  нары,  откуда 
вращен1е,  которое  пара  стремит* 
ся  сообщить  т^лу,  кажется  ноло- 
жительнымъ.  т.е.  направлепнымъ 
по  часовой  стр'Ьлк*  (фиг.  148). 

Указанный  способъ  изображать 
моментъ  пары,  и  вооппа*  вве.»деи1е  въ 
механику  понятая  о  момент!;  пары, 
основывас^гся  на  •гом!^  что  д'Ьйств1е 
пары,  какъ  это  будегь  ниже  показана,  определяется  исключительно 
величиною  и  напра  влен1емъ  ея  момента. 
^    На  важное  значен  1е  паръ   въ  механик-Ь  обратилъ  вжияаи1е  въ  осо- 


Фиг.  на 
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бенности  Пуансо  (Рошво!)  въ  начал-Ь  ирошлаго  столМя  *)  и  на  осно- 
ваши  ихъ  построилъ  всю  теорш  преобразовашя  силъ,  приложенныхъ  къ 
твердому  гЬлу. 

348.  Возможный  преобразован1я  пары.  Чтобы  показать,  что  Д'Ьйств1с 
пары  опред'Ьляется  исключительно  ея  моментомъ,  нужйо  показать,  что 
при  всякомъ  изм'Ьненхи  пары,  при  которомъ  величина  и  направлеше  ея 
момента  сохраняются,  д'Ьйств1е  ея  остается  безъ  изм'Ьненхя.  Но  век  та- 
кого рода  преобразован1я  пары  могутъ  быть  составлены  изъ  слЬдующихъ 
трехъ:  1)  изъ  параллельнаго  переноса  силъ  пары  въ  плоскость,  парал- 
лельную первоначальной,  съ  сохранен1емъ  величины  силъ  и  плеча;  2)  изъ 
вращен1я  силъ  пары  въ  ея  плоскости  около  какой-нибудь  точки,  тоже 
безъ  изм'Ьнен1я  величины  силъ  и  плеча;  3)  изъ  изменен  1я  въ  плоскости 
пары  величины  ея  силъ  и  ея  плеча  такимъ  образомъ,  чтобы  произведе- 
те силы  на  плечо  оставалось  неизм'Ьннымъ.  Кром*  того  возможность  пе- 
реноса точки  приложен1я  каждой  изъ  силъ  пары  по  прямой,  по  которой 
эта  сила  дЬйствуетъ,  подразумевается  сама  собою;  на  основан1и  этого  въ 
случа*  надобности  можно  предполагать,  что  силы  пары  приложены  на 
концахъ  плеча. 

349.  Параллельный  переносъ  пары.  Пусть  будутъ  Р^  и  Р^  силы  пары 
и  А^А^   ея  плечо   (фиг.  149).    Примемъ    за   новое    ея    плечо    отр-Ьзокъ 

А^'А^'у  равный  и  параллельный  плечу 
А^А^,   притомъ   не  лежапцй  вообще 
говоря   въ   плоскости   пары.  Ничего 
не    изм-Ьнится    въ    д'Ьйств1и   данной 
пары,    если    въ   точкахъ   Л/   и  А^' 
приложить  по  дв*  новыхъ  силы,  изъ 
которыхъ  одна  геометрически  равна 
сил*  Р^,  а  другая  —  сил*  Р^.  Ташя 
четыре  силы,  Р,',   Р/'   и   Р^\   Р,^\ 
взаимно  уничтожаясь,  не  измЬняютъ 
д'Ьйств1я  данной  пары,  которая  сл-Ь- 
довательно  гивпвалентна   шести    силамъ:    Р^  Рд,  Р/,  Р/',  Р^,  1\'-  По 
очевидно  (ч$  ЗЯ9),  что  силы  Р,  и  Рд"  могутъ  быть  замЬнены  одною  равно- 
д'Ьйствуюпгек)  //,  приложенною  на  средин'Ь  С  прямой  А^А^'  и  равною  2Р,; 
также   силы  Р.,   и   Р/'  слагаются  въ  одн)'  равнод'Ьйствуюп1ую  Р'  =  2Р^, 
приложенную  на  срединФ.  прямой  А^Ау*^  т.  е.   въ  той  же  точкЬ  С.  Силы 
К  и  Р'.    каь'ь  равный,  приложенный    въ  одной  точкЬ  и  нротивуположно 
напраплгнныи.  взаимно  уравновешиваются.  Остаются  силы  ]\' и  Р^\  ко- 
Т(>})ыа  и  состаилик)Гь  новую  пару,  эквивалентную  данной. 

350.  Вращен1е  пары.  Покажемъ,  что  можно  силы  пары,  безъ  изм1>не- 
Н1И  нглпчпнм  плгчи,    вращать    въ  ея  п.юскости.   Для   этого  возьмемъ  на 


Фпг.  140. 


Ки-тет-^  <1о  .чГа1^1(1ио,   18<)4. 


I 


пл?ч1  пары  или  на  его  продолжен!»  произвольную  1Х)чк]г  В  (фиг,  150)  и 
около  нея  повернемъ  прямую  А  ^А^  на  произвольный  уголъ  въ  плоскости 
пары.  Въ  новомъ  положеши  от- 
резка А^А^,  въ  точкахъ  А^'А^', 
прнложимъ  силы  РД  Р,"  и  1\\ 
Р^\  рапныя  си-тамъ  1\  и  Рд,  пер- 
прндпкулярныя  къ  ^1/-4а'  и  по- 
парно противуположныя.  Эти  силы, 
взаимно  уничтожаясь,  опять  ничего 
не  изм'Ьняютъ  въ  дЬйств!»  данной 
пары.  ЗамЬтивъ  тпч|;и  С  н  Д  т. 
которыхъ  пересекаются  перпен- 
дикуляры къ  отрКнкамъ  Л,^э  и 
А^'Л^,  проведенные?  черезъ  ихъ 
концы,    перенесемъ    въ  эти  точки 

силы    Р,    и    [\'\  1\  п  Р/'.    И:гь   постро1*н1Я    сл'Ьдуетъ,  что    прямая  СВ 
совпадаетъ  съ  Г>иссеЕТриссою  угла  (А^ВА^*)  й  что  равнод+Йствуюття: 


расположены  по  этой  прямой,  равны  и  противуположни  направлены.  По- 
атому  силы  и  и  В!  взаимно  уравнов1\шпваются;  посл-Ь  втого  остаются  силы 
Р/  н  Ра',  образуюпия  пару,  эквивалентную  данной,   но  съ  повернутымъ 

плечомъ. 

351.  Изм^ненАе  плеча  пары.  Чтобы  показать,  что  изм1шен1е  длины 
плеча  не  мЬняетъ  д'Ьйств1я  пары,  если  только  сохраняется  ря  моменп». 
продолжи5п»  первоначальное  плечо 


Л^А.^  на  произвольную  длину  А^А^' 
(фпг.  151)  и  въ  точкахъ  А^  и  А^ 
прпложимъ  силы  Р^\1\^*  и  Ра',  Р^\ 
перпендпиулярнмя  къ  А^А^,  по- 
парно мротпиуиоложныя  и  удовле- 
творяюппя  услов1ю: 

А,А^  =  Р,\  Л, Л,'.    (57 Г) 


(? 


К 


1Г 

Фиг.   151. 


Л' 


^ 


Сложимъ  силы  Р^  я  Р^"  въ  одну 
равнодействующую  по  закону  сложешя  параллельныхъ  силъ;  эта  равно- 
д'Кйствукпцая  проходить  черелъ  точку  А.^  и  равна  В  ^  Р^  н-  Р/'.  Она 
уничтожается  силами  /У'  "  ^з.  образующими  такую  же  равнодействую- 
щую //'  =  Р^-ь  Р/'  =  Р,  ч-  Р,",  но  только  направленную  противуло- 
ложнп  п^^рвой.  Остающаяся  после  этого  пара  силъ  эквивалентна  данной; 
равенство  же  (57 IV  показываетъ,  что  и  моментъ  этой  пары  равенъ 
прежнему. 

21» 
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352.  Сдожеше  паръ.  Всякая  система  паръ  силъ  эквивалентна 
одной,  равнод'Ьйствующей  пар*,  моментъ  которой  равенъ  гео- 
метрической сумм*  моментовъ  данныхъ  паръ. 

Достаточно  доказать  этотъ  законъ  сложен1я  паръ  для  случая  двухъ 
паръ,  какъ  нибудь  расположенныхъ  одна  относительно  другой.  Посл-Ьдо- 
вательнымъ  сложенхемъ  можно  поел*  этого  показать,  что  этотъ  законъ 
в4ренъ  для  какого  угодно  числа  паръ.  Пусть  будутъ  {Р^,  Р^)  и  (^^,  ^2) 
пары,  лежащ1я  въ  плоскостяхъ  л^  и  5'  (фиг.  152).  Мы  знаемъ,  что  вся- 
кая пара  можетъ  быть  перемещена  произвольнымъ  образомъ  въ  своей 


Фиг.  162. 


плоскости;  пом1>стимъ  данныя  пары  такъ,  чтобы  плечи  ихъ  лежали  на 
прямой  пересЬченхя  ихъ  плоскостей.  Притомъ  возьмемъ  произвольный 
отр^зокъ  АВ  этой  прямой  за  общее  плечо  об^ихъ  паръ,  изм^нинъ  [силы 
паръ  такъ,  чтобы  ихъ  моменты  М^  и  М^  остались  прежте: 

31,  =  А,В,  .  Р,=АВ  .  Р/,     Л/,  =  А^В^  .д,  =  АВ.  (?/.  (572) 
Складывая  геометрически  измененный  силы  паръ: 

мы  получимъ  новую  пару  (/?!,  2?,),  моментъ  которой 


Л/  =  АВ  .  ]{. 


(573) 


Что    силы    7?^    и   В^  д'Ьйствнтельно  образуютъ  пару,   легко  видеть 
1131.  того,   что   он1»  ЯВЛЯЮТСЯ  д1агоналями  двухъ  равныхъ  параллелограл- 
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§  35а,  ф.  573. 


мовъ  съ  соответственно  параллельными  сторонами.  Моменты  Г5Т2)  и  (573) 
вс'Ьхъ  трехъ  паръ,  изображенные  линейно  и  проведенные  изъ  точки  'Л, 
образуюпг  стороны  и  дгагональ  параллелограмма  АМ^31М^,  подобнаго 
параллелограмму  А^^Ч^^}\*;  потому  что  углы  обонхъ  ^(етырехугольннковъ, 
какъ  углы  меаду  соотвКтственно  нерцендни'улярнымн  сторонами,  равны^ 
а  стороны  пропорЕиональны.  каьъ  это  видно  изъ  равенстнъ  (572)  и  (573). 
Итакъ 

Вооб1де  система  паръ   съ  моментами    Л,,    М^, 
одной,  равнод1^стнушщей  иарЬ  съ  моментомъ 

Ж=2  л/., 


Л/„  эквивалентна 


какъ  это  легко  внд*Ьть,    ориь'ладывая    къ  равнодействующей  двухъ  паръ 
третьвз  и  т*  д. 

353.  Разложенке  пары.  Всякая  пара  можетъ  быть  разложена  на  дв4 
плп  н1>€Кол1.ко  составляншьпхъ  иаръ.  Для  этого  нужно  только  сделать  раз- 
ложёН1е  момента  пары  па  несколько  геометрическихъ  еоставляющихъ. 
Калсдая  изъ  нпхъ  будетъ  представлять  собою  моментъ  одной  изъ  еоста- 
вляющихъ паръ;  плоскость  такой  пары  перпендикулярна  къ  ея  моменту; 
въ  остальныхъ  же  отнпп1ен1яхъ  положеше  пары  остается  произвольнымъ, 
такъ  же  ь*акъ  п  величина  ея  плеча  и  силъ,  лишь  бы  произведеше  плеча 
и  силы  пм1>ло  требуемую  величину. 

Полезно  еще  разъ  заметить,  что,  говоря  о  парахъ,  мы  можемъ  не 
изображать  снлъ,  образуюпгихъ  пары,  а  ограничиваться  изобра:кен1емъ 
моментовъ  и  оперировать  надъ  послЬдними,  какъ  надъ  всякими  другими 
переноснымя  векторами. 

3.  331.  Показать,  что  система  трехъ  силъ,  д^йствующихъ  по  егоровамъ 
треугольника,  равны хъ  этимъ  сторонамъ  п  иаправленныхъ  такъ,  что  кащд&я 
иершппа  треугольника  служить  концомъ  одного  прктора  -  силы  и  ивчаломъ 
другого,  приводится  къ  пар4,  п  определить  номентъ  этой  пары- 

3.  332.  Р'Ьшить  ту  же  аадачу  въ  иредположеиш,  что  силы  изображаются 
сторонами  какого-нибудь  плоскаго  ивогоугольника.  Р'Ьшен1о  можетъ  осно- 
вынаться  ыа  предыд^^щемъ,  если  площадь  многоугольпика  д)аганаля11П  раз- 
бить на  треугольники  в  иредставвть  сей^^  что  по  каждой  диагонали  дЬйст- 
вуютъ  двй  противуположио  иаправленныя  силы,  раваыя  атииъ  д1агоиал11МЪ. 

3.  333.  Указать  моменты  тЬхъ  паръ,  которь^!  являются  при  переносе  силы, 
д-Ьйстаующей  по  ребру  трехграавой  призиы,  на  другш  ея  ребра,  и  показать, 
что  эти  моменты  образуютъ  треугояьникъ,  подоовый  поперечному  с4чвН1Ю 
призмы. 

3.  334.  Сила,  действующая  по  образующей  кругового  цилиндра,  перено- 
сится на  друггя  его  образующ1я;  моменты  явлпющпхея  при  этомъ  паръ  от- 
клады наются  отъ  одной  а  той  же  точки.  Определить  геометрическое  м4сто 
кондовъ  моментовъ. 
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3.  335.  Одна  иаъ  силъ  пары  из)гЬняетъ  свое  положеа1е;  опред^ить  геоме- 
трическое м^^сто  прямыхъ,  на  которыхъ  она  должна  лежать,  чтобы  моменть 
пары  не  м^нялъ  своей  величины. 

3.  336.  Предполагая  свойства  паръ  известными,  вывести  при  помощи  этого 
законъ  сложен1я  параллельныхъ  силъ.  Р^ш.:  Перенося  одну  пзъ  параллель- 
ныхъ  силъ  на  прямую  дййств1я  другой  силы,  мы  получаемъ  равподЬйствую- 
щую  п  пару.  Переносомъ  равнод'Ьйствующей  можно  вызвать  другую  пару 
съ  моментомъ,  равнымъ  и  противуполоя^нымъ  моменту  первой  пары.  По  за- 
кону сложешя  моментовъ  они  даютъ  моментъ,  равный  нулю,  т.  е.  пары  взаимно 
уничтожаются.  Поел*  этого  легко,  определяя  по.10жен1е  перенесенной  равно- 
действующей, показать,  что  она  удовлетворяетъ  доказанпымъ  въ  §§  339  п  840 
свойствамъ. 

3.  337.  Разложить  данную  пару  на  три  пары,  лежапця  въ  коордипатныхъ 
плоскостяхъ,  и  показать,  что  одва  изъ  сп.1ъ  каждой  пары  можетъ  быть  при- 
ложена въ  начале  координатъ,  а  другая  въ  точк^^  на  одной  изъ  коордипат- 
ныхъ осей  па  разстоянш  единицы  длины  отъ  начала  коордпнатъ.  Указать  дла 
каждой  пары  число  такихъ  положен1й. 

3.  338.  Къ  рукояткамъ  ворота,  расположенпымъ  на  концахъ  его  оси,  ра- 
внымъ по  длин-Ь  и  направленнымъ  противуположно  другъ-другу,  приложены 
силы,  перпендикулярныя  къ  оси  и  образующ1я  пару.  Разложить  эту  пару  на 
двгЬ  съ  моментами  парал.чельнымъ  и  перпсндпку.1ярнымъ  къ  оси  ворота. 

Приведете  оиотемы  оидъ  въ  оид^Ь  и  къ  пар^Ь. 

354.  ПривеАен1е  двухъ  равиод-кйствующихъ  данной  системы  силъ  къ  сшгЬ 
и  нъ  пар'Ь.  Возможность  ириведен1я  системы  силъ,  ирнложенныхъ  къ  твер- 
дому гЬду,  къ  двумъ  равнод'Ьйствующимъ  силамъ  показываетъ,  что  эта 
система   можетъ  быть  также  ириведена  къ  одной  сил'Ь  и  къ  одной  пар-Ь 

силъ.    Пусть   будутъ  В^  и  -Кд   (фиг.  153) 
п  С1ЫЫ,  эквивалентныя  данной   системе;  въ 

//II                 /11  7?  '  ' 

^1 ^^^        точк'Ь  А^  приложимъ  дв'Ь  силы: 

А^  ы  ^^?^  Силы  7?/  и  И^  слагаются  въ  одну  равно- 

/  д'Ьйствующую  Л  =  Л/-ьЛ2,   а   силы  Л^ 

/  и  И^  образу ютъ  пару. 

/?,"  Очевидно,  что  это  приведен1е  возможно 

Фпг.  153.  бсзчисленнымъ  множествомъ  способовъ,  так- 

же кякъ  и  цриведен1е  къ  двумъ  равнод*й- 
ствуюпшмъ.  Мы  увидимъ  вирочемъ  (§  356),  что  во  всЬхъ  результатахъ 
11риведен1й  есть  нЬчто  общее. 

355.  Непосредственное   приведен1е  системы   силъ  нъ  сил^  и  иъ  парЪ. 

Основываясь  на  законЬ  сложсн1я  паръ,  можно  приводить  систему  силъ 
1;ъ  СИЛ'Ь  и  къ  пар!,  другимъ  путемъ^  который  важнЬе  предыдущаго,  по- 
тому-что:  1)  это  1]риведеп1е  делается  непосредственно  отъ  данной  системы 


—  за? 


§  35»1,  ф,  575. 


е11Л1*  и  2)  ЭТОТ!!  пути  служить   осиован1езгь  для  аналитическаго  р'Ьпаж1я 
но11ро1'а  о  1гр11веден*11  системы  сплъ, 

В'г,  §  Н4*>  было  показано,  что  можно,  сохраняя  нелнчину  «  намравле- 
Н1е  силы,  нс^реносить  точку  ея  11риложен1я  во  вслкую  точку  пространства, 
присоединяя  некоторую  пару»  Воспользуемся  этимъ,  чтобы  всЬ  данныя 
силы  1'\,  1*\^,,.1'\  мфонести  въ  одну  произвольно  ныбранную  въ  про- 
странстве точку  О,  которую  мы  оудомъ  называть  центр омъ  приве- 
ден! я  спл'1к  Этимъ  переносомъ  вводятся  п  паръ  силъ;  пусть  будугь 
Л/р  3/д, ,  _  Л/^  ихъ  моменты.  Вс'1;  силы,  щшложенньш  въ  точкК  О  и  гео- 
метрически равныя  даннымъ,  можно  сложить  въ  одну  равнодействующую 


И  ^  Г 


♦-?^-ь...^/;=]^/^. 


1  =  1 


а  тЬ  пары  ггь  одну  равподЬйствующую  пару  (гь  моментомъ 


М  =  М, 


М,  -ь 


м  =  V  ж 


(574) 


(575) 


»-| 


Пт^гкъ,  вся  система  сил  ь  опред'Ьляется  двумя  векторами,  //  и  М.  изъ  ко- 
торыхъ  первый  передвижной,  а  второй  переносный, 

356.  Статическ1й  мнваршнтъ.  КрогЬ  дтого  различш  между  векторами 
//  и  М  нужно  замГ.тить  гщг  слЬдующее,  тоже  весьма  существенное.  Ве- 
личина и  иси1равлен1е  силы  Я  не  зависятъ  отъ  по10жеЕ1Я 
центра  при  веден  (я.  потому-что  ст.  изменен[емъ  его  не  мЬняются  гео- 
>гетричесК1Я  слагаемый  въ  сумм!  (574),  Величина  и  наоравлен1е  мо- 
мента АГ  зависятъ  отъ  положен1я  центра  приведен1я,  потому-ито 
огь  этого  пависип.  величина  н  направлен1е  момента  каждой  пары,  полу- 
чаогой  отъ  переноса  силы.  Только,  если  центръ  приведения  передвигать 
по  прямой  д'Ьйств]я  силы  Е,  моментъ  равнодЬйствующей  пары  не  изм'Ь- 
няется,  какъ  это  будетъ  видно  изъ  дальн^йшаго. 

Нлм[;кен[е  м<)мента  М  въ  зависимости  оп.  и^мЬнепт  центра  приве- 
|Н1Я  подчиняется  слФ.дуипцему  закону:  Проект  я  момента  равво- 
д'Ьйствующей  пары  на  напра* 
влев1е  равнодействующей  силы 
остается  постояннов».  Пусть  6у- 
дутъ  1\  и  М  сила  и  моментъ  пары,  по- 
.1ученные  при  ириведев1и  системы  силъ 
къ  центру  О,  р;сли  за  центръ  приве- 
ден 1Я  взять  другую  точку,  О'  (фиг, 
1:»4)»  то  получатся  друпя  сила  и 
моменгь  пары,  /Г  и  М\  однако  же  эквивалентные  1трежнимъ,  такг  какъ 
они  г*квив*иентны  данной  системе  силъ.  Съ  другой  стороны  мы  знаемъ, 
что  М'  =  К:  поэтому  система  {В\  3/')  должна  получиться  изъ  системы 
{1\\  М)  перенесен|емъ   точки    приложен1я   силы  Л  изъ  О  въ  0\  Отсюда 


Фяг,   154* 


328   — 


стЬдуетъ,  что  пара  съ  моментомъ  3/'  отличается  отъ  пары  съ  моментомъ 
М  только  всл-Ьдствхе  того,  что  при  перенос]!  силы  В  является  новая  пара 
съ  н'Ькоторымъ  моментомъ  М"\  такъ-что 


М'  =  М-\-М" 


(576) 


Векторъ  М"  перпендикуляренъ  къ  В,  потому-что  вообп^е  моментъ  пер- 
пендпкуляренъ  къ  силамъ  соотв-Ьтствующей  пары;  поэтому,  проектируя 
геометрическое  равенство  (576)  на  направлен1е  й,  пм-Ьемъ: 

3/'  С08  {М\  К)  =  М  С08  (31,  И), 
что  и  требовалось  доказать. 

Это  можно  еще  такъ  выразить: 

В'М'  сов  (И\  М')  =  ИМ  сон  (Л,  31).  (577) 

т.  е.  геометрическое  произведенхе  (§  10)  нзъ  равнодЬйствующей 
силы  и  момента  равнодЬйствующей  пары  при  всякомъ  приведе- 
н1и  системы  сплъ  остается  одно  и  то  же. 

Это  геометрическое  произведен1е  называется  инвархантомъ  данной 
системы  силъ  или  статическимъ  инвар1антомъ. 

357.  Теорема  Шаля.  Этому   инвар1анту   можно  дать  другое  геометри- 
ческое представлен1е.  Мы  видЬлп  (^  343),  что  данную  систему  силъ  можно 

безчисленнымъ     множе- 
1^-^'  ,>  ,     ствомъ  способовъ  замЬ- 

■  нять  двумя  равнодей- 
ствующими. Можно  пока- 
зать (теорема  Шаля),  что 
при  всякихъ  приведе- 
Н1яхъ  системы  силъ 
объемъ  тетраэдра,  по- 
строен наго  на  ихъ 
двухъ  равнодЬйству- 
ю  П1  ихъ,  о  с  т  а  е  т  с  я 
одннъ  п  тотъ  же. 
ПрямЕля  АВ,  А(\ 
1)11  и  7>Г.  сисдпняв^пия  начала  и  концы  равнодЬйствуюшихъ  7/,  и  7Л, 
(фиг.   1')')).  можно  рассматривать  какъ  ребра  тетраэдра.  Объемъ  его: 


Г 


(площадь  ЛВС),1)Е. 


гд1»  7>Д'  высота.  СдЬласм!»  прпв*'ден1е  сплъ  7^,  и  7/.  къ  сил!»  и  парЬ; 
для  ;гп»г(»  ( илу  //._.  1п*рсн(ч:с>п»  пара.тлсльно  такъ.  чтобы  точка  ея  прило- 
:к«'Н1я  спниала  (  ь  гичкпн»  .1  11рпложсн1Я  силы  7^1-  Этотп.  переносъ  вызы- 
вает!, пару,  момсип.  которой,  37,  пзмЬряегся  численно  п.ющадью  парал- 
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§  359,  ф.  578, 


лелограмма  ЛСЛК  пли  ВС!. А.  т.  1\  удвоенвою  пдошадш  ЛВС  основа- 
н1я  тетраэдра,  а  векторъ,  ого  изображайяхий,  1съ  этому  основанш  перцем- 
дикуляренъ.  Пер(Ш(хч'нная  сила  Н^  складывается  съ  Л,  въ  одну: 

И  =  /7,  -н  /?з, 

коиедъ  которой  находится  на  той  же  высогЬ  надг  основав1емъ  птраэдра, 
как'ъ  и  точка   />;  полному 

Итакъ,  можно  написать: 


(578) 


Т.  Р,  объ1'мъ  тетраэдра  численно  раиенъ  одной  шестой  статическаго  инва- 
рианта. 

Д  и  н  а  м  а. 

358,  Понят1е  о  д*1наИ,  Система  силъ,  состояи^ая  изъ  силы  и  нзъ 
пары,  момени,  которой  этой  сил*  параллеленъ,  называется  дннамою* 
Отнои1ен1е  момента  пары  динамы  къ  сил*  называется  параметромъ  ди- 
намы.  прямая  дЫ1ств1я  силы  осью  динамы,  а  совокупность  оси  дпнамы 
н  ся  параметра  пинтомь  динамы.  Мы  условимся  считать  параметръ 
дпнамы  иоложитсльнымъ,  если  сила  и  моментъ  пары  напраа,1ены  въ 
одну  сторону,  и  отрицательнымъ,  если  они  направлены  противуподожно 
друп>-другу. 

Сила  можегь  быть  рассматриваема  1сакъ  динама,  параметръ  которой  ра- 
венъ  нули>д  а  пара— какъ  динама,  параметръ  которой  равенъ  безконечности. 

359.  Приведете  системы  силъ  къ  динами.  Всякая  система  силъ. 
прпложенныхъ  къ  твердому  тЬлу,  гжвивалентна  н'Ькоторой  ди- 
нам Ь.  Чтобы  ато  показать,  приведем!»  сначала  систему  силъ  какг*ни- 
будь  къ  одной  Iк^внод'Ьйствуюп^ей  сил11  В,  приложенной  въ  иронзвольио 
взятой  точкК  О,  и  къ  равнодействую- 
щей пар*,  моменп,  которой  не  будспэ, 
вообще  говоря,  иараллеленъ  сил*  В. 
Рааложимъ  носл*  э1х>го  равнодЬйствув»- 
щук>  пару  на  дв*  (фиг.  156Х  съ  мо- 
ментами: 31  ^^.  нараллельпымъ  //,  н  31  \ 
перпендикулярным!»  къ  В,  Мы  знаемъ 
(5;  35Г|),  что    при   ]П1раллельномъ    ]гере-  ф^^   |5^^, 

нос1>    силы    является    пара    съ   момен- 

томъ,  перпендикулярным!»  къ  сил*;  въ  виду  этого  можно  сдЬлать  зам*нъ 
силы  В  параллельною  ей  силою  В^^  такнмъ  образомъ,  чтобы  явилась  пара 
съ  моментозп*  ЗГ\  прогивуположнымъ  моменту  31'  п  равнымъ  ему  по  ие- 
.1пчпн!»,  т.  е»  такъ,  чтобы  ЗГ  -н  31"  ;=  О;  иос^Ь  ;*того  останется  дипама 
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стЬдуетъ,  что  пара  съ  моментомъ  М'  отличается  отъ  пары  съ  моментомъ 
М  только  всл1Ьдств1е  того,  что  при  переносЬ  силы  В  является  новая  пара 
съ  н-Ькоторымъ  моментомъ  М"\  такъ-что 


31'  =  М 


М" 


(576) 


Векторъ  М"  перпендикуляренъ  къ  В,  потому-что  вообще  моментъ  пер- 
пендикуляренъ  къ  силамъ  соответствующей  пары;  поэтому,  проектируя 
геометрическое  равенство  (576)  на  направлен1е  й,  им-Ьемъ: 

М'  С08  (М',  В)  =  М  С08  (М,  Л), 
что  и  требовалось  доказать. 

Это  можно  еще  такъ  выразить: 

В'АГ  С08  (И\  ЛГ)  =  иЫ  С08  (Л,  3/),  (577) 

т.  е.  геометрическое  произведен1е  (§  10)  изъ  равнодействующей 
силы  и  момента  равнодействующей  пары  при  всякомъ  приведе- 
Н1И  системы  силъ  остается  одно  и  то  же. 

Это  геометрическое  произведете  называется  инвархантомъ  данной 
системы  силъ  или  статическимъ  инвар1антомъ. 

357.  Теорема  Шаля.  Этому   ннвар1анту   можно  дать  другое  геометри- 
ческое представлен1е.  Мы  вндЬлп  (}{  343),  что  данную  систему  силъ  можно 

безчисленнымъ     множе- 
^^^  п  .     ствомъ  способовъ  зам'Ь- 

■  пять  двумя  равнод'Ьй- 
ствующими.  Можно  пока- 
зать (теорема  Шаля),  что 
при  всякихъ  приведе- 
н1яхъ  системы  силъ 
объсмъ  тетраэдра,  по- 
строеннаго  на  ихъ 
двухъ  равнод'Ьйству- 
н>  щ  и  X  ъ,  остается 
одинъ  и  тотъ  же. 
Прямыя  АВ,  А(\ 
1)11  и  1)(\   (•(ма11нян»1ц1я   начала  и  концы   равнодМствуюпшхъ  Л,  и  В^ 


и  Ы1Г. 


Г):')),  моишо  ра:кматр11вать  какъ  ребра  тетраэдра.  Объсмъ  его: 

1 


Г 


3 


(площадь  АВС).1)Е, 


гд1.  1)11  пысота.  ('д1,ла('мъ  11риврден1е  сплъ  7^^  и  7^,  къ  сил!»  и  парЬ; 
1.1И  .гк-го  ( иду  И.  пгрпкчгмъ  пар;ил(.'льно  такъ,  чтобы  точка  ея  ирило- 
л;»  1ПЯ  I  '.1{11лла  »  ь  точкою  Л  11рп.10жен1Я  силы  В^,  Этоп»  иереносъ  вы:ш- 
у.лгп  пар}.  м<»м(*нт'1,  кч»торой,  37,  измеряется  численно  площадью  парад- 
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8  359,  ф.  578, 


лелограмла  ВС  А  К  пли  ВС  [.А.  г.  <\  удвоенвою  плшцадьи^  ЛИС  иснова- 
Н1Я  тстряадра,  а  векторг,  |?го  пзооражавлдШ,  къ  этому  осношшш  перисЕ- 
дикудяренъ.  Пор«'нес(*нння  сила  Е^  складывается  съ  В^  пъ  одну: 

конецъ  которой  находится  на  той  Ж1^  высот!!  кадъ  основан!емъ  тетраэдра, 
какъ  н  точка   />;  поэтому 

Итак'ь.  можно  написать: 


Г^  ^  ВМ  гоы(П,  Л/), 
ь 


(578) 


т,  с,  объемъ  тетраэдра  чпсленно  равенъ  одной  шестой  ст^ипчосиаго  иява- 
рсанта. 

Д  и  н  а  м  а. 

358.  ПонятЁе  о  динам^.  Система  снлъ,  (остоящая  из1.  силы  и  изъ 
пары,  моменгь  которой  отой  сил'Ь  нараллеленъ,  начывается  дн намою. 
Отношен1е  момента  пары  динамы  къ  снл%  называггся  лараметромъ  ди- 
н;1мы.  прямая  т1»йгтв1я ''плы  осью  динамы,  а  совок-уиность  оси  дииамы 
и  ея  параметра  винтом!»  динамы.  Мы  условимся  считать  нараметръ 
динамы  положительны мъ,  если  сила  и  момевгь  пары  направлены  въ 
одну  сторону,  и  отрицательнымъ,  если  они  направлены  противуположно 
друп.-другу. 

Сила  можеп.  быть  раасматрнпаема  какъ  дивама,  параметръ  которой  ра- 
венъ  нуль^  а  пара—какъ  динама,  яираметръ  которой  равенъбезконечности. 

359.  Приведеже   системы   силъ   нъ  дкнамЪ.  Всякая  систеиа  сядъ, 

нриложенныхъ    кг  твердому   т1»лу,  .-жвнвалентна  нЬкоторой  ди- 
нами. Чтобы   это  показать,  прнведсмъ   сна»1ала   систему    силъ    какъ-ни- 
будь  къ  одной   равнод'Ьйствукшшй  сил*  И,  приложенной  въ  нроизвольни 
взятой   точК'Ь  О.    и   К1>  равиод^,йствую« 
щей  парк,  моменгь  которой  не  будетъ, 
вообще    говоря,    параллелен!.    сид+.   Л. 
Рааложнмъ  иосл'Ь  этого  равнодЬйствую- 
щую   пару    на   днЬ   (фиг.  15*1).  съ  мо- 
ментами: ^/^^»  параллельнымъ  /**,  и  М\ 
перпсндикулярнум'ь   къ  В.  Мы   знаемъ 
(§  356),  что    1гри   параллельпомъ    пере- 
носе   силы    является    пара    съ   момен- 

томъ,  иерпенди1лулярнымъ  къ  сил1э;  въ  «иду  этого  можно  сд!аать  зам'Ьнъ 
силы  В  пара^тлельнош  ей  силою  /^  такимъ  образомъ,  чтобы  явилась  нара 
с'ь  моментомъ  Л/",  иротивуположнымъ  моменту  М'  и  равпымъ  ему  по  ве- 
личин!,, т.  е.  та1п*.  чтобы  ЗГ  -ь  Л"  =  О;  послЬ  этого  останется  дннама 


Фиг.  156. 
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<//„.  М„).  Ч19ои  ьынолнить  тр'.'оуемий  п«.'реносъ  силы.  1тров«а^лъ  1Ю 
Л«'рН<:Н.1ИКУЛЯрН0  1:ъ  ]{  и  къ  .V'  и  отложнмъ 

нл1и*)  оп,  н'ли\тн.М1Н\я  кили  II.  «'сли  смотр*!],  съ  койца  моиента  Л  на 
<.'Г0  начо-ю,  и  лриложимъ  въ  ючкЬ  ^/  дв1  силы: 

У/.,  =  Л.    Л   =  —  п. 

('или  II  и  ^^'  лалуп>  т[>еоу(*мую  пару  съ  моментомь  М\  л  прямая  силы 
//.,  оуд«г1'ь  осью  искомой  динамы. 

'Гакъ  какъ  ^д^  ^  у  ,.,^^.  , ^д  у^^  ^^^-^^ 

а  по  I;  .'^/ г>«;  при  нсЬхъ  привед<^н1яхъ  Л/ 'ол- < .1/.  Л)  постоянно,  то  мы  за- 
клу^час'мг.  что  момс*ит'ь  динамы  гч'ть  11аим('ныи1й  изъ  всЬхъ  хо- 
м<мпон'ь  равнод1.Йствующихъ  паръ.  получаемыхъ  при  какнхъ- 
либо  прив<и<'Н]яхъ  данной  системы  силъ. 

(.'татич<'С1:1Й    ипвар1ангь   очевидно   равенъ  лроизвед('Н1ю  силы  на  мо- 
менп»  динамы  или  также,  на  оснокан1И  равенстка 

7'=')'"-  (580) 

он'ь  равеи1«  прои:п{еден1ю  параметра  динамы  на  квадратъ  равнод-Ьйствую- 
шсй  силы. 

360.  Аналог1я  мемду  статическими  и  нинеиатичесиини  элементами.  Сила 

егл,  |{сьто|)Ъ  п<'р('движп(»й.  момеигь  пары  векторъ  переносный.  Угловая 
г1.о|)ост1,  есть  и<*кто|гь  передвпжноп,  поступательн;1Я  скорость  —  векторъ 
пгргноспый.  благодари  .тгому  согп1гКтств1К)  слчцествуеп»  полная  аналопя 
м»'Ж.|у  пр<*оор:1:*(п<ан1ямн  скоростей  и'ь  двнжен1и  твердаго  гЬла  и  преобра- 
^оман1Ямп  системы  силъ,  \\ъ  нему  п|)ИЛоженныхъ.  .')та  анаюпя  настолько 
тЬснаи.  что  ш\\  те(»|)|п  пре(м')ра:*оиан1й  можно  иъ  геометрическомъ  отно- 
п|(-п1п  считать  ипплиЬ  тпжд»*сти»чтыми.  Пользуясь  птои»  аналопею  КоЬеП 
ИаИ  (1»плл'1.)  ппстрпил'ь  такое  и:иожен1е  механики  *).  при  которомъ  об- 
итмъ  и(11с»ит.1М'|.  :»л*М!'птп.м'ь  ипляетси  '«вингь>:  на  этомъ  строится  «теор1я 
итпнщ.  •  (1|нм)гу  «'Г  ксгелу<).  и  ре:п'льтаты  ея  потомъ  одинаковымъ  обра- 
;им1.  пгрппиипп  1п.  кинематику  (винтовая  скорость)  и  въ  кинетику 
мпнлма).  ^1п\гь  дпстигается  :{ам1.чательиая  оопшость  и  единство  изсл*- 
.1«>1:атя.    11.:.|м:кги1г    ;)1иго    выходитъ    однакоже    :{а    предЬлы    «<основан1й)» 

к  «•||«'1ИЧ«Ч*1.пИ    МГХЛПИКИ. 

361.  Общее  услов1е   приводииости   системы   силъ   къ  одной  равиоди- 

ствующеи.   Пииапс  ..  1ипам1.  ириисдигь  иась  кь  пйпи'му  услов11о.  1;иторов 

1'.1.1.11"    "МП.    |:|.:1|п.11|.-|1и     1.1Я     {(.Го.    ч  Го. '.1.1    1'И»-1«'Ма    СИЛЪ.    ПрИЛОЖеМНЫХЪ  КЪ 

1!и'1\     ••!     ~М-и-     и    Д||.    |'Гч    «-та!!.!!. 

I  1,1  ..п  1 1-,  II.-  М.-  ||;1:.  к  -!;||  им- >^\^к»11н'.  II.  (и'и  \  гНи>  >г1о  раГютам'Ь  Полла). 
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тлещому  ткту,  ггриводилась  къ  одной  равнодействующей.  Это  услоше  оче- 
видно равносильно  ус-ювш,  чтобы,  по  прнведенги  системы  силъ  къ  ди- 
намк  момиятъ  послЬдней  оказался  равнымъ  нулю;  а  для  этош,  на  осно- 
вании формулы  (Г)71)),  необходпАЮ  и  достаточно,  чтобы  было: 

31,  соя  (31,  П)  =  У,  Г  581) 

т.  е.  чтобы,  при  приведении  системы  силъ  къ  какому-либо  центру. 
\!ом*>11тъ  равнодействующей  пары  былъ  перпендикуляренъ  къ 
ра11Нод1>йствующей  силЬ,  Условие  (581)  можно  и  гакъ  напясагь.  если 
предполагать,  что  Е  не  равна  нулю: 

Е.М  .  си8  (Я,  М)  =  О,  (5Я2) 

т*  е.  статическ1Й  инвар1антъ  долженъ  быть  равенъ  нулю. 

3.  ЗЭ9.  Чему  ау  а  логичны  въ  кпвеиатшгЬ:  сложеше  сп.ть,  прплошевдыхъ 
въ  одной  точк*Ь,  сло»сен1в  пара;1лельпыхъ  силъ,  сложен  1е  парт.,  лараллельный 
переиоеъ  еплы,  прпведеще  системы  силъ  къ  двумъ  равводййетвующвмъ,  при- 
веден1е  къ  сил*  и  къ  па р-Ь,  стати чесшв  И11вар1антъ,  услов1е  приводиаоств  си- 
стемы силъ  къ  одной  равпод-Ьиствующей  или  кь  одвой  пар'Ь? 

Статичеок1е  моменты* 

362.  Статмчесшй  моментъ  относительно  точгш  и  его  тождество  съ  мо- 
мектомъ  пары.  Статнчесл1е  моменты  представлявзтъ  собою  ириложенге  къ 
нек гору-снл1>  оощаго  пояят1Я  о  моменгЬ 
вектора  (§  78).  Въ  виду  важной  роли 
статическлхъ  моментов!,  въ  механики 
и  связи  нхъ  с'ь  моментами  иаръ  теперь 
будетт>  снова  выяснено  это  геометриче- 
ское поняпе* 

Условимся  называть  стати  чес  к  и  мъ 
моментомъ  силы  относительно  дан- 
ной точки  площадь  параллелограмма 
ОА ГО  Цтг,  157)  построгниаго  на  снлЬ 
А!*'  и  на  векторЬ,  проведенномъ  иаъ  дан- 
ной точки  О  къ  точк1|  приложен1Я  силы. 
Очевидно,  что  этотъ  моментъ  тождественъ 
съ  момеетомъ  пары,  которая  образовав 
лась  бы  при  параллельно-мг*  переносе 
силы  въ  ту  точку  О,  относительно  кото- 
рой разсматривается  момен  гь.  Сообразно 
съ  этимъ  мы  будемъ  статичесшй  моментъ  изображать  въ  вид*  нрктора, 
нерпендикулярнаго  къ  плоскости  пара-тлелограмма  и  отложеннаго  въ  ту 
сторону,  откуда  вращен1е,  которое  получило  бы  ткяо  иодъ  д-ййствгемъ  дан- 
ной силы,  если  бы  точка  О  была  укреплена  неподвижно,  казалось  бы  про- 
исходяпшмъ  по  часовой  стрЬлк'Ь, 


«Риг.  157* 
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ЗвЗ.  Статичесн1Й  нояентъ  относительно  осн.  Проведемгь  черезъ 
пр«?извсаьную  ирянук»  илн  ось  ВС  и  пересьчемъ  ее  перпендис} 
къ  ней  плоскостью  5.  Условимся  называть  стагическимъ  мом^ 
силы  относительно  оси  прогк::1ь.  разомотрЕннаго  выше  па| 
грамма  ОЛГВ  на  плоскость  .ъ.  Желая  изобразить  этогь  моментъ 
вектора,  условимся  от1^1алывать  ег<.«  на  -:<:и  ВС  1пдп  на  пряхой* 
раллельной»  въ  ту  сторону,  откуда  ърашеа^е,  котор':»е  получило  < 
полъ  д1»йотв1емъ  силы  У .  проеЕЛ1п  1анн: а  лиы  Г  на  плосеосп 
зал.'сь  оы  происхолящнмъ  со  часовой  стрслг.г. 

Пзъ  указаяныхъ  олр-?1ГЛ'.н1а  слмуеть: 

Г»  Статич».ск1й  моментъ  отн  сительно  ::н  не  злвиситъ  отъ  ш 
плоскости,  на  которую   проектируется   сила,  въ  рялт  в<гЬгъ   пер1 

ДЯрНЫГЬ    къ  оси    ПЛОСКОСТ'-Й. 

2»  Статпческ1й  моментъ  -тн:  :и:ельно  ::\\  не  зависать  также 
ложен1я  точки  О  на  этой    си. 

3 »  Статический  мо'Минп  огн:  и:ельн  о:и  рав-нъ  произведе 
пр:ек~ш  силы  на  "лоскость,  г.г:-::еЕД?.1:улярну|  къ  о-он.  н  пзъ  I 
шаго  рлзст:ян1я  между  сил;?-  и  :  :ь> .  ~:г.уу  что  это  кратчайп 
•.:ян:е  рлвно  высогг.  ::ар:4.тл-.-л  грлмма.  1л:гл1ь>/  кот^ораго  нзм 
М':менгъ  ■ин.сит'-льно  оси. 

4  Ве:::  1'Ъ  .V  изо-'^^рал.^г  ::::::1:  .т:^:ическ1й  холентъ  с 
тельн:  :  . ;!.  г-льеяъ  ."р.ег.ц::!  на  :-:у  „ь  вектора  ЗГ,  I 
:5л>.  :::лг:  . -.лти-.гч -пп  моментг  т  г  г:*.-  _иль:  относительно 
52'у:ь  7.-л\  —  :2  на  .-:    й  оси  ::ч::и.  :.  V. 

•^:      -:":у::   ц  :-  :  :  .  -::.  -;  •  л;:1я  ::л.с:а11:  1:аз;:*а-нибтль   плос 

.■;:.^  Е.   '?7~.>    "-    ::  ::ь    \л1г..  :::*!  В'Д.н:>    >г:й  плошали  на 

:.:-  к  л:     н  ру:^^х^:  :;:!    :л    }.::.:•::.    Ву  ^л;7Яосги.  изъ  прел 


у      у 


г. "."..;  п  .      .  .  1..     ^ 


п-ресккаюшс 


льн:-   параллель 
:    /    =-^   н^?.    ::  ..:::=.::     л:".:    у  э:н;    тсрочежъ    соехп 
:  .  .»:.:::.:■.=    :л;  \.:.:  лгн.:.;    -:.:\;:^^  }:л:.г  персчгЪкажяв 

ЪЪ^    С^сгг*-*-?».!*  »о»г»^ь  системы  снлъ.  _1:^..л  гриведеше  сш 

:  .--  }  .:..л::-К1:'т1:.  -:Етру  ^§   заЗ^ 

::Лл  ч         :.:•>:>    п^ъ  похенровъ. 

■     "■  .  ■- .17::-есЕнхъ    ноН' 

::;::Беден1я,    й 

:.:к:.:у-^   геохетрнческо! 

■ .     г   .    ;       :    Ч  .    .  : .  :■   ьаьгь  стагнчо 
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менты  изображаются  гЬми  асе  векторами,  какъ  моменты  паръ,  то  можно 
представить  себ'Ь  статнческпй  моментъ,  геометрически  равный  моменту 
1)ав110д[;йствующей  пары,  и  сказать,  что  система  силъ  определяется 
равнод Г.йствующен;  силою  и  равнид11Йствующимъ  стати ческимъ 
мпментомъ.  Этотъ  моменп»  мы  будемъ  назвать  стати  ческимъ  мо- 
монтоиъ  системы  силъ  относительно  даннаго  центра  ихъ  приведен1Я. 

3.  340»  Какое  гео^отрпческое  м'Ьсто  опмсываетъ  коиецъ  момента  равно- 
д-ЬйстаующеИ  пары,  если  равнодЬнствуюшую  силу  парпллельно  переиоснть 
въ  какой-нибудь  плоскости?  Предиолагается,  что  иачало  момента  оставляется 
беаъ  иаш'кпепш.  Отв.:  Прямую,  иерпоидлкулярно  кт»  плоскости. 

3.  341.  Три  силы,  векторами  которыхъ  служатъ  вепересйкающаяся  ребра 
куба,  привести  къ  сил-Ь  и  пар^  п  определить  моментъ  посл-ЬдиеЙ, 

3«  342»  С^пред-Ьлить  въ  предыдущей  задач-Ь  ось  динам||1  и  парлмстръ  ея  виита. 

3.  343.  Как'ь  пужпо  пэмйпить  дентръ  приведеи1я  силъ,  чтобы  изнепевиыЛ 
момевтъ  равнод-Ьйствующеп  пары  былъ  равепъ  первоначальному  и  обраась 
валъ  съ  ппмъ  данный  уголъ  9?  Для  р^шен1я  цужно  принять  во  внммаше, 
что  всЬ  равные  по  величин-Ь  моменты,  соотв^тствующ10  различиымъ  эквива- 
лентны мъ  приаедеыхпмъ  системы  сялъ,  одинаково  наклонены  къ  рявиод11Й' 
ствующей  и  что  при  взм-Ьненги  центра  ириведен1я  снл^»  является  пара  съ 
моментомъ,  перпендвкулярнымъ  къ  раонод-ЬйствующеЙ. 

3.  344.  Система  силъ  прнведева  къ  енл1к  и  пар-Ь;  найти  геометрическое 
м^сто  точекъ,  въ  который  можно  переносить  центръ  приведены  силъ  такъ, 
чтобы  величина  момента  пары  не  изменялась.  Отв.:  Принимая  во  вниманхе, 
что  вс1>  ичм'Ьнные  моменты  могутъ  въ  данномъ  случа11  образовать  съ  равно- 
действующею силою  только  такой  же  уголъ,  какъ  и  первоначальный  моментъ, 
находимъ,  что  искомы  мъ  геометри ческимъ  м-Ьстомъ  служитъ  круговой  ци- 
ливдръ^  рад1усъ  основан1Я  которап>  раненъ  отяошенш  слагаемой  даннаго  мо- 
мента, перпендикулярной  къ  равнодействующей  силе,  къ  величине  этой  силы^ 
а  ось  параллельна  этой  сп.1е  и  лежитъ  въ  плоскости,  которая  перпендику- 
лярна къ  вышеупомянутой  слш^аемой  первоначальнаго  момента, 

3  345.  Вычислить  статическ1п  инвархантъ  двухъ  равныхъ  и  взаикнопер* 
пендикулярпыхъ  силъ  Г,  пмеющихъ  кратчайшее  разстоянхе  3.  Отв.:  Онъ  ра- 
венъ  :±^Е'^^  где  выборъ  знака  завиовтъ  огь  относительяаго  рвсположен1я  двн- 
ныхъ  силъ. 

3.  346.  Определить  параметръ  динамы,  эквивалентной  системе  силъ,  дан- 
вой  въ  предыдущей  задаче.  Отв.:  Р=^  ^* 

3.  247.  Чему  равепъ  объемъ  тетраэдра  Шаля,  если  система  смлъ  цркво- 
дится  1<гь  одной  равнодействующей?  Отв.;  Онъ  равенъ  нулю. 

3.  348.  Указать  систему  всехъ  прниыхъ,  на  которыхъ  должна  находиться 
данная  по  величине  сила,  чтобы  ея  статический  моментъ  относительно  дан- 
ной осп  пмель  данную  величину*  Отв.:  Система  прямыхъ,  удовлетпоря1ощихъ 
уолов1ю: 

8  шгп  «  ^=  пост,, 

где  9  уголъ,  а  8  кратчайшее  разетоаше  между  силою  и  осью. 

3,  349.  Указать  геометрическое  место  точекъ,  относительно  которыхъ  си-а- 
тнчесши  моментъ  данной  силы  имеетъ  или  данную  величину  или  данное  на- 
правлен! е.  Отв.:  Первое  геометрическое  место  круговой  цилиндръ,  осью  ко* 
тораго  слушитъ  прямая  действ1я  данной  силы;  второе  геометрическое  места 
плоскость,  проходящая  черезъ  прямую  действ1я  данной  силы. 
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3.  350.  Точка  приложон1я  силы  не  м'Ьняется:  определить  геометрическое 
м^сто,  на  которомъ  долженъ  находиться  конецъ  вектора*силы,  чтобы  момен!гь 
ея  относительно  данной  осп  им'Ьлъ  данную  величину.  Отв.:  Плоскость,  па- 
раллельная осп  и  отстоящая  отъ  нея  на  разстоян1е,  равное  отношен1ю  мо- 
мента къ  разстоян1ю  точки  отъ  оси. 

Равнов4б[о1б  твердаго  тФда  и  эввивадентность  двухъ 

оиотемъ  сидъ. 

365.  Равнов'Ьс1е  силъ  и  равиовЪс1е  т'Ьла.  Нужно  различать  понят1я:  о 
равнов'Ьсхи  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому  т'Ьлу^  и  о  равно- 
в-Ъсхи  твердаго  т'Ьла.  Въ  первомъ  случае  предполагается,  что  всЬ  при- 
ложенный къ  гЬлу  силы  взаимно  уничтожаются,  и  поэтому  твердое  гЬло 
находится  въ  такомъ  состоян1и,  какъ  еслибы  на  него  никакгя  силы  не 
действовали.  При  этомъ  оно  можетъ  или  оставаться  въ  поко*  или  нахо- 
диться въ  такомъ  движен1н,  какое  оно  совершаетъ  по  инерши.  Говоря 
же  о  равнов-Ьсги  твердаго  гЬла,  подразум-Ьваютъ,  что  оно  находится  въ 
поко*  при  д^йствги  приложенныхъ  къ  нему  силъ  и  гЬхъ  сопротивленгй, 
который  на  него  оказываютъ  сточки  опоры». 

Если  гЬло  ев  о  б  од  но,  т.  е.  если  оно  можетъ  совершать  всяк1я  дви- 
жен1я,  как1я  вообще  для  него  геометрически  возможны,  то  равнов'Ьс1е 
его  возможно  только  при  равнов^с^и  данныхъ  силъ.  Если  же  твердое 
т^ло  не  свободно,  т.  е.  или  существуютъ  преграды  для  его  движенхя  или, 
какъ  мы  будемъ  выражаться,  механическ1я  связи,  то  оно  можетъ  на- 
ходиться и  тогда  въ  равнов'|1с1и,  когда  данныя  силы  не  уничтожаются 
взаимно,  потому  что  можетъ  оказаться,  что  то  движете,  которые  эти  силы 
стремятся  гЬлу  сообщить,  задерживается  существующими  механическими 
связями.  Впрочемъ,  такъ  какъ  эти  связи  способны  уничтожать  д'Ьйств1е 
данныхъ  силъ,  то  д'Ьйств1е  связей  можно  разсматривать  какъ  д-Ьйствхе 
н-Ькоторыхъ  новыхъ  силъ,  который  уравновешиваются  съ  данными.  Эти 
силы  называются  сопротивлен1ями  связей.  Такимъ  образомъ,  вопросъ 
о  равяов'1,с1и  несвободнаго  твердаго  гЬла  можетъ  быть  сведенъ  на  вопросъ 
о  равнов-Ьсгн  системы  силъ,  состоящей  изъ  первоначально  данныхъ  силъ 
и  пзъ  сопротивлен1й  связей. 

366.  Принципъ  освобождаеиости.  Включивъ  эти  сопротивлешя  въ  число 
даиных'ь  силъ.  мы  можемъ  твердое  гЬло  разсматривать  уже  какъ  свободное. 
Поло/ким!.  что  несвободное  твердое  гЬло  находится  при  данныхъ  силахъ 
1п.  рани<)н1.с1н.  Если  его  связи  уничтожить,  то  равновесге,  вообще  говоря, 
н;1ру111итгя;  НО  МОЖНО  возстановить  равнов'Ьс1е,  введя  новыя  силы,  спо- 
(чи')Н1»1я  уничтожить  д1'.йств1е  данныхъ,  т.  е.  способный  произвести  то,  что 
11р()и:и^()дили  оынпия  раньше  механическ1я  связи.  А  тактя  силы  мы  и  на- 
гибали со11роти1и(чиями  связей.  Отсюда  слЬдуегь,  что  услов1Я,  который  мы 
найдсмъ  для  ра1шов1.с1я  силъ,  дЬйствующихъ  на  свободное  гЬло,  могуп» 
быть  приложены  и  къ  случаю   несвободнаго  гЬла,   если  къ  даннымъ  си- 
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ламъ  присоединить  соирот11йлен1Я  свяаей.  Это  заключен!?  можно  разсма- 
трнвать  какъ  обгцШ,  весьма  полезный  въ  механике  пркяцигп».  Для  крат- 
кости, мы  будемъ  (кпывать  его  ирпнг1ИИ0М1.  осиоГюждаемости.  Онъ 
будеп»  11м1.ть  ириложен1е  н  къ  равнов'к'1ю  изм1шяемыхъ  системъ  мате- 
риальных!, точекъ.  Особенная  важность  его  состоитт.  въ  томъ.  что  онъ 
!тозииляет|ъ  опред1.лят1|.  при  помпти  «условий  равнов'к1Я*,  сонроти- 
нлен!}!  связей,  какъ  ;^то  будетъ  выяснено  дальше. 

Нужно  впрочемъ  :1ам'Ьтить^  что  если  не  требуется  определять  «омро- 
111влен1Я  связей,  а  воиросъ  состоип.  только  въ  томъ,  чтобы  определить 
лля  данныхъ  силъ  услов1я,  который  должны  быть  выполненьи  чтобы 
несвободное  твердое  ткю  Нс1  ходил  ось  въ  раннпвЬс1н.  то  можно  и  не  ирн- 
б^^гать  къ  принципу  освобождсаемости,  чтобы  же  вводить  въ  уравнен1н,  вы- 
раж;11*пц1я  услон1я  равнонк1я,  ноныхъ  неизвествыхъ. 

367.  Общая  постановка  вопроса  объ  зквивалемткости  двухъ  системъ 
силъ,  11зучен]г  услопЮ  рпинопГлля  спль,  приложепныхъ  к ь  твердому  г1рЛ)\ 
помимо  своего  непосредственнаго  значен1Я,  веделъ  къ  р'Ьи1сн1Н)  въ  самомъ 
общемъ  виде  вопроса  о  нрео6ра:1ован1и    одной  системы   силъ  въ  другую, 

1*й  эквивалентную.  Положимъ,    что  дана  система  силъ  ^^^,  Г^ Р\,  не 

находя1ДШ1сн  въ  равной  1*с1н,  и  пусть  будеп.  1\,  Р,, ..,.  Р^  система  силъ, 
пока  неизвестная,  но  эквивалентная  первой»  Эта  послЬдняя  система  оче- 
видно у[):шновЬ|Ппиается  силами  Р,\  1\\  ,.,»  Р„/.  равными  силммь  Р^. 
Руу ....  Р^,  ле;ка11шмп  пн  гЬхъ  же  прямыхъ.  но  противуположни  имъ  на- 
правленными. Этими  же  силами.    всл4|Дств1е  предположенной  выпш  акви- 

валентности,  \'равнов1  впивается  и  д;1нпал  система  У^,  Г^ Г^,  Поэтому 

можно  условш  равпоа1.с1я,  который   буду гь  ниже  указаны,  приложить  къ 

,систем'к  силъ:  ,        ,  , 

г  у,    Г^,  «.,.  1\.      ^  I  .    /  .^,  ...  I  „, 

И  получить  такпм1,  обр;шомъ  н"Ьког1фое  число  уравнен1Й  Х1Я  отыскания 
неизвестны хъ*  которыми  определяется  система  Р/,  Р/,  ....  Р„',  а  следо- 
вательно и  система  Р, ,  Р, Р^.  Если  число  этихъ  неизвЬстныхъ  больше 

1исла  уравнений,  то  задача  остается  неопределенною;  это  показываетъ, 
что  тогда  некоторые  пзъ  плементовъ,  характеризуюпщхъ  искомую  систему 
силъ,  могутъ  быть  выб[)аны  произвольно,  Можегь  быть  и  обратный  слу- 
чай, ]{огда  задача  оказывается  въ  общемъ  видК  невозможною  и  стало- 
вится  возможною,  только  если  данная  система  силъ  удовлетворяетъ  уже 
некоторымъ  услов1ямъ. 

Со  всеми  обстоятельствами  этого  вопроса   мы  познакомимся  въ  ана- 
^литической   статике  (глава  XI),    а  пока   будемъ    разсматривать   услов1Я 
равновесия  въ  геометрической  форме. 

368.  Условря  рав«овес1я  свобйднаго  твердаго  гкла.  Чтобы  определить 
неоОходимыя  и  достлточныл    услои|я   для  гуп1ествован1Я    равновес1Я  сво- 

»-боднаго  твердаго  гЬла,    пред  пол  ожимъ,  что  данная  система   силъ  нриве- 


вить  одною  сллою,  п  что  дли  возможности  такого  заи'{>неЕ1Я  ститпческШ  вв* 
Бар1аетъ  (§  356),  определяемый  геометрическою  разностью  равдод^Йст^ующиxъ 
снлъ  об*Ьихъ  даиныхъ  системъ  и  геометрическою  разностью  момевтовъ  ихъ 
равнод'Ьйствующихъ  паръ,  долженъ  быть  равевъ  нулю. 


I 


Раввов1^о1е  несвободнаго  твердаго  т'бля  въ  различныхъ 
важн'^^йшихъ  сдучаяхъ. 

370.  Лргемъ  для  определен!»  условш  равнов^с1я*  ЗазгЬтимъ,  впредь  до 
выясЕен1Я  въ  гл-лпЬ  XVI  ,общгй  аналитической  методы,  сл-ЬдующШ  эле- 
ментарш»1й  1гр1емъ,  которымъ  молшо  пользоваться  во  многнхъ  простыхъ, 
но  практически  важныхъ  слу»1аяхъ. 

Преграды,  ограничинаюпия  подвижность  гЬла,  мы  будегь  пока  пред- 
ставлять себ^  въ  влд[;  отдЬльныхъ  точекъ,  — <точекъ  опоры^. — или  иногда 
лннШ  и  Ц'Ьлыхъ  поверхностеЁ  опоры.  Относительно  этихъ  опоръ  мы  бу- 
демъ  пред  полагать,  что  ои*  принадлежать  неподвнжяымъ,  абсолютно 
твердымъ  гЬламъ;  такъ  что  ни11ак1я  силы,  которыми  измЬряетсл  давлеше 
даинаго  подвижнаго  гЬла  на  эти  г^1а,  не  въ  состоян1н  преодолеть  являю- 
щихся въ  ннхъ  со1]ротпвлеа1й.  ЗдЬсь  нужно  различать  дпа  случая: 

1)  Точка  опоры  можегъ  быть  такого  рода,  что  совпадаюп^ая  съ  нею 
точка  гЬла  не  можеп^  сдвпнутьсА  ни  въ  какую  сторону.  Тогда,  если  эту 
точку  взять  за  центръ  приведения  снлъ,  равнод1"1Йствующая  ихъ  непре- 
менно уничтожится  сопротивлен1емъ  этой  точки;  равнов-Ьсш  'гЬла  будегь 
зависать  лппгь  огъ  того,  уничтожается  ли  равнод'Ьйствуюпшя  пара,  которая 
очевидно  можегь  вращать  тЬло  около  этой  точки,  сопротиатеагемъ  оста.1ь- 
ныхъ  точекъ  опоры,  ^ 

2)  Точка  опоры  можегь  оказывать  сопротнв,1еше  не  по  вс^мъ  напра- 
влев1ямъ.  наорим^Ьръ,  когда  твердое  гЬло  опирается  одною  точкою  своей 
поверхности  на  неподвижну»>  твердую  поверхность.  Если  нЬтъ  трен1я, 
которое  мы  будемъ  пока  исключать  изъ  разсмотр'Ьн1Я,  то  эга 
поверхность  оказывае1-ь  сопротивлен1е  только  въ  томъ  случа-Ь,  если  равно- 
дМствующая  сила  Е  направлена  по  нормали  къ  поверхности  и  притомъ 
въ  ту  сторону,  съ  которой  находится  неподвижная  поверхность;  при  вся- 
комъ  же  д|)угомъ  напранлениг  силы  Л,  она  будетъ  способна  сдвинуть 
гЬло  съ  м'кта,  потому^  что  у  нея  будеп^  составляющая^  Еасательн<1Я  къ 
яоаерхностп;  а  по  этому  направлешш  гЬло  можеП|,  при  отсутствш  тренхя, 
свободно  переместиться,  если  атому  не  преоятствуютъ  друг1я  точки  опоры. 

Если  сила  Н  уничтожается  сопротнвлетемъ  точки  опоры,  то  дал 
ранновес1Я  т1.ла  нужно  еще,  чтобы  равнодЬЙствующая  пара  уничтожалась 
сопротпвлен1ями  остальныхъ  точекъ  опоры,  РФлиен^е  этого  вопроса  облег- 
чается изв'Ьстными  намъ  свойствами  пары.  Наприм-Ьръ  можно  силы,  обра- 
зующ1я  пару,  всегда  перенести  такъ,  чтобы  одна  изт  снлъ  была  прило- 
жена въ  одной  изъ  точекъ  опоры;  если  она  унпчтожаетсл  сопротивлен1емъ 
атой  опоры,  то  вопросъ  о  равнов11сш  сводится  къ  разсмотр-Ьшю  д^йствгя 
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§  373.  ф.  584. 


Силы  Р"  и  ^'\  уничтожаясь  сопротивлен1ями  гЬхъ  связей,  который 
удержлваютъ  точки  О  \\  (У  неподвижными,  не  могутъ  привести  т%т  въ 
движен'ю.  Остается  ппра  съ  момеатомъ  М\  плоскость  ея  перпендикулярна 
ЕЪ  оси  00\  и  мы  можемъ  ату  плоскость  принять  проходящею  черезъ 
точку  О  и  одну  изъ  силъ  Р,  ^'  этой  пары,  напримкръ  ^\  считать  при- 
ложенною пъ  точкЬ  (Л  ?>га  сила  уничтожается  существующпмъ  въ  этой 
Т0ЧК11  сопротивлен1емг;  другая  же  сила,  Р\  1]риложенная  въ  н11которой 
точк1^  А,  не  лежащей  на  осн,  способна  эту  точку  и  стЬдовательно  все 
гЬло  привести  во  вращательное  движен1е  около  оси  00\  Чтобы  этого  не 
случилось,  нужно,  чтобы  момевтъ  М'  равнялся  нулю.  Отсюда  заключаемъ: 
для  равновЬс1я  твердаго  гк1а  съ  неподвижною  осью  пеобходи140  я  до- 
статочно, чтобы  моментъ  равнодействующей  пары,  получаемой  отъ  при- 
ведения вс1.хъ  снлъ  къ  одной  изъ  точекъ  на  оси  нращен1я,  быль  къ  ней 
перпендикуляренъ.  Или  иначе:  необходимо  и  достаточно,  чтобы  гигебран- 
ческая  сумма  проекщй  на  ось  вращен1Я  моментовъ  всЬхъ  паръ.  получея- 
ныхъ  отъ  переноса  силъ  въ  одну  изъ  точекъ  этой  оси,  была  равна  ну.тю. 
1]риним1Ш  во  внимание,  что  проекщя  момента  пары  на  ось  есть  то  же 
I  самое,  что  статическ1Й  моментъ  относительно  оси  той  силы,  которая  сво- 
имъ  переносом!»  въ  одну  изъ  точекъ  осн  дала  пару,  можно  окончательво 
выразить  условие  равновкгя  слЬдующимъ  обризомъг 

Для  равнов1>с1я  твердаго  тЬла,  имЬющаго  неподвижную  ось, 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  алгебраическая  сумма  стати- 
ческихъ  моментовъ  исЬхъ  данныхъ  силъ  относительно  этой 
осп  равнялась  нулю. 

.ктко  вм'ЬсгЬ  съ  гЬмъ  видЬть,  что  сопротиа1ен1я  въ  точкахъ  опоры 
равны  II  прямо  протпвуположяы  сл'Ьдуюпшмъ  силамъ:  въ  точкЬ  О  сил* 

8  =  Лч-С^Ч-^,  (584) 

а  въ  точк'Ь  О*  сил!;  Р". 

373.  РавмФнЪсш  теердаго  тЪла  съ  вольною  осью.  Вольною  осью  назы- 
вается такая,  около  которой  г1>ло  можеп»  вриптться  и  вдоль  которой  оно 
можетъ  двигатьсл  поступательно.  Очевидно,  что  условге  равновкгя  пре- 
дыдущаго  параграфа  и  теперь  должно  быть  выполнено,  чтобы  Т'Ь.ю  не 
получило  вра1цеи1Я  около  вольной  ОСИ;  но  теперь  это  условие  недоста- 
точно: равводЬйствующая  И  всЬхъ  силъ.  перенесенныхъ  въ  точку  О  на 
вольной  оси,  можетъ  теперь  сообщить  тЬлу  ноступательное  перс^мЬнгеше 
вдоль  осн,  такъ  какъ  точка  О  можеп.  гтерем'Ьщатьсл  вдоль  этой  оси.  Раз- 
ложи мъ  силу  Я  на  двЬ  составляющ1я,  II  вдоль  оси  н  К\  къ  ней  пер- 
пендикулярную. Сила  Л"  не  можегь  сдвинуть  точку  О  по  оси  ни  гь  ту 
нн  въ  другую  сторону,  а  всякое  другое  перемещен  1е  точки  невозмшкно, 
благодаря  существу» »пи1мъ  связямъ;  поэтому  сила  К*  уни^ггожается  со* 
противлен1ями  этихъ  связей.  Въ  виду  этого  относительно  равнодЬйствую- 
щей  необходимо  только,   чтобы  у  нея  не  было   составляющей  вдоль  оси» 
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Такъ  какъ  В'  есть  проекщя  силы  В  на  вольную  ось,  а  сила  В  есть 
геометрическая  сумма  всЬхъ  даннызгь  силъ,  то  можно  услов1я  равнов-Ьсш 
формулировать  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Для  равнов'Ьс1я  твердаго  т'Ьл,а  съ  вольною  осью  необхо- 
димо и  достаточно:  1)  чтобы  алгебраическая  сумма  проекд1й 
всЬхъ  силъ  на  эту  ось  равнялась  нулю  и  2)  чтобы  алгебраи- 
ческая сумма  статическихъ  моментовъ  всЬхъ  силъ  относи- 
тельно этой  оси  равнялась  нулю. 

Сопротивлешя  вольной  оси  можно,  какъ  и  въ  случа*  §  372,  пред- 
ставить себ*  сосредоточенными  въ  двухъ  точкахъ  на  оси,  О  и  О';  и 
разница  теперь  будетъ  только  въ  томъ,  что  теперь  формула  (584)  даетъ 
силу  )8,  перпендикулярную  къ  оси,  а  поэтому  сопротивлен1е  оси,  вызы- 
ваемое этою  силою,  тоже  къ  оси  перпендикулярно. 

374.  Равнов'Ьс1е  твердаго  тЬла,  И1гЬю1цаго  только  поступательное  дви- 
жен1е  по  определенному  направлен1Ю.  Такому  условш  можно  подчинить 
движен1е  твердаго  гЬла,  если  устроить  въ  немъ  вольную  ось,  параллель- 
ную заданному  направленш  движешя  и  заставить  кром'Ь 
того  какую-нибудь  точку  Л''  гЬла  (фиг.  159),  не  лежа- 
щую на  вольной  оси,  двигаться  по  прямой  ВС,  парал- 
лельной тому  же  направленш.  Сравнивая  этотъ  случай 
съ  случаемъ  §  372,  мы  видимъ,  что  теперь  для  равно- 
в'Ьс1Я  не  нужно,  чтобы  пара  съ  моментомъ  Ж'  отсут- 
ствовала, такъ  какъ,  изм^нивъ  соотв'Ьтственнымъ  обра- 
зомъ плечо  этой  пары,  можно  одну  изъ  силъ  ея,  Р', 
представить   себ*  приложенною  въ  точк*  Л^;  причемъ 

Фиг.  169.  эта  сила,  какъ  перпендикулярная  къ  возможному  пере- 

м-Ьщенхю  точки  N^  будетъ  уничтожаться  сопротивлен1Ями 
связей;  другая  же  сила  ^',  приложенная  на  оси  скольжешя  и  къ  ней 
перпендикулярная,  тоже  не  можетъ  сообщить  гЬлу  движен1я.  Съ  другой 
стороны,  услов1е  для  равнодействующей  В,  которое  мы  разсматривали  въ 
случаЬ  §  373,  и  теперь  остается  въ  сил*.  Отсюда  получаемы 

Для  равнов-Ъсхн  твердаго  т^ла,  которое  можетъ  им^ть  только 
поступательное  перем^щенхе  по  определенному  направлен1Ю, 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  алгебраическая  сумма  про- 
екд1й  вс^хъ  силъ  на  это  направлен1е  равнялась  нулю. 

375.  Равнов%е1е  твердаго  тЬла,  ии^ющаго  движен1е  только  параллельно 
данной  плоскости.  Чтобы  твердое  гЬло  могло  двигаться  только  парал- 
лельно плоскости,  достаточно,  чтобы  три  точки  его,  Л/^,  М^,  М^,  не  де- 
жащ1я  на  одной  прямой,  6ы.1И  принуждены  всегда  оставаться  въ  одной 
плоскостп.  Примемъ  одну  изъ  этихъ  точекъ,  Ж,,  за  центръ  приведешя 
всЬхъ  силъ  и  разложим!»  приложенную  къ  ней  равнод-Ьйствующую  на  дв*, 
Л'  и  В"  (фпг.  10О),  изъ  которыхъ  первая  была  бы  перпендикулярна  къ 


7" 
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Фиг.  ИЛЛ 


ПЛОСКОСТИ  движеи1я,  а  вторая  въ  ней  лежала.  Сила  В\  стремясь  вывести 
топку  Ж,  изъ  плоскости,  уничтожается  сопрот1шлен1е]мъ  гЬхъ  преградъ, 
который  удерживают!!  точку  М^  въ  плоскости;  сила  же  Е'\  способная 
привести  тУло  въ  двпя^енк'  параллельно  елоскости,  въ  случаЬ  его  равно- 
В'ЬсГя  должна  отсутствовать. 
Моментъ   равнодЬйствун>ще1!  шм! 

пары^  полученной  отъ  11р11не- 
ден1я  вс1рХЪ  силъ  къ  одному 
центру,  разложнмъ  на  два, 
Ж'  и  ЗГ\  перпендикулярный 
и  пара-оельный  плоскости. 
Проведя  въ  этой  плоскости 
прямую  М^С\  перпендикуляр- 
ную къ  моменту  ЗГ\  можсмъ 
соотв1|Тствуюп1ую  этому  мо- 
менту пару  преобразовать 
такъ,  чтобы  ея  силы  ^з  **  ^'  "^'лли  приложены  въ  точкахъ  М^  и  С  и  были 
перпендикулярны  къ  плоскости  движен1я.  Наконецъ  силу  (/  можно  разло- 
жить на  дв'Ь  ей  параллельныя  силы  ^^  и  ^^,  приложенный  въ  точкахъ  М^ 
и  М^,  Силы  V,,  Уз,  (?з  уничтожаются  сопротивлен1ями  т1хъ  преградъ,  кото- 
рый м'Ьгааютъ  точкамъ  М^,  М^,  Ж,  выходить  изъ  плоскости.  Остающаяся 
пара,  съ  моментомъ  М\  можетъ  привести  гкю  въ  движоа1е,  гготому  что 
ея  силы  дМствуютъ  пара.1лельно  плоскости;  чтобы  атого  дняжбН1я,  враща- 
тельнаго  около  перпендикулярной  къ  плоскости  оси,  не  произошло,  пара 
съ  >ишентомъ  М  должна  отсутствовать.  Птакъ,  для  равновЬс1я  твер- 
даго  тЬла,  для  котораго  возможно  движенье  только  параллельно 
плоскости,  необходимо  и  достаточно,  1)  чтобы  алгебраическая 
сумма  проекц1й  вс^хъ  силъ  на  всякую  лежащую  въ  этой  плос- 
кости прямую  равнчлась  нулю  и  2)  чтобы  также  равнялась 
нулю  алгебраическая  сумма  статическихъ  моментовъ  нс^хъ 
силъ  относительно  какой-либо  оси,  нарнендякулярвой  къ  плос- 
кости движей1Я. 

Легко  видеть,  какъ  (шредЬляются  сопротивлешя  въ  точкахъ  опоры: 
сопротиален1е  въ  точк*  Ж,  равно  и  прямо  противуположно  равнодЬй- 
ствуюпюй  силъ  К  \\  (^,;  въ  точкахъ  Мх  и  З/д  сопротивлев1Я  равны  и 
прямо  противуположиы  снламь  у^  ^^  Ма* 

376.  Равнов%с1е  тверд аго  т^ла,  опмрающагося  на  плоскость  тремя  точ- 
нами.  Та[гь  какъ  хля  г1.ла  волможнм  всЬ  движгн1я  пр»'ДЫД}'щаго  случая, 
то  для  его  равнов-Ьс1я  необходимо  должны  быть  выполнены  оба  про- 
дыдущ1я  услон1я;  ВО  теперь  они  недостаточны,  А  имевно,  гкю  будетъ 
только  тогда  осгаваться  въ  покоЬ,  когда  во  всЬхъ  трехъ  точкахъ  опоры 
давлен1я,  зависящ1я  огь  дЬйствШ  данныхъ  силъ,  будутъ  направлены  въ  ту 
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сторону  шоскости.  куда  т1ло  не  мо»гтъ  проникать:  поэтому,  сакь  до- 
Оавочнос  условие,  мы  им1емъ  трео^.-ваше.  чтооы  сшы  V.,  V-..  ^а-  подт- 
ченния  у2:азинны1гь  въ  ^  с^То  преооразован1емъ.  Оидн  направлены  въ 
отмеченную  выше  сторону. 

3.  355.  У1:а;»»ть  у  сто»  1а.  необходим  иг  для  того,  чтобы  можно  было  оав- 
иую  систему  сплъ  урьиыовъсть  двумя  силами,  приложенпымл  въ  двухъ  лмв- 
вихъ  704}:ахъ.  и  иаитп  -^ти  дв1  си.-ты.  Дл^*  р1шеи]а  см.  §  372.  Усаовхе  воз- 
моягности  ураьи'-в1шпван1Я  состоптъ  въ  томъ.  чтобы  момевтъ  равнод±.лствуж)- 
шек  иары.  полученной  оть  приведения  вс1хъ  «-плъ  къ  одной  равнод^йствужь 
ше!!.  приложенной  въ  одно1!  иэт^  даппыхъ  точехгъ.  Оы.'1ъ  перпевдякуляревъ 
къ  прохо;;ящей  че^^езъ  эти  ючкп  прямой. 

3.  356.  Тяжелый  однородный  цилиидриче;1лн  стержень  А  В  фиг.  1К1и  в1. 
СЯЩ1Й  Р  1:лло^^аммовъ.   им1егь    на   !:опд1;  А  веоодвпжнурэ  точку  вра1ххев1Я  л 

удерживается  въ  равнов±«ш 
въ  наклопиомъ  къ  вертикаль- 
ной лпнш  положенш  сопро- 
тлвлен1ями  двухъ  нитей  ВС. 
н  ВС»^  прикр1.пленныхъ  къ 
другому  концу  етержыя  п  за- 
к]>1пленныхъ  другими  пхъ 
концами  въ  двух-ъ  веподвпж- 
1-ыхъ  точкахъ  С  и  Са-  Сл1лать 
пострс*ен1я.  опред^ляющ^а  аа- 
тяжен1я  нитей  и  сопротлвле- 
1:1е  въ  точк*.  А.  Р1ш.:  Пусть 
Фаг.  1*'Л.  оудетъ   ^   равнодействующая 

•.ч.»11рОТИВЛеН1Й  ^.  и  ^.,  кото- 
р'^я  окяи*вар/гъ  лнтп.  Па]. а.  полученная  отъ  переноса  силы  у  въ  точку  ^. 
Д' 1.1  иг  и  а  л«1ть  м  ОМ'- II  п..  равт-й  п  притпвуположнып  моменту  той  пары,  ко- 
■]'|рая  полу  чает '/и  от-ь  I:  ере  нос  а  силы  Р  въ  точку  А:  поэтому  плоскости  об^- 
лхъ  парь  совпадг1>л-1.,  1.  е.  плоскость  1:е11Вой  пары  есть  вертикальная  плос- 
1:ос7ь.  содери:ащая  пр;1му1<^  АЛ.  .'^тнмь  определяете:!  направлеп1е  силы  ^, 
■1а К],  к.'игь  оно  кр'^-м!  тою  лежит ъ  въ  плоскости  о<'«1".ихъ  нптей.  Величина 
' -плы  (^  оп]/едг;:;зетси  кчь  услов!:-:  (^  .  АЬ  Р  .  АЕ.  гдг  А1)  перпендикуларпа 
\\ъ  ^.  а  АЕ  гмри'^'итальиа.  •'^па:?  (^,  найдемъ  ра^лмжепхсмъ  (^.  п  ^,.  Сопроти- 
\::и-1{\о  1;ь  Т0ЧК1,  А  равно  н  прямо  п  рот  иву  пол  он;  по  распод'Ь1"1Ствук»щей  пере- 
несен 1л--хъ   въ    :|7у   Т''ЧКу   СНЛЪ    /'  Л    (^ . 

3.  357.  Р1шлть  ту  же  -задачу  въ  предполон:еи1П.  что  чпсло  нптей  равно 
Т]1емъ.  п  у1;л.*ать  п]'он-1вольпый  :^лемсптъ  въ  этомъ  рт>шен1п.  Отв.:  Если  не 
прлппмать  в'1  вплмаи1е  р.'1ст;1ЖЛ«'А.'ти  нитей,  подчиняющейся  закон амъ  упру- 
Ю'.тн.  а  считать  нити  идеал ьп«^  перастяжимымп.  то  задача  остается  пеопре- 
д1«:1епи'1к^:  д.тя  11авпод1лст:;ук1:ле11  трехъ  сшротивлен!!!  нитей  можно  прини- 
мать въ  ве|лик;1ЛЫ]»и  пл'^спмстп.  с-дг-ржащей  прямую  АВ,  вг-якое  папрапле- 
Н1е,  не  выходпп^ее  и. п.  области  образуема  го  нитями  трех  гран  наго  угла. 

3.  358.  Опред1л1пь  сопротивлен1я  петелт,  диерп,  вращаю1це11ся  около  вер- 
тикальной осп.  ]^а*м1ры,  иес'ь  дверп,  а  таки;е  разстояп1е  межд^-  ея  петлями 
и  редпол  агаютс  я  да  и  п  ы  м  и . 

8.  859.  Решить  ту  и:'*  Г1лда':у  въ  прод положен! и,  что  ось  врап;еп1Я  пакло* 
йена  под7«  угломъ  а  къ  ве]»ти1:а.;ы1ой  ллп1п.  п  опрел+.лпть  вел пч пну  этого 
угла,  при  конторой  нижняя  петля  по  испытываг^тъ  л п какого  даплен1я. 
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3.  360.  В^сы,  коромысло  которыхъ  пм'Ьегь  длину  1^   нагрузкевы  на  чаш- 
кахъ  гпрямЕ  в-Ьса  I*  и  Р'  и  виходятся  въ  равнов'Ы;1ж,  отклонввкшсь  оть  сред- 
няго  11ол<'ЖОН1я  На  уголъ  а.  Опред4^лить  разность  Р*  —  Р^  знаа  вйсъ  еаъсихъ  в-Ь- 
соиъ  и  раз  стоя  и  1е  ыхъ  центра  тяже  ш'я  отъосв  11ращев1я. 
3.  361.  Однородный  стержень  СВ  (фнг.  162),  под- 
верзкеццый  д^йств1ю  снлы  тяя1ести,  подв-Ьшанъ  своимн 
воицаин    на  двухъ    верастяжнмыхъ    ннтяхъ    равной 
длины  9,  укр'Ьи.^хеннихъ  въ  двухъ  ненодвиясныхъ  точ- 
кахъ  А  и  Д    находящихся    па    равной  высоте   п    въ 
разстоянц!  Д1*у1"ь  отъ  друга,  равномъ  длив*  стержня  2п 
Зная    в4съ   Р'    стержня,    опред1^лить:    1)    моиентъ  М 
пары,   которую    нужно    къ    нему    приложить,    чтобы 
удержать  его  въ  равцов"Ьс1н  новернутымъ  окало  вер- 
тикальной оси  на  уголъ  а,  в  2)  еопротивлешя  ^=^^' 
шггей,  Р'Ьш.г 


2деа8р-  Р:=  О,     2в  пн^  .гсоз- 


-  АГг=0, 


Фвг,  162 


В  Отсюда,  исключивъ  ^1  можно  опред1у1ить  М  п  (^. 

Щ  3.  362.  На  призматнческомъ  стериш4  посажена  ууфта  въ  вяд^  параллеле- 

■      гшпеда  сь  квадратнымъ  поверечиымъ  с4чен]еыъ  (фиг.  163).  Къ  четыреиъ  вер- 
I      шпнамъ  его  А,  В,  С,  /Л    въ  плоскостяхт,    проходящихъ  черезъ  ось  стержня, 
приложены  равный  силы  Р,  Р\  Р",  Р"\    обралующ1я  раввые  углы  а  съ  реО- 
рамп    црпзмы.    Опред^лнть   величину  снлы  9,  которую  нужно  приложить  къ 

|муфт^  оодъ  даниымъ  угломъ  3  къ 
осп  стсрясня,  чтобы  удержать  муфту 
въ  равно в^сш,  и  р1гаит1,  вопрос  ц 
пграетъ  ли  какую-либо  роль  точка 
приложешя  силы  р.  Отв.: 

^  созр 

Если  пе  касаться  вопроса  о  со- 
противлен1п,  которое  стержень  ока- 

зываетъ   муфгЬ,   то  точка   про  ложе-  Фиг.  103. 

ЯШ  силы  ^  значев1я  пе  лмЬеш*, 

3,  363.  Коицы  иоя«екь  стола,  стоищаго  на  горизонтальной  плоскости,  на- 
ходятся въ  вершинахъ  равносторонпяго  треугольника.  Кром-Ь  вЪсв  Р  стола, 
силы,  которую  можно  считать  проходящею  че1зезъ  цоитръ  треугольника.  дКй- 
от]1уетъ  направленкая  вертикально  ввпз'ь  сила  ^\  аерео^'|Клющая  одну  изъ 
бпссектрнсъ  треугольника  и  д11лящаа  ее  въ  отношен1и  т ;  л.  Опред'^шть  да- 
влев1Я  Еожекъ  сгола  на  полъ.  Отв.: 


Р 
3  ' 


р 


2  (т  ч-  л) 


К 


3.  364.  ОпредЬлнть  въ  предыдущей  задаче  область  на  крыпигЬ  стала. 
внутри  которой  можегь  быть  взята  точка  приложеп1й  силы  1*\  при  услов1в, 
чтобы  столъ  при  этомъ  н©  опрокидывался.  Отв.:  Треугольнякъ  подобвый  я 
подобно  рпснолошеакып  съ  тЬмъ,  который  образу ютъ  ковцы  вожекъ  стола, 
<1тношеи1е  между  сторонами  этихъ  треугольниковъ  (Р -н  Р*)  :  Р. 
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РавновФс1е  твердаго  т&са  при  стщбствованш  треша 
въ  точвахъ  опоры. 

377.  Область  положен1й  равнов'Ьс1я.  Въ  §  312  мы  видели,  что  при 
опред^лен1и  равнов'Ьс1я  матерхальной  точки,  находящейся  на  поверх- 
ности, при  д'Ьйствш  силъ,  въ  составъ  которыхъ  входить  треше,  является 
неопред'Ьленность,  состоящая  въ  томъ,  что  возможно  безчисленное  мно- 
жество положешй  равнов^с1я,  образующихъ  на  поверхности  ц1>лыя  об- 
ласти. Подобное  же  обстоятельство  является  и  въ  вопросахъ  о  равнов*- 
С1И  несвободнаго  твердаго  гЬла,  въ  точкахъ  опоры  котораго  д'Ьйствуетъ 
трен1е:  для  него  оказывается  возможнымъ  непрерывный  рядъ  различныхъ 
положенШ  равнов4с1я,  не  выходящихъ  однако  же  за  некоторые  пределы. 
Совокупность  всЬхъ  возможныхъ  положен1й  равнов1|С1я  мы  можемъ,  въ 
переносномъ  смыслЬ,  тоже  называть  областью  положен1й  равнов']^с1Я. 

Сопротивлен1я  въ  точкахъ  опоры  могутъ,  при  различныхъ  положешяхъ 
равнов'Ьс1Я,  тоже  оказаться  различными,  и  для  нихъ  могутъ  быть  нахо- 
димы тоже  некоторые  пределы. 

378.  Общ1я  соображен1я  относительно  составлен1я   услов1й   равновЪс1я. 

Не  вдаваясь  въ  общее  изсл'Ьдован1е  вопроса  о  равновЬсш  твердаго  гЬда 
при  существовапш  трен1я,  мы  ограничимся  лишь  гЬмъ,  что  на  простомъ 
случа*  пояснимъ  некоторые  ир1емы,  которые  могутъ  быть  зд'Ьсь  приме- 
няемы. Для  этого  предварительно  замЬтимъ,  что  сопротивленхе  ^  въ  точк* 
опоры  уже  не  нормально  къ  поверхности,  по  которой  гЬло  прикасается 
къ  опор'Ь,  а  состоитъ  изъ  двухъ  слагаемыхъ:  Л'',  нормальной  къ  поверх- 
ности, и  Т,  иъ  ней  касательной,  обусловливаемой  существованхемъ  третя. 
Но  и  теиорь,  но  принципу  д11йств1я  и  протпвод-Ьйствхя,  сила  ^  должна 
считаться  равною  и  прямо  протнвуположною  тому  давлешю,  которое  т^Ьло 
производить  на  опору.  Особенность  настоящаго  случая  состоитъ  въ  томъ, 
что  для  существован1я  равнов'Ьс1я  п'Ьтъ  необходимости,  чтобы 
давленк'  было  нормально  къ  поверхности  опоры:  достаточно 
только,  чтобы  тангенц1альная  составляющая  давлен1я  не  пре- 
восходила предЬльной  величины  трен1Я. 

ЧтоОы  восьпользоваться  раньше  указанными  пр1емами  въ  вопросахъ 
о  равнов'кчи  можно  опять  прибегнуть  къ  принципу  освобождаемости 
и  прилагать  извЬстныя  уже  намъ  услов1я  равпов'1>с1я  свободнаго  твердаго 
г1;ла  кь  систем I,  силъ,  состояпшхъ:  нзъ  всЬхъ  данныхъ  силъ,  всЬхъ  нор- 
мальных!, сопротивлений  и  всЬхъ  силъ  трен1я.  При  этомъ,  если  принять 
во  1{ниман1е,  что  иъ  случаТ.  равнов1х1я 

гд1>  /' коэффии1ен'п.  пред'Ьльнаго  трен1я   (;5  310),  нужно   въ   условгяхъ 

равновк'ля  положить 

Т  =  IX 
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и  предполагать,  что  О^к^Г  (585) 

Вс'Ь  возможный  [толожен1я  равнов1т1я  будутъ  соответствовать  разлнтнымъ 
значеа1ямъ  к  нъ  указанныхъ  иред-^лахъ. 

Въ  случае  н'Ьсколькихъ  точек1|  опоры  будстъ  существовать  несколько 
неравенствъ  вида  (585): 

О  <  А^  ^  /;,     О  ^  *а  ^  /;,  .,.  (586) 

и  всякой  комбйнац1п  значен1й  к^,  к^,  . . ,  въ  этихъ  прод'кчахъ  будете»  со- 
ответствовать подожеше  равновЬс1Я*  ВсЬ  эти  положения  равнов'Ьск  и 
составляють,  можно  сказать,  ц^лую  область. 

Положен!»  равнов'кля,  соответствующая  значен1ямъ  к^=:^\,  А:|  =  Д, ... 
налы  ваются  пред  Ь  л  ь  н  ы  л  в . 

379.  Графи*1есн1й  пр1емъ  для  р%шен!я  вопроса  о  равновЪс!!!  съ  тре- 
жемъ  въ  одномъ  нзъ  прост'^йшихъ  слу^аевъ.  Приложи  Н10  приведеввыхъ 
выше  разсужденШ  будетъ  показано  въ  аналитической  статнк^^  (§  404); 
топерь-же  укажемъ  графическШ  пр1емъ,  позволяющШ  во  многихъ  сду- 
чаяхъ  судить  о  томъ,  находится  ли  твердое  гкю,  положение  котораго 
дано^  въ  равнов'Ьс1и  при  существован1и  трен1я,  а  также  у^сазывать  пре- 
д-Ьльныя  положен1я  равнов*с1я.  Этотъ  прЁемъ  особенно  удобенъ,  когда 
гЬло  можетъ  двигаться  только  параллельно  плоскости;  мы  этимъ  случаемъ 
и  ограничимся,  прнчемъ  будемъ  предполагать,  что  гЬло  изображается 
плоскою  фигурою»  а  силы  дЬЙствуюгь  въ  ея  плоскости. 

Положон1е  плоской  фигуры  вполнЬ  определено,  если  даны    дв^  непо- 
двнжаыя  ЛЛНИ1,  на  который  она  ипирается  свонмъ  контуромъ.  Пусть  бу- 
дутъ (фиг.  104)  Л' 4  и  Л^  нормальныя 
сояротивленЕЯ  въ  точкахъ   опоры^  а 

1\  =  к,К,,     у;  =  к,К,, 

при  услов1ягь  (586),  силы  трешя  въ 
этихъ  точкахъ.  Данныя  сильт,  какъ 
ле^капця  въ  одной  плоскости,  приво- 
дятся вообще  говоря  къ  одной  равно- 
д'Ьйствующей  Е.  Въслуча1>  равнов'ес1Я 
она,  по  принцип  и  у  освобождаемостн, 
должна  уравнов'кшиваться  силами 


у^  =  ЗГ;-ь  7;,      ^,=  N,4-7,, 
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а  Д.1Я  этого,  преаде   всего,   всЬ  три 

силы,  Л,  У^,  Уз,  должны  пересекаться  въ  одной  точк*.  Иначе  можно  ска- 
зать: сила  К  должна  проходить  черезъ  точку  В  перес^чен^я 
силъ  ^1  и  Уэ-  Но  эти  посл1дн1я  силы  не  нмЬютъ  определен ваго  напра- 
вления; онЬ  вызываются  данными  силами  и  поэтому  при  различныхъ  на- 
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гл^^\Л'.1   З"^  :;тг-.п   1:>:::,т  г  1^':1:х:± 
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С16  стержня  сд'Ьлается  пред'Ьльвымъ.  Отв.:  Когда  вертикалънал  пряная,  про- 
ведеявая  чврезъ  средппу  стержпя.  пройдетъ  черезъ  правую  или  череэъ  .тЬвую 
вершину  четырехстороннпка,  построеннаго  указанпым-ь  въ  ^  379  способомъ. 
3.  367.  ЛЪствида,  стоящ&я  иа  горизонтальЕОМъ  паду  и  присдовенвая  къ 
вертикальной  сгЬп'Ь,  находится  въ  равнов'1^С1п.  Показать,  что  еслн  челов'Ькъ 
станетъ  иа  эту  л-Ьстницу,  то  вообще  говоря  не  при  всякой  его  высогЬ  она 
будегь  оставаться  въ  равиов^с1в.  Определить  наивысшее  ого  возможное  по- 
ложен10  при  давноъ1Ъ  угл*Ь  а  л^Ьстнвцы  съ  горизонтоыъ  и  даыныхъ  коэффя- 
ц1внтахъ  /д  д  /,  предйльнаго  трен1я.  Онредйлпть  кром-^  того,  пренебрегая  вА- 
сомъ  л1>стпнцы  въ  сравнен1Н  съ  в^сомъ  человека  пред'1льное  значаще  угла  з, 
при  которомъ  по  всяко мъ  положена!  человека  на  л^ствиц^  ея  ра»но11'Ьс1е  со- 
храняется. Р^ш.  нерваго  вопроса  основаио  на  томъ,  что  равнодействующая 
в^са  .т*стнпцы  и  человека  можетъ  и  не  пересечь  область  четырехугольника, 
уномннаеыаго  въ  §  379|  н  что  въ  пред!кдьво1гь  подожеа1и  человека  эта  равно- 
действующая проходитъ  черезъ  вершину  четырехугольнвка.  Отв.  на  второй 
вонросъ:  Еслн  Д  коэффищентъ  нредельнаго  тре- 

Н1я  лестницы  съ  полоиъ,  то  о(  ^  ^  ^  агс1д/у 

Э,  368.  Внутри  вертикально  ноставленпаго 
обруча  лежитъ  палка,  опнриющаяся  »ъ  него 
своими  концами.  Определить  ея  крайняя  поло- 
жев1я  равновесия,  зная  коаффпщентъ  трен1я /. 

3»  369,  Тяжелый  призматичоск1и  брусъ  ле- 
Швтъ  на  круговомъ  цилиндре  нерпенднкулярно 
къ  его  оси,  которая  горизонтальна,  Ко;^ффпц^евт'ь 
трен1Я  дань.  Определить  предельное  никлонеп1е 
бруса  къ  горизонту  н  показать,  что  образующая 
цилиндра^  со  которой  происходить  при  этомъ  ка- 
сан1е,  леяснтъ  въ  тон  вертикальной  плоскости^ 
которая  содержить  центръ  тяжести  бруса. 

3.  370,  Стержень  ЛВ  (фпг*  !66)  опирается  однимъ  своимъ  копцою.  въ  вер- 
тикальную стенз'  и  въ  некоторой  своей  точкЬ  на  горизонтально  укреплен* 
ний  штпфтъ  С;  на  другой  конецъ  стержня  действуетъ  вертика.1ьНАЯ  сила  (^* 
Зноя  предел ьиые  углы  тренХя  въ  точкахъ  Л  а  Су  узнать,  иаходптся-ли  стер- 
жень въ  равновес1н  въ  дапномъ  положен1н. 
Для  реш.  см.  построен1е   на  фигуре  160. 

3  37К  Изследоватьвозможнылполошевгя  рав- 
новесия тяжелой  однородной  трехгранной  приз* 
мы  С^^^?  съ  горизоптальнымн  ребрами,  опираю- 
щейся на  два  ненодвижныхъ  рсора  А  и  В^  на* 
раллельиыхъ  ребрамъ  нрнзми  и  ааходящихся 
на  различной  высоте  Гфиг.  167). 

3.  372.  Разсмотреть  предыдущую  задачу  для 
цилиндра  съ  эдлиптичеекнмъ  осйонан1емъ  и  ука- 
зать нрн  данно&]Ъ  угле  ^  предельнаго  тренш  гео- 
метрическое условие  для  эллинтпчеекаго  сеченгя, 
при  которомъ  всякое  полоясенге  цплпндра  было- 

бы  положен1емъ  раияовес1я.  Отв.  иа  после днш  вопр ось  сводится  къ  тому,  Ч1 
эксцевтриситетъ  эллипса  долженъ  быть  настолько  малъ^  чтобы  центръ  эллипса 
всегда  оставался  внутри  угла  :1'^^  пмеющаго  своею  биссектриссою  калсую-либо 
нормаль  къ  эллипсу. 


Фиг,  и^Гп 
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Аналитическая  теорхя  приведвшя  силъ,  приложен- 
ныхъ  къ  твердому  тЬлу. 

Шеоть  отатическихъ  эдементовъ. 

381.  Координаты  вектора-силы.  Сила.  д^Ёствующая  на  матерхальную 
точку,  О11род1ояотся  ан1иитически  тремя  ся  слагаемыми  по  коордпнатнызгь 
осямъ  и  тремя  координатами  ея  точки  ириложен1я.  Но  сила,  действующая 
въ  твердомъ  тЬл1»,  является  векторомъ  передвпжнымъ,  а  поэтому  коорди- 
наты ея  Т1^чкц  приложен1я  пе  имЬютъ  вполн!>  определенныгь  значенШ. 
удовлетворяя  лишь  двумъ  уравнен1ямт>  прямой,  по  которой  д4йствуетъ 
сила.  Въ  |{  75  было  пока;и1Но,  что  передвижной  векторъ  аналитически  мо- 
жегь  быть  опр1мкляемъ  шестью  «координатами >  »/►.  м^.  м*.  р.^,  [1^.  ^1^..  свя- 
.'^:1нными  между  собою  зависимостью 

с     с  *       *  -•     -* 

КхрдЕнаты  В1*ктора-силы  мы  будемъ  обозначать  такъ: 

Е.  Н,  /.,  >и.  М^.  М-.  (587) 

У1>Г»стр:  :::и:ья':'каться  ?тими  ялементлми  въ  прнложен1и  къ  сихк,  д*й- 
отвукл-Ё  въ  тверюмъ  т^л^..  яротвуетъ  уже  илъ  того,  что  три  посхЬдн1я 
Е:»ор1Екагк:  вектора-силы  >!..  М^,  М.  нм1^ютъ  непосредственное  статиче- 
СЕ>    ?»Еач:г1:-.   Л   ИМЕННО,   и.^ъ    Гл кач^ннаго  въ  §{  Т>  и  Т1>  геометриче- 

сг^;  г.вач:Е1я  ?тг.хъ  л21«1НТ1-!п»  ол^1}1'П>.  чт^^  ОНИ  пред  ста  вляюгь  собою 
ста^ЕЧт  сЕ1г  эс^МгЕТЫ  оЕНк  с$ /И-;'*)  отн1чмпельно  коордняатныхъ 
С'С^Ё  ЕЛ  тагх:'  ~рогЕ::и1  на  к^ч  рдпнатныхъ  осяхъ  статическаго 
хскгЕта  СЕЛК  отБоситгльК':-  начала  К1»ор1пнатъ. 

ПрЕЕЕяая  жг  В'.-  };нпкав.:-  Т|Мк:г1ТВо  ;т»Г1^  Глчл}.1няго  момента  СЪ  МО- 
■евт::1Гг  той  гарк.  Г:-'Т1р;1Я  .•пра.-лчт^^я  отъ  г.аралл'.льнлго  пгреноса  силы 
В"!  начал:  1::1.Т|11:Еап  1;::  .^61;,  лкьль  ч;имъ.  1г^  ■  М..  М^.  М-  стть  сла- 
га:Х1^я  !■:  г.  ,  ги'.Е ^ТЕкх"!  '.  .ямъ  у..-Х'Н1а  г.лры  сплъ.  которуж! 
ЕтжЕ  :::  Е: . :  1г.ее:*  ы  :яее^п  кИл!.  1.;г:а  ::.'!а::.я  переносъ 
Е:т:Е-:1  з -1   е;.ч:-.1.   г.   :;.':ен.,:-:. 

ГТ1ЕЧ:А"г     ^.    Т-     *^     ..Е.-^:.!:':      г  ..;..:   ^.  .^ :  ь      :  .  •:  I ;1Л.Л;?:.Я     СЕДЫ 
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до  ея  оереноса,  или  вообще  какой-нибудь  точки  на  прямой  Д'ЪЙ* 
СТВ1Я  силы. 

382,  Непосредственный  выводъ  выражен!!!  для  моментовъ  силы.  Въ  видзг 

болыной  важности  иредыдутихъ  формулъ,  сдЬлаемъ  непосредственный  вы- 
водъ ихъ.  исходя  лзъ  пошпчя  о  персмЬн^  точки  др»дожед1Я  силы  въ  твер- 
домъ  гЬл+..  Силу  Г^  ирпложеннув:»  въ  точк*  А  (I,  г^,  С),  разложнмъ  на  ел 
составляющ1я  Н,  Н,  7,  по  прямьпп>,  иараллельнымъ  координатньшъ  осямъ, 
и  каждую  изъ  этнхъ  составлишщихъ,  разсматривая  ее,  по  закону  сложе- 
Н1Л  п  ра:зложен1я  силъ,  какъ  отдельную  силу,  перенесемъ  по  прямой  ея 
дМств1я  въ  точку  пересЬчел^я  ея  съ  квордпнатяою  плоскостью.  Пусть 
будетъ  А*  (фпг.  1(18)  точка  перескченЫ  прямой  Д'Ьйств1я  силы  2  съ  пло- 


/Л" 


Фиг.  168. 

евоетью  {У1<^),  ПослЬ  этого  сдЬлаемъ  иереносъ  силы  Н  въ  начало  коорди- 
яатъ  двумя  посл'Ьдовательньши  пргемами.  Сначала  перенесемъ  ее  въ  точ- 
ку -4",  основание  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  А'  на  ось  Ц),  При 
этомъ  перенос'Ь  образуется  пара  (2,  Е")  съ  моментомъ  ^Е,  параллель- 
нымъ  оси  {т\)  ш  направленны мъ,  при  2  >  о  и  ^  >  О,  въ  положительную 
сторону  этой  осп,  Потомъ  перенесемъ  силу  2  изъ  ел  новаго  положенгя  Н' 
въ  начало  координатъ.  Отъ  этого  образуется  пара  (Н'.  Е^^)  съ  моментомъ, 
параллельнымъ  оси  (С),  численно  равнымъ  произведешго  1Г)Н,  но  напра- 
вленнымъ,  при  Н  >  О  и  т,  >  О,  въ  отрицательную  сторону  оси  (^);  по- 
этому этотъ  моменгь  додженъ  быть  взяп>  съ  отрицательнымъ  зяакомъ. 

Итакъ,  переносъ  силы  Н  въ  начало  координагь  вызываетъ  пары  съ 
моментами  ^^  и  -  т^Е,  направленными  соответственно  по  осямъ  (т|)  и  (^в)* 
Перенося  подобнымъ  же  обраломъ  силы  Н  и  ^^  мы  получаемъ  еще  че- 
тыре пары:   ?Н  и  —  ^Н,  712  и  — Е2,  напрашюнныя  соответственно  по 


ЗоО   — 

ОГИМ1.  (О  и  (5),  (Е)  и  (т)).  Пс/Ь  шесть  моментовъ  могутъ  быть  расположены 
111.  (мЬдуницсй  гаолти»: 


I 


I 


I 


I 

И      -;И      о     '    ;11 
/    ,   г\7.   1      ;/      О 

Момонгы,  ложапио  на  одной  н  той  Ж1»  осн.  слагаются  алгебраически  и 
1ак«гь  формулы  1^:к^>^:  а  силы  Н,  1К  И,  перенесенныя  теперь  въ  начало 
коор1ин;пь.  МОП  гь  оып»  опягь  сложены  геометрически  и  даютъ  силу. 
1У0М1 1рпческн  ранную  пернонач;иьноЙ 

383.  Шесть  сунп.  опред1мющнгь  систену  С1игк  прмлояенныхъ  гъ 
тмрдону  т1Ау.  11ч1;и1  ирнне1ен10  снстч'мы  /г  данных-ь  снлъ  кп.  равнодКй- 
оплатой  снл^.  /»'  н  кь  ранногиоткухпцей  пар1.  съ  момонтомъ  М  и  при- 
нг.мл-ч  ла  ;;енгрь  г.рпнегеН1Я  (|5  л^Гч  нач:ио  коордпнатъ.  можно  для  ана- 
лу.: :;Ч:чк.гл^  .^'.лч' ;1иен1я  кек1ч^рок1.  /»  и  3/  нос11Л1ЬоОваться  геометриче- 
чк,у..  ;\,к;Кч".*?лм11  .^лТОп  ^^Тл^  111ч\^ктируя  нсЬ  векторы  на  три  коор- 
".:кл'.^к\>  л'г..  нл\о-ичъ: 

?;.       2.    ♦   I.   ♦    ...    ♦   Н.  ==  НЕ..    ) 

-  I 

,^V.V^  ..ц".ч   "     \'лл.    .ь,;.-гч    »       ..г;и;    ■•:',!..     '.М.::.-    :х.т-хк  тип 


V  I  "у    :.';*■  :  41 .    •   •  п  г    ;  - :  -1     '   \    * :     . :     ^     "  •       т.г;:..,л'-  «.г   :л1  гг: 


»86,  ф.  594. 


Н1Я  силъ  относительно   коордннатныхъ  осей,  нараллельныхъ  прежнимъ  и 
нроходящигъ  черезъ  точку  0\  Итакъ: 

Составляя  подобЕьшъ  же  образомъ  выражения  для  двухъ  другихъ  мошн- 
товъ,  можемъ  написать: 


Ж/  =  3/,-  ^.,Щ^ 


Статичесшй  жнваршнтъ  и  дннама. 

385.  Аналитичеснае  выраженш  статмчеснага  мнваршмта,  (1юрмулм  (51)1) 
легко  0(3  наружи  в;  И(ггь  су1цестнован1е  статическаго  инварианта  (§  35М).  Такъ 
какт.  нрн  из>11нен1и  цеятрм  11[ишеде1ПЯ  в»?лич1ша  и  направлевю  равно- 
д'кйствующей  силы  не  иззгЬняштся,  то 

поэтому  изъ  форму дъ  С591),  уз1ножая  ихъ  первыя  частя  на  Л/,  Н'Иг\  а 
вторыя  на  Н,,  Ву,,  Вг^  выводит»: 

Лр'Ж^  -ь  Е^М^1  -ь  Л.'М/  =  Л.Л/^  н-  В^^М^  -ь  7?.3/^;    (592) 

а  ато  есть  аналитическое  выражеаге  равенства  (577),  лотому-что 

/;.з/.со1?(Л,  Ж)  = 

=  ВМ  [со8  {В,  ;)  С05  (Л/,  ;)  -♦-  а^  (В,  т))  ст  (М,  г^)  -н  сш  ( Л,  ^)  со8  {31,  С)] 

!^  В, 31.  ч-  В^31^  -ь  В^Мг^  (593) 

ЗазгЬтнмъ  кстати,  что  одна  шестая  часть  атого  выражен  1я  равна  чц- 
сиенно  объему  тотриадра  1Иа,тя  (5?  Я 57), 

386,  Аналитическое  опред'Ьлен1е  динамы.  Формулы  (591)  позволяюпэ 
такл;е  определить  днпаму.  эквивалентную  данной  системе  снлъ  (§§  358 
и  359).  Пусть  будетъ  34  моменгь  пары  «той  динамы.  Мы  найдемъ  по 
формуле  (591)  его  слагаемый,  если  за  цеитръ  прнведешя  снлъ  возьмсмг 
какую-нибудь  точ1гу  на  оси  динамы;  въ  этомъ  случае,  такъ  какъ  векторъ 
3/,^  параллеленъ  В,  ц^гЬемъ: 


д 


ОТ] 


Л/о- 


а. 


Птагг-ъ,  предполагая,  что  т]^.  ^,  ;,  суть  координаты  какой-либо  точен  на 
оси  днвамы,  ваходииъ  ^гля  нихъ  слкдушщи]  два  уравнев1я: 


.1л-15«7?^ч-:;.д^ 


^Уг(  —  Ьо 


л^-^-^,^?^     ^|^^-^„л^^-7^,д 


л. 


л. 


л. 


^.  (594) 


—    352   — 

Нужно  зам'Ьтить,  что  когда  система  силъ  дана,  то  зд'Ьсь  всЬ  коэффыщенты 
могутъ  быть  заранее  вычислены  по  формуламъ  (589)  и  (590).  Такъ  какъ 
уравнен1я  (594)  удовлетворяются  координатами  всякой  точки,  лежащей  на 
оси  динамы,  то,  если  ?о,  ^1^,  ?о  считать  текущими  координатами,  эти  урав- 
нешя  представляютъ  собою  уравнетя  прямой  лин1и,  служащей  осью  динамы. 
Для  величины  момента  динамы  по  формул*  (579)  находимъ: 

Жо  =  И  С08  (Л/,  В)  =  31^  С08  {В,  5)  ч-  М^  С08  {В,  т))  -+-  Л/^  соз  (В,  ^ 

В,31,  -ь  Ву,М^  -4-  В^Мг 
=  ._.5  ^^,,,,^^4=4=.-^^—- ,  (595) 

\/в^'  -ь  в^'  -ь  ^г,» 

а  для  параметра  динамы,  по  формул*  (580): 

387.  Аналитическое  услов1е  приводимости  системы  силъ  иъ  одной  равно- 
действующей. Формула  (581)  въ  связи  съ  (595)  даетъ  непосредственно 
это  услов1е:  ^^^^  ^  ^^^^  ^  ^^^^^  ^  ^  ^^^^^ 

3.  373.  Зная  слагаемые  данной  силы  и  еа  моменты  относптельно  осей, 
проходящпхъ  черезъ  точку  (^д,  7|о,  Со),  опрсд^ихить  ея  моменты  относительно 
осей,  проходящпхъ  черезъ  точку  ($1,  7]1,  С,)  и  параллельныхъ  прежнимъ. 

3.  374.  Зная  моменты  силы  относительно  коордннатныхъ  осей,  определить 
ея  моментъ  относи1*ельпо  осп  (/),  проходящей  черезъ  начало  координатъ  и 
образующей  съ  осями  координатъ  углы  а,  р,  •^.  Отв.: 

М1  --  М^  008  1  -^  Л/^!  со»  Э  -ь  Мг  С08  7-  (598) 

3.  375.  Отно1!птельно  какой  прямой  (/),  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
натъ, моментъ  данной  сп.1ы  напбольш1й?  Отв.:  Относптельно  прямой,  парал- 
лельной моменту  данной  силы  относцте.1ьно  начала  координатъ. 

3.  376.  Зная  моменты  силы  относительно  коордннатныхъ  осей,  опред1^лить 
ея  моментъ  относительно  прямой: 

$  =  аС  -ь  6,      т;  --  сч  -ь  ^. 

Р|,1П.:  Нужно  проностп  координатный  оси  черезъ  катсую-либо  точку  этой  пря- 
мой, пармллольнын  даппымъ.  и  но  формуламъ  (591)  определить  моменты  силы 
отшхп'П'лмю  :уг\1хъ  о''еп,  а  потомъ  приложить  формулу  (51)8). 

3.  377.  Но  1слк<>м>'  гоометриче<:кому  м-Ьсту  можно  передвигать  точку  при- 
ложен 1:1  силы,  ПС  М1.11ЛИ  ея  момента  относительно  оси  (/),  проходящей  черезъ 
ничм.ш  кипрдинать  и  оГ)ра:»ук>щеп  съ  осями  координагь  углы  а,  р, ')^?  Отв.:  По 

11Ло.-К(м1  II 

1 1  сои  *;   -  /.  го<  ^ ,  ;  ч-    Уа  со.ч  1  -    Н  со.»}  *;)  '^1  -*-  '  Е  со8  "^  —  II  соз  а)  С  =  3//  =  пост. 

3.  378     Иычпглить  ««пьем!,  пчраара,  построеннаго  на  двухъ  данныхъ  си- 

лахъ    Н  .  И-  /- )  и    е.,  Н^,  У'-  .  1]рил(>:кепиых1.  въ  точкахъ  (;,,Т|1,  С^)  и  и^» '^|зГ^а)- 

*т«.:  Длл   |>|.111('т;|  гп.ч.п'.и  :ь  и1лра:1:он1е  стати  ческа  го    ннвар1инта  данной  си- 

1МЫ    «Ч'.П.. 


§  388,  ф.  000. 

3,  379,  Сделать  авалитическвиъ  цутемъ  11риведен1е  двухъ  сялч.  предыду- 

'  щей  задачи  къ  дпнам^. 

3.  380.  Можио  ли,  иэм'Ьшш  одну  слагаемую  одлок  изъ  свлъ  даяуой  си- 
стемы, привести  иосл^днюю  къ  одной  равнодЫ4ствующсп.  От  п.:  Можно,  по- 
тому-что  это  приводятся  къ  р-Ьшепш  уравнен1я  (5У7)  относительно  одиов  паъ 
(входнщихъ  туда  слага&мыхъ  данной  системы  силъ> 
3.  381.  Зная  параметръ  Р  диыаиы,  паправлеше  (ос^  ^,  •^•)  ея  оси  и  величину 
енли  Е  дпвамы,  определить  слагаемыя  ея  ыомепта.  Отв.: 
[  М^^  =  РВ  С08  ас,       М^у^  —  РН  С06  %      М^г  —  РВсол-^, 


3.  382.  Предполагается,  что  данная  система  силъ  прииодится  къ  одной 
"равнодг^йстиующей.  Огтред-Ьлить  прямую,  оа  которой  эта  равно д-Ьйствующаи 
ыаходптся*  Отв.:  По  уеловш.  что  если  какую-либо  точку  этой  прямой  ваять 
К  за  центръ  приведееш  еилъ^  то  моменть  равнод'Ьйствз'*ощев  пары  доллсенъ  ока- 
Иаатьо!  рявпымъ  нулю,  мы  получимъ  урнвиевЫ  искомой  прямой,  прнравпявъ 
И  нулю  дна  изъ  выраженШ,  стоящиасъ  во  вторыхъ  частнхъ  формулъ  (591)  и  счи- 
Нтаи  при  ;л'Омъ  Е^,  т^д,  Со  текущими  коордяватамм, 

Н  3.  383.  Найти  геометрическое  м'^сто  такихъ  точекъ,  что  если  въ  одну  иаъ 

яихъ  перенести  точку  приложенш  одной  иаъ  силъ  данной  системы,  то  эта  ев* 
стема    приведется    къ  одной    равнод1>йствующеЙ,    Отв>:  Плоскость,  ур11вае111е 
Вкоторой  легко  составить,  пользуясь  усдов1емъ  (597). 


I 


Аналитжчесша  усяов1я  равнов11с1я  и  эквивалентности 
системъ  силъ»  приложенныхъ  въ  твердому  т*лу. 

388.  Уеловш  равиов%с1я  свободнаго  твердаго  Нла  Для  равнов^с^я  силъ, 
приложенныхъ  къ  твердому  гЬлу,  им1;емъ  уеловш  (583).  Для  равенсп*а 
нулю  какоп>лиоо  вектора  неогЗходимо  и  достаточно,  что  вс^Ь  три  ^го  сла- 
гаемый по  осямъ  координа!^»  равнялись  нуля»;  т*  е.  теиерь 

Е.  =  О,     П    ^  О,     п.  =  О,         М,  =  0,     М^,=  О,     Мг  =  О. 

Итакъ,  но  формуламъ  (589)  и  (590)  нахолимъ  сл*Ьдующ1я  шесть  необ- 
ходимыхъ  и  достаточныхъ  услов1й  равновФ.с1Я  силь,  приложен- 
иыхъ  къ  твердому  т11лу  и,  что  то  же  самое,  (§  366),  шесть  услов1Й 
равнов11С1я  свободнаго  твердаго  т1>ла: 

1:^.  =0. 


^:н.  =  0. 
12,  =  о, 

гдЬ  число  членовъ  иг  каждой  суммЬ  равно  числу  дапиыхь  сил^ 
и       Если  за  центръ  11р1шеден1я  силъ  нужно  иоч«^му-лнбо  взя1 
координать,  а  какую-либо  другу»  точку  (I,,  •!)„,  ч»).  то,  Х(т. 


(599) 


г.   1м-;.«  -  •  ••'   .    1    Ь'  '-.г.    II..:.  ::\  г. 


«-Г.» 


м. 


У(^  ^Я^       }{.  =^/- 


!•- 


17,    =-_7, 
1   '.  У-.  —  I Н.    =  1  т!_  2  —  :;,Н  .  ; 
1:2         г.  2      ^  1   :  Е        =7  . 

,   -^  1     ......  »»         "  =  1.1 ■*•. 

'::*..".-»    .',ч>-^л  7.1лг^  ..у-:.:  .х^Г:!1.т-,я  х;Г:.:тзьг]Г!.   X  хзаьь!  Я'гз: 

"^ЭД.  Стемяь  <щид1личгп1  п  тшдж%  •Ль  м— 1М1МС11-   Ею 

..;,/.■* л;:.  '/^  -сн/ л. '.•<.•■  :;.  .;.*лс^.1Л  :и-1.1.  л.ьь".  .:гС»-12ахаоа  31:ЕГ':ръ.  ■.•^^р^- 
.:;/■.::>.:  :;:.?:.  Игч.г.  *:л.:;;  ^5;л.^1г;йТг  -гг-гг  о-лГ-г  -ияА  то  ил  осрехк- 
:*-./?л'/.;/  ;.'.... -и. и  :[/•''>•':,»  ';>-.: -53.-=:  л /у^к'ГгЯ-лъ  у:л'.н[А.  Нтхно  впр^:»- 
ч'*г.\    1';.?  .:/:;..    <;'.  й';.    л;- чаях;..  н>.'//.члЬ'  1'.нжнглТЬ  вгъ  практич^нгкомь  от- 

?',;.;(./     Ч  /^ ' ,  г  ,     ;/':.-;■'':.■(.  ^  X '/.    у  '^  .Г  .  й.  Й  '^  Ги  й>1*'Т  ь    ^  4''Я"0  Нг  000ТВ1т«ЛБуХ'ПИЖЬ 

..:,'.:'.:  ;{;г..:и  ;.!.:.;  и. я.   .-'Л.ь  ЧТО  м-.гтг!-    ::';Тр^^^в;1ТЬ^:я  ►гше  Е^кС'Торыя 


..1  :;.к:йИ  ;:г*--.:;, 


-/.и. и  '/:но«.иг'=:.гья    ланя -а  сист^гмы  сихь  для  топ>. 


ЗЙ1.  :)амЪиви1в  системы  снп  одною  сндою.  Пусть  отдтгь  5,  X: .  \^ ,  5* 
^?'  ,.м^.1й  '.ИЛ1  /     и    .г;|Г.|^гяыя,  я  о.  Ь.  с  Кмордннагы  ^я  точки  придохешя. 


Л: 


.V 


Л'.,  .    ^"'  =  /•'- 


с.Ч     -  -    Л/: 
О.^.    .=  :     .1/.,   . 
//Л:  Л/'  . 


(вОЗ> 


(604) 


—   355    — 


§393.  ф.  608, 


ирнчрмъ  вторыя   части   определяются  данными  силами.    Пзъ  уравненШ 

(604)  только  два  различны;  а  именно,  если  умиожить  ихъ  иервыя    части 


на  «:  ,    .У^  ,    .4- 


а  шч>рыя  части  на  Щ  ,    И^^ ,    Лг  ,    равный  имъ  на 


освован1н  рав1*нствъ  (603),  и  сложить,  то  иолучим1>: 


^-^г^-п 


(ео5) 


зависимость,  не  содержащую  яеизвЬстаы^съ.  Смыслъ  атой  зависимости 
уже  изв1)Стенъ  (§  387> 

392,  Зам^иен1е  системы  силъ  двуия  силами,  случай  1-й.  Пусть  будуп. 

заданы  точки  ирилиж<лпя,  О^  и  0^,  искомыхь  силъ  ^1  и  5а  Возь- 
мемъ  начало  координап>  въ  точкЬ  О,,  а  ось  (у)  напраннмъ  черезъ  точку 
(\,  такъ  что  для  координатъ  этих*ь  точекъ  Оудемъ  нмЬть: 

а^  =  0,    Ь^  =  О,    с^  =  О,       а^  —  П,    Ь^  =  0,    с,  =  (>,(>,. 

Ус!0В1я  эквивалентности  даютъ: 

♦  »  % 


с^Я,^  =  М^ 


€*">..    =    М 


Г1    ♦ 


М.  =  0. 


(607) 


Последнее  уравнен!^  покааываегг.,  что  задача  не  всегда  можегъ  быть 
решена:  для  (?я  возможности  ироекщя  статическаго  момента  данной  си- 
стемы силъ  на  прямукл  проходящую  черезъ  точки  приложения  искомыхъ 
силЪ|  должна  равняться  нулю.  Когда  ато  условге  выполнено,  мы  нмЬемъ 
пять  уравнетй  (606)  для  опред!»лен1Я  шести  неизвЬстныхь  и  находимъ: 
^2^  "^-^ъ^  ^1^'  ^1г\  *'  5,,*-ь^Н^*  '^'^о  *-'**•'"  &\^  и  Л'з'*  не  могутъ  быть 
найдены  каждая  въ  отдЬльности,  это  понятно;  потому  что  эти  силы  Д'ЬЙ- 
ствуюгь  по  одной  прямой  и  сл'Ьдовательно  могугь  быть  какъ  угодно  ела- 
гаемтэ!  и  раз.1агаемы,  лишь  бы  сохранялась  ихъ  алгебраическая  сумма. 

393.  Другой  случай  за1гйнен1я  системы  еилъ  двуми  силами.  Пусть  бу- 

дугь  даны  даправлед1я  силъ  -5,  п  5э.    Везьмемъ  ось  (;)    параллельно 
снлЬ  5,,  а  плоскость  (Ц)  параллельно  силЬ  |5э;  тогда 


е.,  =  о, 


8^у^  =  5,  йи  (р. 


«,,  =  о, 


(608) 


у  уголь  меаду  данными  направлен1ями  си.ть.  КромК  того,   пользуясь 
1Ъ,  что  точку  цриложсн1я   силы  можно   въ  гвердомъ  т+итЬ  передвигать 
но  прямой  Д'1>йств1я  с^иы,  предположимъ,  что  об*  искомыхъ  силы  прило- 


Я5в 


Ж"Я|.г  л'г.  .очк^г^;.  чгогко^г^  (г^^)  'фиг.  К;^*!,  г.  ^.  что  п.  =  •).  /|^  =  •  •. 
И''1^^.к1/'гиг,(^к  '/тиг.т'^я  т^*'*ти  в^'ми'тияп.:  Л',,  .^'з,  Ь..  /I,.  />..  ^^  но  чь* 
;ки,ж>»'1.  'гт',  г-ь  оля^й  <"т<'|р^И|>г  ^.пятг»  :'^^^^а^я  н^  всегда  В1;Зможна.  а  -гъ 
|руг^»й  ^  г'»р^нг.г  к'ь  р'!,пг"Я1Я  ^^тя^•т'Я  яропр^'л^гияяог.ть.    Условия  •>1:впза- 

.г^ятя^сти  лиютъ: 


Л. 


»     .4,  г:о>;  V 


/Л.     » 


1) 


Фиг.  м;'.» 


Л.     -     О; 


Л.К, 


(611) 


N  рмммрмН'  ГГ||0)  ||р  ((ги'ржмп.  мг.коммхъ  игличинъ  н  иоказывастъ. 
ч|и  ИИ  ||м:ии»жимгц|  :и1.111чи  ('пгггмя  диппмх'Ь  сил'ь  должпа  удовлетворять 
\1МП1||И1.  мгм»»ы  п.1!'рГ|р}игнч'|;яи  гуммя  их'ь  »р(м«кц1й  на  прямую,  перпенди- 
|.у.111|)11ум1  1(1.  :<:!  (мммммь  пппрпплпИимп.  оОЬпхч.  искомых'ь  силъ,  была  равна 
И)  1М1  Ю-.ш  :ип  углпи1р  пыпплтмм),  то  урпмпппи  (<И)1))опр('Д'Ьляют1>  величины 
•  1111.  .V,  п  .ч.,;  при  МГИМ1..  гпглпгим  ("1.  формулями  ((»0Н),  инаки  ОТНХЪ  ВбЛИ- 
МИШ.  у1;!)жуп..  мь  ьиьуим*гпрппу  силы  иппряплгнм.  Уравнеи1я  (Г)11)  опре- 
111.1ИИЧ1.  »,  и  »..,  и  И1»:ч'ому  И  с^  г'р  нгличину  кратчайшаго  разстоян1я 
мпжп  приммми  1Ы1пм111  гиль  .^*,  и  N3.  ;|.лн  1\  и  л.  оота»*гся  одно  уравнен1е; 
1:)ьим).  1и\р:):ь<мь  <>Vиу  ип«  :и'И\ь  коор ишагь  МОЖНО  а^иать  произвольно. 

л  Яв4  МпчИмп\ть  оП'МГму  опль  л»\мн  оплимп,  н:п»  ко1ч^рыхъ  для  одноп 
1:ппи  И1М«м«««  «  пппрпп.пмИо»  й  дтй  дрУ1мп  во1\  три  СП  статпчсскпхъ  ыоиента. 

Л  ЛЙВ.  МпмЬппь  «чъчгмх  гпль  громя  опламп  к*^^,  .Чй»  »*^.  ложащпмп  въ  пло- 
.ьигглм.  »т,.\.  ,  л  .  \:>,\  п  плриллольпымп  ооям1%  угД  (*^  п  (;  . 

Л  Лив.  Г;г<оЛ^>,пь  \1МЛ1и«?  ^^^ниом-ЬяМя  т|^\ъ  оплтх  клкъ-нпбудь  лежащнхъ 
Р1    1р^м    кио)и«1<лг«>^м^  пл.ч  ко.'тячъ»  «  плкя.чйтк  Ч1\>  11ап]\аваен1Я  этнхъ  сплъ 

$    8в7    •^^мГтп!.    »'пг•^Vм^    ^'«л^^  пи^^пч*^  ч^плямп  Я.  гч^  ....  8!^.  лелгащнии  на 

л  .  ,♦  4.     -.     ...      О    . 

1"^'^  с    "Г,..  ...  кол^пп'^л'.м  «'»*««'*«  тт-чг  т.^ч^к>  кяж.1л{^  прхулй.  1:ред11с».~агаютсл  дав- 
.  т?л  \п  -л  ■  *  к т  у  "К ; . :  г т;  "1 V  г  т  к  .V-  г  тг- :.  ьнл  .4  .  >^ . ..  .\  тпе^-'ТП  у  т»ад1Не- 


71  т..  МП 

О 

•■    V        '^Г\\* 

';■. 

.  Т?Л\1ТЛ 

'М*« 

N. 

«•Л^    1 
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.^^V   •?.     4 
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.V»*     •■ 
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1^^*       я.         -1 

ч. 
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ч. 

,^.ч    •,       . 
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1      .'Л* 
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.  ,        •* 
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1        '^.ч   '5. 
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■■:1>      ■", 


1.    Гг>-  Э 


—   357    — 


§  395,  ф.  С 12; 


Для  возмоя«пости  задачи  иеобходими,  чтобы  ипредЬлитель,  составленный 
11зъ  коэффнщентовъ  этвхъ  уравнен  1М«  не  быль  раввнъ  пулю. 

3,  389.  При  накомъ  условш  могутг>  взаимно  уравпоп4шпваться  шесть  свлъ, 
лежпщпхъ  па  шести  дапныхъ  пряыыхъ?  Отв.:  Необходимо,  чтобы  оаред^ьли- 
тель  предыдущей  задачи  былч»  рааепъ  нулю.  Невзв^стпыыи  являются  отно- 
шен 1я  пяти  сплъ  к-ь  шестой «  такъ  что  абсолютны»  велдчнвы  сил'ь  остаются 
произиольнымп. 

3.  389.  При  кнкихъ  условЬяхъ  могутъ  взапино  уравнов-Ьшиваться  пять  или 
меньшее  число  силъ,  лежащпхъ  па  даниыхъ  прямыхъ?  Отв.:  Эти  условия  вы- 
ражаются равенствомъ  пулю  двухъ  пли  большаго  чпсла  опред-Ьлителей,  соста- 
вленвыхъ  п.чъ  коэффнщентовъ  при  неизвестных!,  велвчинахъ  силъ  иъ  ура- 
вцон1яхъ,  подобныхъ  уравиен1ямъ  (612). 

Ашвмштшческш  услов1я  равнов'Ьсгя  весвободнаго  твердаго 

т*да. 

394.  Число  усла81й  равнов^с1я  въ  зависмиости  отъ  постановки  вопроса. 

Число  уа10в1й  ра(шонйс1Я  будеть  каждый  раэъ  различно,  смотря  по  тому, 
будемъ  ЛИ  мы  нырижать  только  условия,  которыя  должны  быть  выполнены 
для  даиныхъ  сплъ^  чтты  су1Д1'ствовало  равиовЬсге  гЬла,  или  также  бу- 
демъ  отысш1вать  соиротпвленШ  связей.  Въ  первомъ  случа*  число  условгй 
ра1Ш01г1;с1я  будеп,  менЬе  шести,  во  второмъ  же  сту^чаЬ,  согласно  прин- 
ципу освобождаемости  (§  303),  мы  всегда  будемъ  нмЬть  полное  числм 
ура1шен1Йу  причемъ  нЬкоторыя  иуъ  ннхъ  будуп>  служить  для  определения 
сопротиплен1Й  связей.  Вопросъ  объ  опред'Ьлен1и  атихъ  соиротивлен1Й  на- 
ходптсл  В1.  ткпой  связи  съ  вопросомъ  о  замЬненш  данной  системы  силъ 
другою,  ей  гп;йивалептпокк  А  именно,  ести  данная  система  силъ  уравно- 
в^ш]|вается  сопротивленшми  у^,  ^л, ...,  то  она  можетъ  быть  замЬнена  и 
всякою  другою  системою  силъ,  уравнопЬшивающеюся  гЬми  же  сонротив- 
лен[ями;  но  въ  чнслЬ  таких1.  силъ  находится  система  силъ  ^^^  ^^\  ..„, 
равныхъ  сопротпвлен1ямъ,  лежапи!хъ  на  г1;хъ  же  нрямыхъ,  но  противу- 
положно  имъ  направлен ныхъ.  Опред'Ьливъ  силы  ^^\  Оэ'»-—  "^  ус10В1ямъ 
9квнв1иентности  ихъ  съ  данною  системою  силт.,  мы  найдемъ,  изм'Ьнивъ 
ихъ  направлен  (Я,  т.  е.  перемЬннвъ  знаки  у  ихъ  слагаемыхъ  ио  коорди- 
натны-мъ  осямъ,  и  сопротнвлен1Я  ^^^^*^^^^^*  Наоборогъ,  составнвъ  уСЛ0В1Я 
равновФ»с1я  данныхъ  силъ  съ  сопротивлениями  ^^^  <2а,  ...^  определи  въ  от- 
сюда носл11ДН1я  и  изм'Ьнивъ  знаки  у  ихъ  проекцШ,  мы  цолучимъ  силы 
^^\  ^2\*7  эквивсиеатныя  даннымъ.  Понятно,  что  и  степень  ппредклен- 
ностп  въ  задач*  объ  опред'клен1и  сопротивленШ  такал  же,  какъ  въ  задач* 
объ  эквивалентности  (§  390к 

Дальше  будуп»  составлены  ашиитическш  услов1я  равновЬсгя  для  гЬхъ 
случаевъ,  которые  были  разсмотрЬны  въ  глав'Ь  X  геометрическимъ  путемъ» 
При  г>то.мъ  знакъ  51  будеть  распространятьсл  только  на  данныя  силы. 

395.  Твердое  гЬло   съ  неподвижною   точкою.    Принимая  эту  точку  за 

начала    координатъ   и  применяя    формулы    {.").^8),    находнмъ    по  условш 


I 


—   368   — 

§  371  сл-Ьдующгя  три  услов1я  равнов'Ьс1я  ^) 

V  (Й  —  Щ  =  О,  (613) 

1(Ш— -Г12)  =  0. 

Прим'Ьняя  же,  для  опред'Ьлен1я  сопротивлешя  ^  въ  точк^  опоры,  прин- 
ципъ  освобождаемости,  мы  должны  написать  всЬ  шесть  уравнешй,  изъ 
которыхъ  первый  три  будутъ: 

IЕ-^-^^=  О, 

1Нч-(г^=0,   I  (614) 

Е2  -ь  ^.  =  О, 

а  остальныя  своего  вида  (613)  не  измЬняютъ,  потому-что  статичесше  мо- 
менты сопротивлешя  относительно  координатныхъ  осей  равны  нулю,  такъ 
какъ  эта  сила  приложена  въ  началЬ  координатъ. 

Если  начало  координатъ  почему  либо  не  можетъ  быть  взято  въ  не- 
подвижной точк-Ь,  то  уравнетя  (613)  должны  быть,  согласно  формуламъ 
(591),  заменены  следующими: 

2  (т|2  -  Ш)  -  -По!?.  —  Со1Н  =  О, 
V  (^5  -  Щ  -  Со22  -  Ео12  =  О, 
5;(ш_^Н)_5оХН       т,,ЕЕ  =0; 

а  если  опять,  для  опред'Ьлен1я  сопротивлен1я,  прим-Ьнить  принципъ  осво- 
бождаемости, то  къ  этому  присоединяются  уравнен1я  (614). 

396.  Твердое  тЪло  съ  неподвижною  осью.   Принимая  эту  ось  за  ось 

(^)  и  выражая  услов1е  §  372,   получимъ  одно  уравнен1е  равнов-Ъсха: 

Х(Ш- 'г]2)  =  0.  (615) 

Воиросъ  объ  оиред'Ьлен1и  сопротивлен1й  на  оси  вращен1я  можетъ  быть 
рЬшеиъ  при  помощи  уравненШ  (606)  и  (607):  сопротивлешя  ^^  и  ^,  въ 
точкахъ  опоры,  которыми  определяется  иоложен1е  неподвижной  оси,  равны 
и  прямопротивуположны  спламъ  ^^  и  5з,  эквивалентнымъ  данной  систем'Ь 
снлъ,  если  только  эти  силы  считать  приложенными  въ  точкахъ  опоры. 
Итакъ,  взив1>  начало  координатъ  въ  одной  изъ  точекъ  опоры  и  прини- 
мая во  внпман1е,  что 

.4,  ->-  у^  =  о,     6',  -ь  Уз  =  О, 

*;  Злачекъ  ц  ,  указь1ваю1ц1й,  что  въ  суммахъ  должны  быть  поставлены 
члены,  соотв^тствуюиие  всЪмъ  силамъ,  означеппымъ  нумерами  1,  2,  ....  ♦,  ....  »^ 
д:1Я  у11{)01цон1я  опускается,  как-ь  зд-Ьсь,  такъ  и  въ  да.льв^йшихъ  формудахъ. 


§  398,  ф.  611 


по  уравнен1ямъ  (606)  находимъ: 

9щ^  9.г^=     5:н. }  (616) 

а  шестое  уравнение  совпадаетъ  съ  услов1емг  (615). 

Если  почему-либо  нельзя  ось  вращен1я  аринять  за  координатную,  тс» 
можно  Д.1Я  составлешя  услов1Й  равновЬс1я  восаользоваться  сказаннымъ 
въ  задач*  376, 

397.  Твердое  т%ла  еъ  вольною  осью.   Есш  оту  ось  принять  за  ось 

(ь),  то  ио  ус.капямъ  §  373    находамь   сл^дуютшя  два  условия  равно- 

В  ЬСЛЯ: 

5:(ш  — Т|Н):==а  I 


(617) 


Лля  опред'Ьлен1я  сопроти11.1ен1Й  въ  точкахъ  опоры,  нужно  цринять  во 
вниман1е,  что,  при  отсутств1П  трен1я  на  вольной  оси.  сопротивлешя  ея 
могуп.  быть  только  къ  ней  пгрпеедикуляреы,  и  поэтоиу  опредЬляются 
четырьмя  элементами:  ^у^.  У,^,  д^^,  «З^».  Для  этого  мы  имЬемъ  пер- 
вое, второе,  четв(^рто(^  и  питое  азъ  уравнешй  (616). 

398*  Твердое  т^ло,  имеющее  только  поступательное  двитеню  по  дан- 
ному направлвн1Ю,  Предполагая,  что  ось  (^)  направлена  параллельно  по- 
ступательному движению,  находнмъ,  согласно  сказанному  въ  §  Н7г  сле- 
дующее одно  услов1е  равнов'Ьс1я: 

22  =  а  (618) 

Для  опред'к1ен1я  сопротивлешй  будемъ  предполагать,  что  поступатель 
ное  двпжеи1е  тЬла  осуществляется  та- 
кпмъ  обр1гзомъ,  что  существует!»  воль- 
ная ось  и  некоторая  точка  Л^,  прину- 
жденная двигаться  въ  плоскости,  па- 
раллельной этой  осп  (фнг.  170).  Соиро- 
тивлен1я  можно  считать  приложенными 
въ  двухъ  точкахъ  М^  и  М^  на  воль- 
ной осп  и  въ  точк1>  ^^  м,  при  отсут- 
СТВ1Н  трети,  периендикулярнымн  къ  на- 
иравлен1ю  движен1Я.  Для  простоты  бу- 
дешь предполагать,  что  31^  есть  осно- 
ван1е  перпендикуляра,  опущоннаго  изъ  Л''  на  вольную  ось.  Означая  пе- 
резъ  <?1,  ^2,  ^^  сопротив-1ен1Я>  черезъ  а  разстоян1е  точки  ^  отъ  прямой 


ч- 


^ 


<?.' 


-  { 


Фиг.  170. 


360   — 


.V. 3/^.  черезъ  с^  н  с^  координаты  точекъ  ЛГ|  и  М^  яа  оси  О  н 

2'4гля,  что  ось  (;)  совпадаетъ  съ  прямою  М^N,  ивгЬемъ: 


н- 

<?з: 

«-5:е 

=  0, 

«.тГ»-<?=т, 

=  0 

ь1Н 

=  0, 

— ''•..<г:т,-» 

V 

(т/  - 

-;н) 

=  0, 

ч-  С2(г,.  -» 

V 

(;=- 

-щ 

=  0, 

(Л-сюда  можно  определить:  д^,,  (?,^^,  ^д^,  Р,  и  ^>,^  н-  в,^. 
гаемыя  (^^^  и  (?з:  ^^  могут1>  быть  найдены  въ  отд'Ьдьностн  во  првч 
подобной  той,  которая  изложена  въ  §  Н92. 

399.  Твердое  тЬло,   двигающееся  пара^^Iедыю   пмсамтв.    Прк 

плоскость,  содержащую  точки  М^,  31.^,  ^^/,  (см.  фиг.  160  вгь  §  37; 
Еоординатную  (;Т().  По  услов1ям1>  §  375  мы  должны  выразнхц  что 
ек111я  равнод11Йствующей  вс  Ьх1,  гилъ  на  всякое  взятое  въ  атой  шоа 
направлеше  должна  быть  равна  нулю;  для  этого  необходщяо  н  д 
точно,  чтобы  ея  проекши  на  как1я-нибудь  два  направаеноя  вгь  кшю 
равнялись  ну.1ю.  Поэтому,  а  также  выражая  еще  второе  требованве  { 
получаемъ  сл*д)'юиия  три  услов1я  равновМя: 

,Хля  опред-Ьлешя  соиротнвлеи1й  <)^,  (^.^,  ^|  въ  точвахъ  М^^  М^  ш 
сопротивлен1й,   предполагаемыхъ.    при  отсутствии  трен1я. 
ными  къ  плоскости,  находимъ: 

1Е  =:^  о,     ХП  =  о, 

ч  ч  ^ 

Знаки  ..;п)-.:ия-.ч1.:х1.  ■  т.!'аа  М'.-лпчин!.  <?,».  ^а-  Р»,-  ^ТХЛ^  !■ 

*  п  ч  ^ 

вать.  иь  1:;п:у-«    ':Т'«1г  иу  ::.:■    ко'ти  ел.»  направлено  каааое  опЪ 

смири! И1и»-Н.'  . 

400.  Твердое  тЪло.  опирающееся  тремя  точками  на  вмснпьь  0№ 

:^тиГ"  \\чЩу.-.     у:    ..:•..::.:::  ::о    ;  1^:.:?  ч.1-1'И  въ  томъ,  ЧТО 
п.;рь  1В.-|^:  ■  :  г.::      .:■:  ..;::?■   ■  :ь   :1.т.м:1;..с1Н    въ  одну 

то  даннг.:я     ;..      ^  .:.::{.-  ..:■:;;::;"■:.::-  :  ^-1" 


< 


( 


:л«.*гБостн.   Чтобн 


—  ЗВ1 


§   10К  ф.  624. 


,аяа-1итлческн  пто  требопан1с,  напра^имъ  ись  (>)  въ  ту  сторону  огь  пло- 
|€КОсти,    куда  гЬло   мозкетъ  отъ  нея  отходить,   ТЬло  гЗудеп.  прижато  кг 

плоскости,  ес1и  во  всЬхъ  трех1*  точкахъ  Ж,,  Л/^,  М^  силы  будугт*  цро- 
Ч!зи(здить    ЕЯ   плоскость  давлен1е,   т,  е,    если    согфот11а1сн1я  ^^,    д^,   д^, 

равная  и  прямо  яротивуиоложныя  этимъ  давлен1ямъ.  будуп»  направлены 
|въ  сторону  положительной  оси  Гъ).  Въ  крайнемъ  случаЬ  эти  силы  могугь 
;быть  и  равны  нулю;  поэто51у  получаомъ  слкдуюшдя  добавочныя  услов1я; 


д,.  й  о,     д,,  ^  о,     д,,  ^  о, 


(624) 


I 


которыя  могутъ  быть  выражены  черезъ  данные  элементы,  если  сюда  под- 
ставить выражен1я  сопротнвлен1й  по  форм)'ламъ  (622).  Относительно  дан- 
ныхъ  силъ  Г(*омотрическ1й  с\т1»1слъ  услов1Й  (*Г24)  сл1.дующ|й.  Порвое  нзъ 
ураинеа1й  (022)  теперь  непосредственно  показываетъ,  пто 

12  ^  О, 

т.  е.  что  равнод1^йстпующая  данныхъ  силъ,  которая  по  уравнеп|я\п.  ('(^2^) 
параллельна  оси  (^),  должна  быть  наоравлена  въ  отрицательную  сторону 
атой  оси.  Но  этого  еще  не  достаточно;  чтобы  уяснить  себЬ  смыслъ  со- 
вокупности вгЬхъ  неравенствъ  относительно  данныхъ  элементовъ,  завгЬ- 
тим'Ь,  что  силы  ^^,  д^.  д^  парилл<мьпы  и  тег^ерь  направлены  въ  одну 
сторону,  а  поэтому  имЬеп1*ъ  равнодействующую: 

«    =    «1    '•      С.   +    (?,' 

Поэтому  и  данная  система  силъ  должна  приводиться  къ  одной  равно- 
'действующей.  Въ  случаЬ  равнов1.с1Я  эти  дв1;  силы  должны  лежать  на 
одной  прямой.  Но  легко  вид-Ьть,  что  равнодействующая  трехъ  параллель- 
ныхъ  и  въ  одну  сторону  направлепныхъ  силъ,  приложеаныхъ  въ  верши- 
иахъ  треугольника,  всегда  проходить  внут]щ  его:  итакъ.  для  равнпп'Ьс1я 
необходимо.  I)  чтобы  система  силъ  приводилась  къ  одной  равнодЬйствуви 
щей  и  чтобы  эта  равнодЬйствуидщад  проходила  внутри  треугольника,  об- 
разуемаго  точками  опоры.  Неравенства  (624),  если  нхъ  выра:шть  при 
помощи  данныхъ  саемснтовъ,  и  пыражаютъ  это  последнее  требоваше 
вм^сг!!  съ  тре6ован1ем1.  относительно  напраа.1ен1Я  равнодЬйствующей. 

Что  данная  система  силъ  въ  самомъ  д*л'Ь  приводится  къ  одной  рав- 
нодЬйствующей,  видно  изъ  уравненШ  (621)  и  (623),  всл*дств»е  которыхъ 


ИМ. 


И^1М^  Ч    К^М.  =  0. 


401.  Случаи  статмчесни  неопред^лииаго  равнов^о^я.  Обратился  теперь 
пъ  случаю,  когда  бооЬе  трехъ  точекъ  принуждены  оставатьсл  въ  данной 
плоскости.  Пусть  будутъ  37,,  л/у,  .  .  .  Л1^  эти  точки  и  д^,  д..  .-.<?!, 
сопротивлен]я  плоскости  въ  этихъ  точкахъ.   Составляя    \чм<«н1и  равнове- 
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/г'»"г  ■  • ',гг,-^  г'г.1/ ц,/.  гт*»  г>#1^Л  г^'гкр.  ''гл^^яг  к*г^т>»  игллгЛ  '>прехл-1енн11е 

г  г!  'Гг/г'1М.г  чгг  г''|Нгмг.мм<^.  ^/;'М'|;г.  И/ио/1->гш)я^и  ю.  равяойгЫгш  при 
^м^^^ммм    'гмм!    мгмгь  /1И''|гМ,  'г1.М1,  )гм)  Ж'обкоууимо  по  кия';матипескихъ 

V'  р|(*1(ИМ      ГГ( '^.Мм(N|ММ    '  П1ПММ"  1.Ч1    1М'0П|»^Д'Ь;1ИММ!ИИ,    '{д'ксь  бмло  бы 

11(    м\>1п  м>г1'Н1.    |1И;|«|   М1«  М'Мм    мь   <>гм1м*«11.  нид'Ь;    но  мы  на  ириы'Ьр^ 

|н(  I.  ч1п(|||  1М1ИМ1  И1  м|нМ1.  1(М|1М1|11М|||1,  МПКМЖМИ'Ь.  КИИ11М1.  оОрШШМЪ  МОГуТЪ 
И1111  .мММИИНМ  М|"(М1ЧПИ||Н||)  |||и|.  ИМШИиМПМИ  У|11111тЧ|1и  Д.1И  ОПрС'Д'ЬлС- 
1||||    )<||-ч(     I  1И)|1МИИ1ПН111,  1<1-1М   трЬпимыИ    им.    ИПНН'МИ    П    полной    Ш'ИЗЗА'Ь- 

41И   Иимш^и^  уинимШ»  дЬнйюм^мм^  ййдичу  о  отапиФоии  и«опрм%Ат10п 

(«АииниЫи  ин|4НАкН1«т«им«  11|и>ииии:1ии1ь.  М1\«  к      I  и  М1>ммиф№и|  плоскость 

и.    \л.  .ч»ги»и  п»ч\\.р^  .\  ии\\мгим  «ими^чо  1«ииоии»  ««  иоо  гиорди1Х»  тЬла, 

^^  и.^к^ч  :ч>^  и  <ма1иоп*  штггл  въ  дМ- 

V  \)ии^м^ио^  1И.  При  .м^мь  ч\хжно  при- 

«^ч  1и    и^^хл\^  чч:орк   ;;{ч'г,.р:г20валАЫ 
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въ  опорной  плоскости,  и  цоЫ*  углублей1Я  будутъ  лежать  въ  одной  пло- 
скости и  образовать  нлосьчй  четырехугольнукъ  Ж/З/дМ/^^У/.  Найдемъ 
углублена  СО' точки  ис'росЬченк  д1агон11лей  четырехугольника  Л/^Ж^ЛДДД* 
Это  иеремЬщей1е  можно  онред1»лять  двоякимт.  образомъ:  или  пакъ  пере- 
м1»щен1е  точки,  принадлежащей  Д1агонали  ЛУ^З/з,  или  какъ  перемЬщен1е 
той  же  точки,  йо  принадлежащей  д1агонали  М^М^.  Всл^Ьдствхе  маюсти 
перемЬщенШ  въ  сравпен!!!  съ  размерами  четырехугольника  можно  пред- 
полагать Л//Л/з' =  Ж^З/з,  М^31^'  ^  М^М^,  если  даже  происходит!»  ола- 
бая  деформад1я  четырехугольника,  и  можно  также  предполагать,  что  въ 
обоихъ  положен]яхъ  четырехугольника  точка  пересечен] я  д|агоналей  Д'Ь- 
лип,  ихъ  въ  одаомъ  и  томъ  же  отношен1и: 


М,С  _М,'С  _ 


см. 


С'З/з' 


М,С  _   М,'С 
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Проведемъ  черезъ  С  прямую  ВТ),  параллельную  М^*М^':  изъ  подобныхъ 
треугольниковъ  ВС]\!^   и   ТУСМ^  ингЬемъ: 

СС'—\  _  ш, 
3,  — СС'^  т,  ' 

Подобным!,  же  образомъ  можно  подучить: 


ее* 


т^ 


Исключая  изъ  этихъ  уравнешй  СС\  находимъ: 


ш. 


т. 


*«* 


а  на  основаа1и  равенствъ  (626): 


ЩЯ4 


т. 


т^ 


т. 


ш^ 


(627) 


Зд'Ьсь  отношения  т,  къ  и*^  и  т^  къ  т,  для  даннаго  четырехуголь- 
ника можно  считать  нзгКстными;  такнмъ  образомъ  аавнсимость  (627)  н 
является  добавочно11>  къ  услов1ЯМЪ  (625)  при  А- =  4,  по:^воляюп|ею  найти 
всЬ  четыре  сопротивлен1Я, 

3.  390.  РЬшлть  задачу  368  авалитпческп. 

3.  ЗЭК  решить  задачу^  ЗоГ»  аналитически. 

3.  392.  Муфтал1асан{ен11а}1  иагориэоиталь- 
ный  призматттческШ  стержень,  вдоль  котораго 
она  можеп>  перемещаться  только  поступа- 
тельно, находится  въ  равнои^сш  ирп  дЬйств1и 
двухъ  силъ  (фиг.  172):  груза  Р^  укр^плеинаго 
па  ннти^  перекинутой  черезъ  блокъ^  н  сохгро* 
тивленГя  пружины  АВ^  предпола1'аемаго  про- 


ф 


Фиг.  172. 
порцхональньшъ    ея  удяипяенГю.    0пред1^лт1ть    иолоясеа!^   равиов'Ьг'!!!    муфтм* 


й^  *л»,$.  < 


\.^    ^««1/1.       1.     »     •:а     ^иш»      г*.     •*-ЛУГТ1|^1Лэ  ■  •*"!. 


...^-,.\. -^ *.«-     >'^л  .*./4.,г..     «<->■_      у*^^   ^^     **<та1Хии'"\     1л    гг^гп    1а. 

I    4^    /    ,г^^».^,,    /'»./,,.. ^   ^.-^ »*,>/,♦♦>,' »)♦    г»^.(,,м*'*  г1иг*.  ^/^я*  то1«А  вглораг'-!. 

4^      н,»п^  ■г-,*^п'*     ,**-Р**-ч-и  '  ,*     9И^    м(гг<««ЛЙ.      ||(##Г'|Ла».      '^/ГЛАТ'^Я     к//%МЛЖЯЫХ'Ъ    ВСЯК-О^ 
м,;<угг^/м|'.     »  « '^«у     ,^:'.<^^,     ^^'^N    ^''  М>И       Оги        П(/МНМ1Г1,     И(#М1#у|Г/  Л^кЯЖ^»!;".    ТОЧЖК    ЗГ 

Н|  . !«>«<.  м  1сьм«-  /|"«1И1М||«|  '«II  ||(:1||.'И1 11111.  Г'|1||1(гГМ|1;|Г1||1|1  |ГЬ  ТОЧК'Ь  Л1,  ко- 
I  .||  .1  М|1Н  М'/НМ!!»)  1||М1|'1,  И1||М#1М.  Г|М||«  1«м1Ы«/|  11#1рГ1#111ДИ1<уЛЯр110  КЪОСИ 
г;!-       «     М«<НММ«1       М<1М|||.      ;  |«1|М|М>1|1М     1М4|1||»ММЙ1М.     уоЮИ!)!     |1|1|11|1||1'Ьг1я. 

4    41|^    111м)«|,   м"  11и.|м|.|1||инИ    ^|ЬИIV|||^II.    Г1ММ  тмшпгти,   находится  виутрп 

||>».     •  |'м||||»и    •     ^  •••«      |.П|.>«м  11ММ1  II     1|1|гМ||     •I•М||^и4ИII    Н-ГнЧ!;!»!"!'!!!!    ГЛиДКНМИ    ПЛОСКО- 
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-■!•    •      1>И 

11'1«  041  у чи**  '1ЧА«>ии  11*ь  тс^миахъ  опоры. 

-НИ-  МЩИ  мтОрйММИ»  1  нп|и>иимгн1г  (^>  иь  гочкЬ  опоры  въ  случаК 
(|ц1||||  \'кц  1\*ии    1И1.    ^1и  м.  «  1лга\\1и\1.     V,    |1орм<|,и.мой    кь  потфхности, 

(I     /      ил^   ИГ11И.*11    К!     И)  к1      1|и1И||      При     >1«*М1> 

/     ■  /  л . 


•  ир><мги:     \д-м«>1'.  'К  1 1.»1.111и».  1    .:р.1  ч>к:р(ик*.'ыи    'лр«.чЧк:11&  гре111Л    на 
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осяхъ  координатъ,  такъ  какъ  наиравлен1е  его  на  поверхности  прикасан1Я 
не  всегда  можетъ  быть  впердъ  указано. 

Не  вдаваясь  подробно  въ  аналитическое  изучен1е  равнов-Ьсгл  съ  тре- 
н1емъ,  ограничимся  пояснен1емъ  сказаннаго  следующею  задачею. 

404.  Примерь,  ПОЯСНЯЮЩЕЙ  сказанное.  Задача  398.  (Сравнить  съ  зада- 
чею 367).  К1,  вертикальной  сгЬн'Ь  приставлена  л-Ьстница  АВ,  опираю- 
щаяся своийгь  нижнимъ  концомъ  на  горизонтальный  полъ  (фиг.  173). 
Определить  возможный  для  нея  положен1я  равно- 
в'Ьс1я  и  сопротивлен1я,  предполагая,  что  д'Ьй- 
ствующая  на  нее  сила  Р  вертикальна  и  прило- 
жена въ  точк'Ь  С,  которая  длину  I  хЬстницы  д*- 
литъ  въ  отношен1и 

АС  __  т 

СВ  ~  п  ' 


Щф^1^-^ 


Фиг.  173. 


Коэффищенты  пред^льнаго  трен1я,  /^  и  /з» 
л'Ьстницы  съ  поломъ  и  со  сгЬною  считаются 
известными.  Мы  будемъ  кромЬ  того  предполагать, 
что  .тЬстница  можетъ  перемещаться  только  въ 
вертикальной  плоскости;  такъ  что  положеше  ея 
вполне  определяется  угломъ  а  ея  наклонен1я  къ 

полу.  Реш.:  Пусть  будутъ  Л^1  и  Л^з  нормальный  сопротивлешя  преградъ,  а 
Т^  и  7^  силы  трен1я  въ  точкахъ  А  и  В.  Въ  данномъ  случае  можно  не- 
посредственно указать  направлен1я  силъ  трен1я:  оне  действуюгь  въ  сто- 
рону, противуположную  той,  куда  стали  бы  точки  А  и  В  двигаться, 
если  бы  нарушилось  равновес1е.  При  существоваши  равновес1я 


положимъ 


Составляя  после  этого  обычнымъ  образомъ  услов1я  равновес1я  (§  399), 
въ  предположенш,  что  ось  (;)  горизонтальна,  а  ось  (т))  вертикальна,  най- 

демъ: 

N2  -  к,N,  =  О, 


^. 


А'з^з 


Р=0. 


\Г    1  ЦТ    1      •  П1С08Л      „ 

л,  I  сон  а  —  ]уА  зт  а Р  =  0. 


Изъ  первыхъ  двухъ  уравнен1й  находимъ: 


"•=, 


-  -  Р     V  — 
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1  -4-  к^к^ 
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I^мму^^  \\\,%*\п\\^  /Г'М  '/,  ,\м\'л^щ*1^\  '^пчч*  ф^^риулоу/  при  саЕихъ-либс* 
|«'|'*мМ«о.  А,  и  //,,  и<'  п|^''Ж//ло,1Я11ГИхг  /,  и  /^,  0111им1ляс'тъ  возможное 
н/М'М'МН'  1ж||1гои1,'1«  11о1нпп1  /,  о,  к.^  О,  иахо.химъ  а  =  ~;  пола- 
»'И«  //,        /и  /'.       /и  нн)»о/1Н)И1.  ;|(»уго1'  |11М'д1'Льно<'  иначеше  угла: 

|(,|  111  ш  1*1^1^»  И1  лЬстшим^  (н'гисгги  иь  ранпопЬЫи  во  вс'Ьхъ  своихъ 
ии|мти)||и^|.  (1|иИ1тт.  г|,  иидимпш  .М(17). 


отдълъ  пятый. 

Равнов'Ье1е  н^которыхъ  проетЁйшихтэ 
измЪняемыхъ  еиетемъ  матер1альныхъ 

точекъ. 


ГЛАВ  А     X  1 1. 

Равнов'Ье1е  еиетемъ,  еоетоящихъ  изъ  конечнаго 
чиела  матер1альныхъ  точекъ  или  твердыхъ  т'Ьлъ. 

ОбЩ1я  сообразвен1я  объ  условшхъ  равнов'йС1я  систекъ 
матер1адьныхъ  точекъ, 

405.  Два  вида  иам-Ьняеиыхъ  системъ.  Въ  эшй  глав^  мы  будемъ  раз- 
личать два  вида  изм'Ьняемыхъ  системъ:  1 )  системы  отдФаьнызгъ  матер11иь- 
ныхъ  тог!екъ,  связаннмхъ  между  собою  такимъ  образомъ,  что  раастояше 
между  каждою  парою  нзъ  еихъ  можст'ъ  изменяться,  и  2)  системы  отдЕль- 
яыхъ  группъ  матергальныхъ  точекъ,  лричемъ  могутъ  изменяться  разстоя- 
Я1Я  ме/кду  точками,  принадлежащими  различоымъ  групиамъ,  разс1\1яшя  же 
между  точками  одной  и  той  же  группы  осгавггсл  постоянными.  Къ  сисге- 
мамъ  перваго  рода  относятс-я  ьсЬ  изменяемый  гЬла:  упруго-твердьш,  жидки, 
газы,  нити,  ткани  и  \\  п,;  ко  второму  же  роду  измЕняемыхъ  тЬлъ  отно- 
сятся системы  твердыхъ  гКлъ,  каковы,  наприм'Ьръ,  больпгая  часть  меха- 
низмовъ,  а  также  сочленен1Я,  входящ1Я  въ  сосшвъ  многпхъ  инженерныхъ 
сооружен!^,  Въ  настоящей  главЬ,  ям'Ьющей  цЕлью  показать  на  возможно 
простухъ  случаяхъ,  приложение  предшествующнхъ  общихъ  соабражеа1Й 
о  равнов^гглп  къ  изм1шя*\\1ыхъ  системамъ,  мы  ограничимся  разсмотр-Ьшемъ 
дишь  нЬкоторыхъ  иростЬйшихъ  изъ  этихъ  системъ.  Н-Ькоторыя  другая  си- 
стемы перваго  рода  будугь  ниже  разсмотрЬны  въ  отдЕльныхъ  главахъ 
(нити,  жидкости,  упруго-твердыя  гЬли):  а  системы  второго  рода  относ-ятся 
уже  больше  къ  области  прикладной  механики,  и  мы  разсмотримъ  лишь  а1^- 
которые  относяпцеся  сюда  частные  примеры,  поясняющ1е  обш1Я  соображев1я. 

406.  УСЛ0В1Я  равнов'Ьст  системъ  перваго  рода.  Для  оиред1^лен1я  уело- 
вШ   равнов1с1я  озм^няемыxъ  снстемъ  дерваго  рода  могуть  служить  слЬ* 
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Опять,  по  принципу  освобождаемости,  каждое  твердое  гЬло  системы  мо- 
жетъ  быть  выд'1иено,  если  д1,Йств1(}  его  связей  съ  другими  г1лами  системы 
или  преградами  заменить  соответственными  силами.  Глазница  будеп,  со- 
стоять только  въ  томъ»  что  Д-1Я  каждаго  гЬла  мы  будемъ  им-^ть  вооби1е 
говоря  шесть  услов1Й  равновФгс1я.  Число  это  впрочем!,  можетъ  сократиться, 
если  у  вс*х1.  гЬлъ  им^Ьется  одно  общее  ст1>снен1е  двнжев1я,  напрнм1>ръ 
если  всЬ  гЬла  двигаются  параллельно  одной  и  той  же  плоскости  или 
имЬютъ  обпцгю  неподвижную  точку  или  ось  и  т.  п. 

I       408.  Принци11ъ  введенгя   ноеыхъ  связей.  Когда  система  матер^альныхъ 

точекъ  находится  въ  равиопЬсш,  то  это  равпов'Ьс^е  не  нарушается,  если 
ввести  между  топками  системы  новыя  связи,  не  препятствушЩ1я  суще- 
ствующему расположен1ш  точекъ.  Наприм1>ръ,  раввов[>С1е  системы  четы- 
ре хъ  точекъ,  связан ныхъ  посл'Ьдовательно  нитями  не  нарушится,  если 
еще  связать  нитями  эти  точки  попарно  по  Д1агона,шмъ  образуемаго  ими 
четырехугольника,  Этотъ  приециоъ  введен1я  новыхъ  связей  особенно 
полезенъ  въ  вопросахъ  о  равнов1зС1Я  въ  слЬдующемъ  частномъ  вид*,  въ 
которомъ  его  можно  назвать  ирннципомъ  отверд'Ьван1я:  Существу1о 
щее  уже  равнов1^с1е  системы  матер1альныхъ  точекъ  не  нару- 
шается, если  ввести  так1я  новыя  связи,  который  эту  систему 
обращаютъ  въ  неизм'Ьняемую.  Наприм^Ьръ,  если  система  двухъ  ма- 
тер1альныхъ  точекъ,  связаиныхъ  между  собою  нитью,  находится  въ  равно- 
в'Ьси!,  то  равнов1с1е  не  нарушится,  если  нить  захгЬннть  твердымъ  ст^р- 
жнемъ,  им'Ьющимъ  ту  же  массу.  Или  наирнм^ръ,  если  жидкость  нахо- 
дится въ  равнов'кДи,  то  это  равнон1.с1е  не  нарушится,  если  жидкость  отвер- 
д'Ьетъ,  сохраняя  свою  пп1лпнй)ю  форму,  объемъ  и  плотность.  Точно  такъ  же, 
если  изменяемая  система  состоитъ  изъ  системы  твердыхъ  т1|ЛЪ,  связан- 
ныхъ  какимъ-лйбо  образомъ  между  собою,  и  находится  въ  равнов^сш,  то 
?)То  равнов11С1е  сохранится  и  тогда,  когда  мы  введемъ  новыя  связи,  обра- 
п^аюпйя  всю  систему  въ  одно  неизменяемое  тЬдо. 

Важное  значен1е  принципа  отверд-кваемости  въ  статик-Ь  со- 
стоитъ въ  сл'Ьдующемъ:  онъ  показываетъ^  что  въ  числ*  услов1Й 
равнов'Ьс1я  пзм1>няемоЙ  системы  заклк)чаются  условгя  равно- 
в'Кс1я  твердаго  т-Ьда.  Если  система  свободная,  т.  е*  если  имкштся  связи 
только  между  точками  системы,  то  полное  число  услов1Й  ея  равнов'Ьс!» 
бол+>е  шести,  но  между  н11мн  находятся  вс1^  пюсть  условий  равнов'Ьс1Я 
твердаго  ткла.  Если  данная  система  не  свободная,  то  въ  чпслЬ  ея  усло- 
вШ  равнов'Ьс1я  заключаются  некоторый  изъ  услов1Й  раинон'Ьсш  твердаго 
гЬла,  сообразно  съ  тЬмъ,  какое  несвободное  твердое  гЬло  получается  при 
отверд'Ьван1Н  данной  системы  материиьныхъ  точекъ. 

409.  Аналитическое  значение  принципа  отверд'Ьваемйстм*  Этотъ  нрнн- 
ципъ  позволяет!.  отдЬлить  тЬ  услон1я  равнав11С1Я,  который  содержать  только 
вн-Ьши^я  силы  и  ВН11ШН1Я   сопротивлешя,  отъ  условШ,  содержащихъ  вну- 


—   370   — 

треншя  силы.  А  именно,  внутренн1я  силы,  д'Ьйствующ1Я  между  какими- 
либо  двумя  точками  системы,  всегда  равны,  противуположно  направлены 
и  д4йствуютъ  по  одной  прямой;  поэтому  алгебраическая  сумма  нхъ  проекщй 
на  какое-либо  направлен1е,  а  также  алгебраическая  сумма  ихъ  моментовъ 
относительно  какой-либо  оси  равна  нулю,  и  поэтому  въ  услов1яхъ  равно- 
в'Ьс1я  твердаго  гЬла  исчезаетъ. 

РавновФс1б  веревочнаго  многоугольника,  общш 
соображешя. 

410.  Натяжен'т  нитей.  Разсмотримъ  п  матер1альныхъ  точекъ,  связан- 
ны хъ  между  собою  последовательно  нерастяжимыми  нитями  (или  верев- 
ками). Такую  систему  называютъ  веревочнымъ  многоугольникомъ. 
Массами  нитей  мы  будемъ  пренебрегать.  Въ  каждой  точк-Ь  М.  этой  си- 
стемы приложена  вн'Ьшняя  сила  1\\  а  между  каждыми  двумя  соседними 
точками  системы,  Д/,.  и  3/,ч-ь  если  связывающая  ихъ  нить  натянута,  д*й- 
ствуюп>  внзтренн1я  силы,  сопротивлен1я  этой  нити.  Эти  силы  условимся 
называть  натяясен1ями  и  обозначать  сл-Ьдующимъ  образомъ:  1\  л-1  будетъ 
означать  натяжен1е,  приложенное  въ  точк-Ь  3/.  и  зависящее  отъ  ея  связи 
съ  точкою  а^/.ч-Г,  ^П-+-1,1  будет-ъ  означать  натяжен1е,  приложенное  въ  точк'Ь 
31  г +1  И  зависяп1ее  отъ  ея  связи  С1»  точкою  3/,..  Эт11  двЬ  силы  равны  и 
прямо  протпвуположны;  такъ-что 

Г,,.ч-1-ьТ,ч-,,,  =  0.  (630) 

1*оль  патяжен1я  въ  равнов'Ьс1и  веревочнаго  многоугольника  лучше  всего 
представить  себЬ  слГ.дуюпшмъ  образомъ.  Если  разр-Ьзать  нить  между  ка- 
кими-либо двумя  точками  М,  и  3/,-ь1  системы,  то  равнов'Ьс1е  частей 
М^М^,,,]\Г^  и  Л/м13Лч-2...3/„  многоугольника  нарушится;  но  можно  это 
равнов1.с1е  сохранить,  прилиживъ  для   первой  части  въ  точк*  М-,  а  для 

второй    части    въ    Т0ЧК1,    Л/,ч-1    силы    7/,,^.!    и    71ч-1,,. 

411.  Неизв-Ьстныя  въ  задач-Ь  о  равнов'Ьс1И  веревочнаго  многоугольника. 

Каицая  точьа  Л/,  нгрсчючнаго  многоугольника  находится  въ  равнов'Ьсш 
под'ь  д'1.пств1»'мъ  тргхъ  силъ:  1\,  Т{,,-^  и  Г,-, ,4.1.  и  только  двЬ  крайн1Я 
<Т()  точки.  3/,  и  Л7„,  если  мпогоугольннкъ  ж»  замкнутый,  испытываютъ 
д1.й(тн1г  только  дмухъ  силъ  /',.  71,->  и  /%,,  7'„,м-1.  Выражая,  на  основа- 
Н1И  принципа  осноопждасмостп,  угло1лл  рапновкчя  к^икдой  отдельной  точки 
многоугольппьа,  получагм!.  (•л1|Дуи1пий  ряп.  п^ометрическихъ  зависимостей: 

]\  -нГ,,,      =0, 

/    .-♦-    7^.,   -»     7^,:;         =  о, 


7-;  -»-  у;.;  ',  ч  7;,,ч-] 


(631) 
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Въ  аналитической  форм*,  при  проектироцан1м  на  коордняатныя  оси,  этн 
зависимости  дадутъ  Зи  уравнен1Й,  связывающихъ  ороекцги  внЬишпгь  силъ 
н  натяжеаШ*  Съ  другой  стороны,  непзвктнуми  являются  Зл  коордивап» 
топекъ  системы  и  п—  \  величинъ  натяженШ;  на11рав,1ен1я  же  натяжвн1Й 
буд)'тъ  уже  известны  цо  иоложенш)  точекъ  системы.  Д.1я  опред'Меп1я 
4/1—  1  неизв'Ьстныхъ  мы  им^омъ  столько  же  и  уравнснгй;  а  именно  пред- 
полагаются извЬстными  ддины  ^1,2,  '>,»,... *11-кн  нитей,  а  это  даегь  п — I 
уравнений  вида: 

(Е.'  —  ?<ч-1)'  -*-  (^1  —  П^  ^^?  -ь  (С-  —  С.-М )=  =  1'\.  1^и         (032) 

которыя  вм1.ггК  съ  3«  вышеуказанными  уравиен1ями  и  составляютъ  все 
требуемое  ихъ  число. 

Ксли  многоугольнпкъ  замкнутый,  то  число  натяжен1Й  равно  числу  его 
вершииъ,  такЪ'Что  число  вс*гь  неизвЬгтныхъ  Ап;  но  зато  теперь  при- 
соединяется еще  одно  условное  уравнен!е: 

с;-.  -  К)'  -^  (^«  ~  1^.)'  ^'  (к  -^.г  =  к,  I,        (633) 

412,  Случай  неопределенности  рЪшеН1Й.  Р1>икн1е  указанныхъ  уранне- 
нШ  мо;кегь  оыть  только  тогда  вполне  011ред1леинымг,  когда  вн[.шн1я  силы 
зависятъ  отъ  положен1Й  точекъ,  т.  е,  когда  ироекщи  этихт.  силъ  суть 
функщи  координатъ.  Это  будсп^,  если  напрнмЬръ  дкоствунгп»  притяга- 
тельный пли  гпталкивательныя  сил1а-  или  если  точкгг  разсматриваемаго  ве- 
реночнаго  многоугильника  соединены  упругими  нагими  сь  неиодвигкными 
точками,  и  т.  п.  Бъ  противномъ  случае  въ  числ'Ь  уравнен1Й  будугь  ташя^ 
которыя  пе  содержать  коордияап»;  потому-что,  по  принципу  отвердЬвае- 
мости,  въ  числЬ  условгй  равновЬс1я  будугь  суи1ествовать  условгя  только 
между  ннЬшними  силами.  Тогда  задача  остается  неопределенною,  пока 
не  будуп!  даны  еще  как1я-ли6о  добавочный  условия.  Пошиеше  дтой  не- 
определенности понятно:  цредставимъ  себЬ  свободный  веревочный  мнопи 
угольникъ.  т.  е.  такой,  въ  которомъ  точки  сшшапы  только  мегкду  собою; 
если  на  него  дЬЙствуютъ  так1Я  вн1»шн1я  силы,  величины  н  направлешя 
которых'[.  отт.  положен1й  тс1чекъ  не  зависятт.»  то  находяиийсл  въ  равно- 
вЬс!»  миогоугольникъ  можно  безъ  измЬнешя  его  формы  какъ  угодно  де- 
ремЬи1ать  1ки:тунагельяо  въ  1Грпстранств1^,  и  равиовкле  отъ  атого  не  на* 
рушится,  такъ  какъ  тогда  во  вслкомъ  новомъ  его  иоложеши  д^йств^е  вн1- 
шнихъ  силъ  по  отношеи1ю  ко  всЬмъ  его  точкамъ  остается  прежнимъ* 
Отса»да  ясно,  что  въ  такомъ  случак  добавочный  услов1я  должны  состоячъ 
въ  томъ,  чтобы  было  указано  положеп1е  въ  нространств*  одной  изъ  то- 
чекъ многоугольника  или  были  даны  другш,  равносильный  зпому  услов1л. 

413.  Многоугольнинъ^  умр-Ьпленный  своими  концами.  И  Ькошртю  особен- 
ность 11ре:1ст111мие1  ь  в«1;к1|ый  въ  прашическомъ  отношеи1И  случай  равно- 
вНс1Я  веревочпаго  многоугольпика,  дв(.  крайипхъ  точки  коюраго,  М^  и  М^, 
соединены    помощью  иерастяжимыхъ  нитей  съ  двумя  неподвижными  точ- 

24* 
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нами  А  и  В.  Зд'Ьсь  является  ^п-\-\  неизв1>стныхъ:  Зп  координатъ  и 
п  ч-  1  натяжен1й,  такъ  какъ  къ  п  —  1  натяжен1ямъ  между  точками  си- 
стемы присоединяются  натяженк  Тх^а  и  Тп,ь  крайнихъ  нитей.  Число 
уравненШ  также  увеличивается:  къ  Ъп  условхямъ  равнов'Ьс1я  отд*льныхъ 
точекъ  системы  и  къ  (п  —  1)  уравнешямъ  вида  (632)  присоединяются 
уравнен1я: 

(5а  -  К^'  -Ь  (7|,  -  -  1Г10»  Н-  (С,  -  ^,)^  =   1\Л. 

(5*  -  К^'  -+-  (^6  -  -ч^У  +  (^ь  -  ^п)^  =  г\-. 

Неопред'Ьленности  р'Ьшен1я,  и  при  независимости  вн1>шнихъ  сидъ  стъ  ко- 
ординатъ, теперь  уже  не  будетъ,  потому- что,  по  принципу  отверд'Ьваемости 
и  по  принципу  освобождаемости,  въ  условхя  равнов'Ьс1я  вн1)Шнихъ  силъ 
будутъ  входить  сопротивлен1я  точекъ  привеса,  т.  е.  силы  Т\^а  и  Ть,п\  а 
проекщи  этихъ  силъ  содержатъ  координаты,  а  именно  он*  выражаются 
такъ!  с        &  *^       у 

Т^а  ~_^   М  гр        'Ца         ^1  гр        ^д  ^1 

^а,  1  *а,  1  *а,  1 

т     _*_"Т  _»       т     ^*      ^я       т     ^*      ^п 

Не  останавливаясь  дальше  на  аналитическомъ  р'Ьшен1и  вопроса  о  равно- 
в'Ьс1И  веревочнаго  многоугольника,  обратимся  къ  геометрической  и  гра- 
фической методамъ. 

Геометрическое  и  графическое  изсдфдоваше  равновФс1я 
веревочнаго  многоугольника. 

414.  Опред'Ьлен1е  натяжан1й  и  формы  многоугольника.  Обращаясь  опять 
къ  случаю  многоугольника,  не  закр^пленнаго  своими  концами,  разсмотримъ 
уравнешя  (631).  Суммируя  первый  г  пзъ  этихъ  уравнешй  и  принимая 
во  вниман1е  зависимости  вида  (СЗО),  находимъ: 

7;.,.1  =       (^\  -4-  У^  -ь  . . .  -н  2^)  (634) 

Г,.и,  /  =  -  '1\  .>!  =  Ь\  -н  ^'з  ч-  . . .  -4-  Ъ\  (635) 

т.  е.  натяжеп1(.'  какой-нибудь  стороны  незамкнутаго  веревоч- 
наго многоугольника  оиред'Ьляется  геометрическою  суммою 
всЬхъ  ннЬшпихъ  сплъ,  находящихся  по  одну  сторону  отъ  рав- 
сматрнваемаго  его  элемента. 

Пм'1»я  зтотъ  резулыатъ,  мы  можемъ  построить  весь  веревочный  много- 
угольникъ.  Г>удем'ь  сначала  предполагать,  что  онъ  не  закр'Ьпленъ  своими 
концами.  Длины  его  сторопъ  предполагаются  данными;  кромЬ  того,  для 
полной  определенности  задачи,  будемъ  предполагать  заданнымъ  положеше 
одной  пзъ  его  верпппгь,  Л/,.  (${  412).    Пзъ  Л/,  проведемъ  прямую  по  на- 
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11ра1исн1ю  7^,^4.1  и  отложимъ  на  ней  отр-Ьзокъ  ^^.^ч-п  конецъ  его  дасп. 
точку  Л/.чг;  продолжая  такнш,  об1)азом1>  дальше,  мы  можемъ  дойтн  до 
точки  М^,  Проведи  изъ  М^  орямую  ио  направлешю  Т^,^  |  и  отдоживъ 
на  ней  отрЬзокъ  1{^\^,  мы  найдемъ  точку  Л/,^ь  и  можемъ  вообще  до- 
строить остальную  часть  многоугольника. 

415.  Мяогоугольникъ   Вариньона.  Для  опред'Ьлен1я   постЬдоштельныхъ" 
натяжеаШ    нитей  и  фигуры    многоугольника^   весьма   удобенъ   слЬдующШ 
графи1еск1й  11р1емъ,  основанный  на  ]иэ€Троеши   многоугольника  сидъ, 
Изъ  произвольной  точки  О  (фиг.  174)   нроведемъ  векторы  ОА^,  Л  1^3, 
^з-4а, ...  геометрически   равные  силамъ  1\,  /*\,  7"^.*.  Если   веревочный 


Фиг.  174, 

Ьугольникъ  находится  въ  равнов^с^и.  то  многоугольникъ  сндъ  будеть 
замкнутымъ.  Действительно,  складывал  всЬ  уравнен1я  (631),  находимъ: 


У,  -+- 1\  -н  . . .  -Р„  =  0. 


(636) 


Вс'Ь  ирямыя,  соедвняюп11я   вершины|  многоугольника  съ  точкою  О,  пред- 
ставляюгъ  по  величин!»  и  но  направлен1ю  натя;кеЕ]я;  а  именно,  по  фор- 

муламъ  (631)  и  (634):        _        _ 

Л,0=        1'\  =  Тг^2, 


А,0  =  А^А,  '^-А,0  =  —  (Р^  н-  Г^)  =  Гз 


2,%х 


Вся  построенная  фигура  носить  название  многоугольника  Вариньона 
(Уап^оп,   1654—1722). 

Мы  видЬлн,  что  если  веревочный  многоугольникъ  находится  въ  равно- 
вЬс1И,  то  многоугольникъ  Вариньона  замкну! ый  и  нанравлен1я  вс11гь  силъ 
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пересекаются  въ  немъ  въ  одной  точкЬ.  Ксли  мы  хотимъ,  наоборотъ, 
узнать,  находится  ли  данный  веревочный  многоугольнпкъ  при  д'Ьйств1и 
данныхъ  силъ  въ  равнов'Ьс1и  илн  нЬп.,  М1»1  должны  построить  мяогоуголь- 
никъ  силъ  и  изъ  вершинъ  его  провести  прямыя,  параллельныя  сторонамъ 
веревочнаго  многоугольника.  Если  всЬ  эти  прямыя  пересекутся  въ  одной 
точк'Ь  О,  то  равнов'есхе  существуегь,  въ  противномъ  же  случа*  его  яе  бу- 
детъ.  Д'Ьйствительно,  каждый  изъ  треугольниковъ  ^,_1^,0  им'Ьетъ  своими 
сторонами  векторы,  геометрически  равные  тремъ  снламъ,  ?>,.-1,  -Р\-,  7^,.--ы, 
приложеннымъ  въ  одной  и  той  же  вершин!»  Л/,  веревочнаго  многоуголь- 
ника; и  если  треугольникъ  Л^^^А^О  д'Ьйств1ггельно  существуегь,  то  это  слу- 
жить признакомъ  равнов'1>С1я  точки  ^\Г^,  такъ  какъ  для  равпов*С1я  трехъ 
силъ,  приложенныхъ  въ  одной  точк'Ь,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  онЬ 
образовали  треугольникъ.  Это  разсужден1е  можетъ  быть  приложено  къ  ка- 
ждой отд1;льной  вершинЬ  веревочнаго  многоугольника,  который  поэтому 
только  тогда  и  можетъ  находиться  въ  равнов'Ьс1и,  когда  всЬ  прямыя,  па- 
раллельныя его  сторонамъ  и  проведенный  изъ  верпшнъ  многоугольника 
силъ,  перес1>кутся  въ  одной  точкЬ  О,  служап^ей  началом!»  и  концомъ  много- 
угольника силъ. 

416.  Приложен1е  многоугольника  Вариньона  къ  случаю  занкнутаго  вера- 
вочнаго  многоугольника.  Ксли  веревочный  многоугольнпкъ  замкнутый,  то 
первое  и  послЬднее  изъ  уравнен1й  (031)  заменяются  следующими: 

]\    --4-    Т1,п-\      А  2        =0, 
К-^      'Л,.1    Н      7;,  ,._,:=  0. 

Складывая  их1.  съ  остальными  уравнен1ями  той  же  системы,  опять  нахо- 
димъ    зависимость   (636),    необходимую    для   существовангя    равнов'Ьс1я 


л;-^ 


Фиг.  175. 


II  1:ъ  иастпяп^ему  случаю  мп-жч'гь  быть  ириложепъ  графпческ1й  пр1емъ 
Парппьона;  для  этого  нужно  только  представить  себЬ,  что  нить  Л/^Л/^ 
разр'Ьзапа  въ  днухъ  какихъ-лиоо  ея  точкахъ  П  и  С  (фиг.  175)  и  въ  ннхъ 
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I 


I 


приложены  силы  Р  и  Р\  геометрн  чески  равныя  бьшшимъ  прежде  натя 
жен1ямъ  Тх^щ,  и  Т^^х  этой  яитн.  Такъ  какъ  отъ  этого  равнов'Ьс1е  много- 
угольнпка  не  нарушается,  а  онъ  сд1,ла.1сл  неаамкнутымъ,  то  можно  при- 
ложить построев1е  ередыдущаго  параграфа.  Итакъ  изъ  произвольной  точки  О 
проведемъ  векторъ  0Л,>  =  ^'=  Г),11,  потомъ  Л^А^=^1'^,  А^А^^=Р^,*., 
пока  н^*  прндемъ  къ  тсчкЬ  А^,  Эта  точка,  въ  случа'Ь  равно1гк1я,  должна 
совпадать  съ  точкою  А^,  потозиу-что  по  усювтю  (636)  многоугольниьь. 
лаввыхъ  силъ  замкнутый,  Векторъ  А/)  предоставить  собою  по  величине 
и  по  направлен!!!  натяжен1е  %,  \  =  Г\  Нтакъ,  отлнч[е  случая  замкну- 
таго  веревочпаго  мн1.«гоугольниьч1  огь  незамкнутаго  состоцгь  въ  томъ,  что 
точка  О  находится  внутри  многоугольника  силт»,  ВсЬ  нрямьгя,  проведен- 
ныя  изъ  его  всргиинъ  т.  то^гкЬ  О,  попрежнему  опред'Ьляють  натяжеи1я 
по  величине  I!  по  нагфавлен1ю.  Если  бы  положея1е  точки  О  внутри  много- 
угольника А^А^.,,А^  было  известно,  то  можно  было  бы  по  заданнымъ  си- 
лаиъ  построить  самый  веревочный  многоугольни1гь,  какъ  это  было  показано 
въ  §414.  Мы  не  будемъ  указывать  способовъ  вахождешя  точки  О.  такъ 
какъ  это  с1ишкомъ  отвлекло  бы  насъ  ьъ  область  графической  статики 
н  имеющей  зд'Ьсь  прнложен1е  геометрической  теорп!  взаимныхъ  фи- 
гу ръ:  но  зам!,тимъ  лншь,  что  и  теперь  легко  определить,  находится  ли 
данный  замкнутый  веревочный  многоугольвикъ  въ  равнов^Ьсш  илн  нЬтъ: 
для  этого  нужно  посмотрКть,  будетъ  ли  многоугольникъ  силъ  замкнутый, 
и  если  онъ  замкнутый,  то  провести  изъ  его  вершинъ  прямыя,  паргилель- 
ныя  сторонамъ  вгревочнаго  многоугольника  н  посмотреть,  будутъ  ли  онЬ 
вс'Ь  перес'1;каться  въ  одной  точкЬ, 

417.  Пр1«шжен1е  многбугольника  Вариньона  къ  веревочвому  многоуголь- 
нину  съ  неподвижно  занр'Ьпленнуии  концами.  Предположимъ  теперь,  что 
1*еревочный  многоугольникъ  укр'Ьпленъ  своими  концами   въ   двухъ  непо- 


I 


У^о 


двпжныхъ  точкахъ  А  и  В  (фиг.  176).  Въ  этомъ  случа*  нензв-ктны  на- 
■    тяжен[я  Т,.  а  и  Г», ,,  прайних!.    нитей;    ми    янаемъ    одвако-же,  что  они 


^^  ~  г   ..     ^. 


/       '^   н 
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В^В^Ву  проведемъ  пяъ  его  вержинъ  прямыя,  параллеяьвыя  сторонамъ  вере- 
вочлаго  треугольника.  Согласно  теор11г  (§  41В),  эти  прямын  пересЬкутся  въ 
одвой  точк*!!  О;  ОВ^у  ОВ^,  ОВ^  представятъ  тогда  ватяжен1я  по  велдчин'Ь  и 
о  о  направленш. 

3.  401,  Веревочный  многоугодьиякъ  укр^пледъ  своямл  концами  яепо- 
двпжно,  прпчемъ  п  ^иг  2.  Составить  уравнения  для  опред'Ьленчя  всЬхъ  неиз- 
в-Ьстныхъ  иъ  случае  р&внов-Ьс1Я. 

3,  402,  Сд^лать  въ  задаче  401  построев1е  фигуры  Вариш>она  (§  417)  и,  вы- 
бравъ  внутри  его  точку  О  произвольно  и  зная  длину  одяоЙ  язъ  яитеЙ,  опре- 
делить остальпыя.  Для  р1&шен1я,  аам'Ьтимъ,  что  положетемъ  точки  О  опре- 
деляется уже  направлен!е  вс^^хъ  трехъ  нитей;  поэтому,  зная  положения  точе>гь 
укреплепш  ковцовъ  многоугош.яикв  и  дливу  ОДЯОЙ  иэъ  вятей,  де1*ш>  опред^*- 
лить  оетальвыя, 

3.  403.  Составить  задачу,  аналогичную  иредыдуще1|  для  случая  11:=3. 

3,  404.  Построить  многоугольникъ  Барипьона  для  системы  параллельны хъ 
силъ  и  показать,  что:  1)  въ  случай  равновес1н  веревочный  многоугольникъ 
ппоскШ  и  2)  проекдхи  всЬхъ  натяж€Н1Й  на  на11равлен1е,  перпендикулярдое  къ 
силамъ  и  нараллвльоое  плоскости  мвогоугольаиквн,  равны, 

3.  405.  Показать  для  замкнутаго  веревочныго  многоугольника,  что  если 
точка  О  фигуры  Бариньона  находится  въ  одной  изъ  ея  вершинъ,  то  натпже* 
Н1е  одной  изъ  сторонъ  мно1Х)угольникп  равно  нулю;  а  если  точка  О  находится 
ввй  периметра  фигуры  Бариньона,  то  в^исоторыя  изъ  натяженШ  обрап^аютси 
въ  давлен1я,  тавъ  что  для  возможности  равнов^сгя  соотв^тственвыя  нити 
должны  быть  замйнены  твердыми  стержнямк. 

Равнов^Ьсхе  сиотемы  сочжененныхъ  стержней. 

418.  Общ1я  соображения.  Основашемъ  при  р'Ь11юн1н  этого  вопроса,  ко- 
торый олизко  стоить  къ  задачК  о  веревочном!!  многоугольвнкФи  могутъ 
служить  соображен1я,  приведенныя  въ  §  401.  Можетъ  случиться,  что  от- 
носительно веревочяаго  мвогоуго.11|Ника  выполнены  всЬ  требуемыя  усю- 
пш  равнов'Ыля,  аа  псплкпенхемъ  гЬгь,  ноторыя  касаются  направлешй  на- 
ТЯЖГН1Й  отдЬльныхъ  сторонъ  многоугольника,  т,  е.  можеп>  случиться,  что 
силы  1\,т  и  Т,^1  4  будутъ  не  растягивать,  а  сжимать  нить  ЛГ^Ж-^ь 
Тогда,  всл]>дств1е  гибкости  нитей,  равновгЬс1е  фактически  будетъ  невоз- 
можно; во  его  можно  возстановить,  зам-Ьнивт.  нить  Л1^М(^1  твердыми 
стер^кнемъ  (см.  задачу  405).  Очевидно^  что  и  вообще  равнов'Ьс1е  вере- 
вочннго  многоугольника  сохраняетсл,  €СЛ11  вс^  его  элементы  аам'Ьнить 
твердыми  стержеями.  соединенными  В1|  вершинагь  многоугольника  шар- 
нирами, которые  позволяли-бы  угламъ  мйогоуго.1ьника  произво.1ьпо  измЬ- 
няться,  Къ  такой  системЬ,  если  предцолагать,  что  вн'Ьшн]я  силы  ирило- 
жены  только  въ  нер1пияахъ  многоугольника,  ваолгЬ  приложимы  услон1я 
равнов'кчя  веревочнаго  многоугольника,  а  таюке  и  графическШ  методъ 
его  изучен1я.  Однако-же  является  и  существенное  отлнч1е  этого  случая 
опз  предыдущаго:  если  въ  веревочномъ  многоугольник'Ь  изгЬнить  наира- 
влен1я  всЬхъ  вн'Ьитихтэ  силъ  на  противуположиыя,  сохраняя  ихтз  вели- 
чины и  точки  1филожен1я,  то  ояъ  не  останется  въ  прежнемъ   положенп! 
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равное кш,  такъ  какъ  всЬ  силы  натяжения  обратятся  въ  силы  сжимад! 
то-же  самое  преооразовааге  силъ  въ  снстемЬ  сочлененныхъ   стержней 
изм'Ьннтъ  положен1я  раввов^стя  систомьт,  хотя,  правда,  устойчиво»^  равно- 
в±ст  можетъ  ирв  атомъ  опратиться  въ  неустойпнвое  или  обратно, 

Сказаннаго   достаточно,    чтобы    болЬе    не  обрататьса    1П>    вонросу 
равнов1с1п  такой  системы  стержней,  въ  которой  силы  1филожены  въ 
вершннахъ;  дал^е  мы  буде1ъ  предполагать,  что  онЬ  приложены  въ  какихъ- 
либо  другихъ  точких!,  [саждаго  члена. 

419.  Рабнов'Ье1е  ц-кии,  состоящей  изъ  стержней,  двигающихся  парал 
лельно  плоскости  и  соединен ныхъ  носНдовательно  между  собою  и  съ  н| 
подвижными  опорами  помощью  шарнировк  Пусть  эта  ц^оь  состоитъ  из 
п  членовъ  А^,  Лд,  ...  А^.    Каждый    членъ   А^   находитсл    въ  равнов1»с1 

лодъ  д1;йств1емъ  внЬишихъ  сил 
и    приложенныхъ   на   его   кон- 
цахъ  Д.,|, ,  и  В»'.  ,4-1  (на  осяз1 
шарннровъ)  соиротивленШ  Р,-.,- 
и  Д.  .+1  (фиг,  178),  который 
него  оказываютъ  члены  ^,-^1 
Л,ч-|,  На1фавлен1Я  этихъ  сопро^ 
тивлен1й  намъ  теперь  нензвЬст^ 
ньк    и  ини    вообще    говоря 
совпадаютъ    съ    ааправлен1яв 
стержней;  но  но  всякомъ  случае  мы  должны  принимать,  'ПО 

Р,,  г  ,  ч^  Р,_1, ,  =  О,     Л^|, .  -К  Д  .41  =  0.  (537) 

Сос1'ав.1Яя,  на  основанш  изложеннаго  въ  §  407  приндина,  ус:лов1я  равнс>^ 
В'Кс1Я    каждаго    отд^льнаго    члеаа,  мы    нолучаемъ  Зп   уравнен1й.    Чис 
нсЬхъ  со11ротивлен1й  равно  ^*н-1,  гакъ  ишъ  кромЬ    п — 1   соиротивлен1 
мощу  членами  цЬуи  въ  условия    равновкш   входяттэ    еще  сопротивле 
на  кондахъ  дЬпи;  следовательно  нм1*ется  2  («-+-1)  неизвЬстныхъ,  (к'тал! 
ныя  т  =  3п — 2(пн-1)  =  #*  — 2  уравнен1й  должны   быть  достаточны 
определения    полож«?н1Я    1гЬпи.  Въ  этомъ  можно    и    кепосредственио  уб'1 

диться  слЬдуюншмъ  разсмотр'Ьн1е 
Положимъ  сначала,  что  « ^  2, 
подлому  т  :=  о,  11оложен1е  та] 
цени  напередъ  известно,  т.  е.  не; 
симо  отъ  д'Ьйствуюпшхъ  силъ,  е* 
предполагать,    что    д.1нны    стерж» 

даны.    Число     ВОЗМОЖНЫХЪ     Ц0Л0Ж1!Н] 

равно  впрочемъ  двумъ;   поэтому 
а||^д№1ЧН0СТН  должно  быть  наиередъ  указано,  куда    обращенъ   птрнн! 
!и1Няю1Д1Й  члены  А^  и  Л^*  '^^^^^  н=3,  то  т=1;  положен1е 
можетъ  быть  определяемо  однимъ  угломъ  а,  (фиг»  179).    кс 


10^у 


Фиг  171К 
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§  420,  ф.  039. 


N 


рый  образуегь  одинъ  изъ  ея  члековъ  съ  пакилгъ-нибудь  даннызгь  напра- 
11дее1емъ.  Зная  длину  члена  А^,  мы  найдемъ  положение  точки  Й!.,-,  а 
цоЫ>  этого  само-собою  определятся  два  геометрически  возможныхъ  по- 
ложен1я  В^,^^В^2^В^^^^  и  В^^2В2^Вл,^^  остальной  части  ц'Ьпи.  Идя  послЬдо- 
вательпо,  легко  впд'1«ть,  что  иоложен1е  четырехчленной  ц'Ьпи  можеп.  быть 
определяемо  двумя  углами  а^  и  огд,  образуемыми  членами  А^  и  А^  съ 
даннымъ  постояннымъ  на11равлен1емг,  н  вообще  л  — членная  ц'Ьнь  м — 2 
углами  а,,  а,  ,.,  сЕл_2.  Указанныя  выше  условия  ранновЬс1я  яе  даюп» 
впрочемъ  пднозначныхъ  р1;шен1й  для  этихъ  углов!..  Для  однозначности 
р1^теи1Я  нужно  принять  но  внимание  добавочное  требован1е,  чтобы  равно- 
вЬс1е  было  усгойчивьшъ;  напр.  для  трехленной  цЬпи,  подверженной  дМ- 
СТВ1КР  силы  тяжести,  этомл^  требонапио  удовлетворяетъ  только  одно  поло- 
жен[е  п1ип1  Ди^^1л*т  /?2л  Д^о  (фпг.   179 к 

420.  Равнов^сш  ц^пи,  составленной  изъ  тяжелыхъ  стержней.  Мы  огра- 
ничимся иредположошемъ^  что  центры  тяжести  находятся  въ  среди вахъ 
стержней.  Возьмемъ  ось  (с)  горизонтально,  :».  ось  (^^)  по  направлению 
силы  тяжести,  будемъ  направлепге   стержней   определять    ихъ  углами  съ 


I 


Фиг.  180. 
ОСЬЮ  (Т|)  и  напигаемъ,  что  алгебраическая  сумма  моментовъ  всЬхъ  сплъ. 
д1>йствующихъ  на  членъ  Л„  относительно  его  конца  Д_1, ,  равна  нулю 
(фиг.  1йО);  принимая  для  этого  временно  начало  коордннатъ  въ  точк-Ь  Д_1,  ^ 
и  составляя  для  силъ  Р^  п  Р,-,  ^,-1  выраженге  момента  по  схемЬ:  Е(;Н  — т^Н>, 
иаходимъ: 


. I,  .^т  а, .  II,;  ,.ц  —  А ,  е^^ь'  <х^*^,,  ^^^ 


ГА,  8Ш  а  ==  О. 


ГД-Ь   2,,  ,-,.1    П    Н»,»ц_1   ОЗНЯЧаЮП.    ПрООКЩИ    силы    Р4^{^1^1ЛН 


"^(^  (^}  сона^  Ч-  И»,  1,1  л'ш  а. 


Г,  тп  ог,  =  О 


(638) 


Составляя  11одо6иымъ-же  образомъ  условие  для  моментовя»  снлъ,  дЬйству1г>- 
щихъ  на  членъ  А^^^^  относительно  точки  Д+г,  г+з  в  принимая  по  1шп- 
ман1е,  что  по  уаювш  (637) 

2^,  .41  н-  н,^,  ,  =  О,    н,;  ,1,,  н-  Н,-+1. .  =  О,  (ьан) 


находихъ 

—  Н,,  ,4.1  €0$  Яйн-1  -Н  Н;,  ;+1  5111  Я^4-1   —   2   ^^1  ^'^  «^1=  0.  640 1 

Псключен1е  Н,,  ^ч-1  изъ  уравненШ  (638)  и  (640)  даетъ: 

Подобное-же  разсмотр-Ьше  чденовъ  А^^г  и  Л{^2  приводить  къ  зависихо- 
спить: 

Г^н_1.  ^^2  С05  а,_|_1  Н-  Н,-,_1.  ,4-2  ^П  Л,^1   -Ь  ^  Г{^\  51*11  а^1  =  О. 

—  ^Ч  I,  К1-2  С05  Л;^2  "•-  Н;ч-1.  .+2  ^«Л  ЗЬ,^2  -I-   ^   1^.М-2  ^*И  «14-2  =  0. 

<"'тктда    —  1 

-.4-1,  ^2  (ео(д  (Х.Ч.1  —  ео(9  л^-)  =  о  №+1  -ь  ^'.ч-г).  (642) 

Выражая  ддя  сиъ,  дЪйствтюшихъ  на   чдень  А^^^^  что  1Н=0,  И]11ехы 

^и^1.  I  -♦-    ^м-1,  »-1-2  =  О, 

и  поэтоху.  на  основаши  равенствъ  (639) 

^1«.  1-4-1    ^=    «^'-Ы,  •-•-2» 

Т.  е.  во  вс^хъ  шарнирахъ  проекц1и  натяженИ   на  горизонталь- 
ную ось  равны.  При  похоши  этого  равенства  формулы  (641)   и   (642» 

даюгь: 

^^3^— со^,чц  _  Ыд  а^^1  —  сои^  а^д 

-Р,  -+-  ^^.4-1  -Р.Ч-1  -Ь  -Р|-Ь« 

Для  составлен1я  этого  равенства  потребовалось  разсхотрЬше  трехъ 
схежныхь  членовъ  ц1пи;  такихь  коибинацШ  можно  сделать  н — 2  и  по- 
лучить столько  же  зависимостей  вида  (643;.  Пусть  будутъ  а  ш  Ь  проек- 
шн  прямой  Бол  ^«.о  на  осяхъ  Еоординатъ:  изъ  геометрическаго  равенства 


иолучанмъ  еще  дв^  завнснм<хти  между  углами: 

.1.  >//'  3    4-^,  5ш  «3  ч-  ...  н-  А^  $гп  п^  =  а, 

А,  с'о.ч  а^  ч-  Лд  со$  л^  ч-  ...  -^  Л,  сов  з,  =:  6, 

и  имЬ/яъ  г^п^рь  п  уравш.-нШ  ни  опред1иен1я  п  угловъ  а^^  а,. ...  а^. 

II  «лЬ  тмГ'    какъ   «ти  углы  будуп»  вычислены,  легко  найти  и  натяже- 
н!л  в-    Н'  !  хъ  шарнирахъ.  Л  нм»^нно,  изъ  уравненШ  вида   1бЗ^»   и  (640) 
наш  м1.  Р_>,  Р....  ...  Рщ.-\,п'.   а   для  опред-Ьленхя  натяжен1я  въ   точкахъ 

77      ::   //,..,  яапиш-мъ  услов1я  1Е=0  и  1Н  =  0  для  крайяихъ  членовъ: 

Н. .,  -ь  И:.,  -н  г,  ^  о,     Н,. ,._!  -+-  Н,.о  ч-  Г^  =  0. 
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§  ^21,  ф,  044, 


3.  406.  Два  тяшелыхъ  стержня  ^4,  п  Л,  соединены  шарпиромъ;  кро»гЬ  того 
1Я9ржеаь  ^1  пм'Ьетъ  неаодввжоую  ось  Ли,  |,  а  другой  лежип*  сооимъ  свобод- 
ПЫЬАЪ  кондоиъ  на  абсолютно  гладкой  горизонтальной  плоскости.  Опред-Ьдит*. 
полошен1е  равнои^с^я  и  во*  сопротивлен1Я. 

3.  407.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предподоженш,  что  горизонтальной 
плоско»  ть  оказыяае'гь  т^тенае  п  что  положенге  равнс^в-Ьсхя   предктьное  (§  377), 

3.  4№  Трехчленная  шарнирная  система  подв^^шана  своими  кондазхи  па 
одинаковой  высогк  Определить  ватяжеп!»  въ  предположен1В^  что  длины  и 
в:Ьсв  членовъ  равны, 

3.  409.  Два  стержня  неравной  дляны,  находящееся  въ  вертикальной  плос- 
кости и  подйержеаные  дЬйств1ю  силы  тяжести, 
соединены  между  собою  шарннро^гь,  а  с  вой  и  и 
свободными  хсонцами  упвраются  въ  вертикаль- 
выя  стЬны;  шарниръ  лежнтъ  на  гориаонталь- 
Я01!  плоскости.  О  И  рс  ДЕЛИТЬ  положенхя  равно- 
В'Ьс1я  и  сопротпвлеп1я  въ  предположеиш,  что 
трвн1е  отсутствуетъ. 

3,  410.  Система  состоитъ  взъ  трехъ  чле- 
нооъ  различной  длины,  и  концы  ея  укреплены 
на  одинаковой  нысотЬ.  Опред-Ьлпть,  па  какую 
величину  долженъ  быть  продояженъ  среди  1й 

члепъ  въ  одну  его  сторону,  ддгя  того  чтооы  одинъ  взъ  крайнихъ  членовъ  при- 
нялъ  при  равнов-Ьсш  горизонтальное  направлен1е  (фиг,  181)* 


Фиг.  181. 


Кинематическая  ц'Ёпь  Ау густа. 


421.  Эта  систсхма  лродстив.1яетъ  собою  зам^чатс^льный  црим-Ьръ  ггЬш» 
поол'Ьдоиатольно  соединенныхъ  тЬлъ,  укрепленной  лин1Ь  одйимъ  своныъ 
концомъ.  Она  состоигь  изъ  аластино^съ 
одинаковой  формы  и  одинаконыхъ  ризм'Ь- 
ровъ,  соединенныхъ  послкдоватольно  по- 
мощью пшрнироаъ.  которое  11м1^ютъ  гори- 
зонтальныя  и  псрпендикулярныя  иъ  ила- 
ст11ика!йъ  оси  враще111я  и  расцоложены  въ 
каждомъ  член^  одннаконьшъ  оОрнзомъ»  Для 
простоты  будемъ  предполагать,  что  эти  гЬда 
параллелограммы  А^,  -4^,  .  ,  .  X.,  ,  .  .  А^^ 
а  шарниры  находятся  въ  соотв-Ьтетвен- 
кыхъ  вершпнахъ  послЬднпхъ.  Пусть  гЗудетъ 
26  длина  Д1агона-111,  а  длина  Оол11е  корот-  Фиг.  182, 

кой    стороны     параллелограмма,     7    уголъ 
между  ними,  р,  уголъ  д1агоналц  съ  пертнкальнылъ  и  л^  уг 
съ  горизонтальны ыъ  направлениями;  такъ  что  (фиг,   182) 

Т  ^  I  -*-  с».  -»-  Рг 

Предполагая,  что  шарннръ  параллелограмма  А^  пеп 
трнмъ  услов1е  равнов*с1я  крайняго  члона  Л^.  При 
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ого  тарниръ  неиодвнженъ;  а  такъ  какъ  на  него  д'Ьйсгвуетъ  только  сила 
тяжести,  то  его  д1агональ  ирнннмаегь  вертикальное  110ложен1е,  т.  е. 
^^^  =  0.  Второй  иараллелограммъ,  Л^,  находится  въ  равнов'Ьс1и  подъ  дЬй- 
ств1емъ  двухъ  сплъ:  его  вЬса  1^  п  такого  же  вЬса  параллелограмма  А^; 
поэтому,  по  услов1ю  моментов!.: 

—  I)  8Ш  Эз  -ь  а  сои  а^  =  0. 

На  трет1й  пар^илелограмъ,  кромЬ  собственнаго  вЬса  дЬйствуетъ  вЬсъ 
двухъ  предмдупигхъ  членовъ;  такъ  что 

—  Ь  ят  ;3у  -ч-  2а  сов  л^  =  О, 

п  т.  д.;  вообще  находпмъ: 

—  Ь  8Ш  р,+1  -^-  /а  сои  а,н.1  =  0. 

Отсюда  при  помощи  зависимости  (()44)  легко  получить  формулу 

.  Ьсо$^;  4-1(1 

и  8П1 7 

определяющую  паклон1»н1е  Кс1ждаго  члена.  Въ  главЬ  XIII  (зодача  421) 
мы  увидимъ  на  основан1и  этой  формулы,  что  съ  уменьп1еи1емъ  длины 
стороны  а  и  с'ь  увеличешемъ  числа  членовъ  ц1^ии  многоугольникъ,  обра- 
зуемый сторонами  (</),  приближается  къ  форм!»  цЬпной  лин1п;  такимъ 
образом'ь  въ  пред'ЬлГ»  получается  цЬпная  лип1я.  подвЬшанная  только 
однимъ  своимъ  концомъ. 

Закдючен1е. 

422.  Вопросы,  р'Ьшенные  ъъ  настояи1ей  главЬ,  даютъ  понят1е  о  томъ, 
какъ  обиия  соображен1я,  указанный  въ  §  105  и  основанный  на  общихъ 
началахъ  статики,  могуп>  быть  прилагаемы  въ  каждом1|  отд1.льпомъ  слу- 
чае. Далеко  не  всегда  бываетъ  удобно  пользоваться  этими  элементарными 
пр1емами^  какъ  наприм'кръ  въ  болЬе  сложныхъ  случаяхъ  въ  теор1Л  ма- 
шпнъ,  въ  особенности  же  въ  строительной  механик!..  СЧчцествуетъ  обп1ая. 
ана.1итическая  метода  для  р'Ьшен1я  вопросовъ  о  равнов'1'>с1и  системы  ма- 
тер1альныхъ  точекъ,  одинаковымъ  образом!»  приложимая  ко  всякимъ  слу- 
чаямъ.  Эта  метода,  основанная  на  такъ  называемо мъ  принцип'Ь  воз- 
можныхъ  перем1-.щеп1Й,  составитъ  предмеп.  цТлаго  отдЬла  настоящаго 
курса  (отдЬлъ  седьмой).  Въ  строительной  же  механик!»  пользуются  кром'Ь 
того  графическими  приемами,  получивп1Имп  въ  посл!;днее  время  столь 
большое  приложен1е,  что  они  выработались  въ  особую  отрасль  меха- 
ники— графическую  статику,  которой  мы  однакоже  не  можемь  зд^^сь  ка- 
саться. 
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§  42а,  ф.  В46. 


Г  л  А  В  А  Х11Ь 


Равнов'Ьс1в  абсолютно  гибкой  нерастяжимой  нити. 

Предварите дьныя  понят1я, 

423.  Вн'кш^я  силы,  А%йстеую1ц1я  на  нить.  Будемг  предполагать,  что 
нить  идеально  гибкая,  т,  е.  что  она  не  оказьшаеп>  ни  ма.1Ьйшаго  сопро- 
ти1иг^е1я  такпмъ  силамъ  который  стремятсл  ее  сгибать.  Мы  такимъ  об- 
разомъ  нсключаемъ  нзъ  разслштрЬн^я  тотъ  элемевтъ,  который  въ  прак- 
тической механике  называется  «жесткостью  веревки э.  Результаты  изсд*- 
доран1я  всетаки  остаются  въ  болы11ПНств11  случаеиъ  приложимыми  на 
практике,  такъ  капъ  эта  жесткость  и  грае  п»  обыкновенно  лить  нторостс»- 
пенную  роль  въ  сравнен1н  съ  сопротивлениями  другого  рода. 

Плоп1адь  поперечнаго  сЬченхя  нити  будетъ  предиолагатьс41  ничтожно 
малов!  въ  сравнен1и  нетолько  со  всевз  ея  длиною  но  п  съ  длиною  каж- 
даго  безконечно-м^иаго  ея  элемента  Д.^\  Эта  плопьадь,  также  какъ  и 
форма  поперечнаго  с^чен1я  не  будутт.  въ  да.1ыЛйшемъ  играть  никакой 
роли.  Т1»мъ  не  менЬе,  если  нить  подвержена  д[.йств1ю  силъ,  зависящихъ 
отъ  массы,  мы  не  можемъ  1Грепебрегать  масспш  нити,  ибо  огь  распридК- 
лен1}1  массы  и  закона  дФ,Йств1Я  силъ  зависитг  форма  нити  въ  положен! к 
равцовЬс1я;  а  опредЬлен1е  этой  формы  и  составляеп>  одну  изъ  главныхъ 
задачъ  настоящаго  вопроса. 

Массу  нити  мы  будемъ  предполагать  распредЬленнон»  по  неИ  непре- 
рывнымъ  образомъ  и  пред'Ьлъ  отношешя  массы  элементгг  ннтн  къ  его 
длин[ч 

^  3=  Ит. 


разсматривать  какъ  величину  конечную,  изменяющуюся  недрерывнымъ 
образомъ  съ  переходомъ  отъ  одной  точки  нити  къ  другой.  Тогда  за  массу 
элемента  Д5  нити  можно,  пренебрегая  безконечно-малымн  высшихъ  по- 
рядке въ,  принять:    ' 

йт  =  р.  .  Л^'. 

Число  ^  можно  назвать  плотностью  нити  въ  данной  точкЬ. 
Если  |л  постоянно,  то  нить  называется  однородною;  тогда  масса  ко- 
нечнаго  отрезка  нити  пропсфгион^иьна  его  длин!». 

Пусть  будеа^ъ  /*  сила,  пропордЬнальная  масс*  и  дЬйствуюшая  на  эле- 
менгь  нити  ^я.  Разсмотримъ  ц^ред1иъ 


У  =  Ит, 


Ая' 


(<ИЬ) 


гы  - 


у     На^ЫЫ%А-1ЧН    ^:ил^^м,,    <..'1Я<:':"НН0Ь    КЪ   «гДИВИЦ^   ДЛИНЫ   ЕЕ1Е.     В*гЛЕ- 

чин.ч  .*7'.й  'И.1Ы  1иы1.ни*'1гн  н';Ь'1к-1)ь:ьнымъ  оОрагз-мъ   СЪ  Л^'ре1'.а01П.   отъ 
'и>1'  й  ]о'п.1{  «ЛЛ1  иг  ^ру]ой.    Пр'.'Н'-'Ор^гая    М'Г^ЕОнечнс-малыми  высшихъ 

Нумь  ''|),1угь  I.  И.  /  слага^гмыя  по  координатнымъ  осямъ  этой  во- 
о'1р:1Жа'МпП  <  Л.1Ы  /■':  югда  хля  г.1ага<*михъ  действительной  си.1ы.  д1.Й- 
<.]В\К|||Ц11  на  ;|.им«нг1.  Да.  лолуча^-мъ: 


По    ОГНОИНОМу    11рННШ111у    МС'ХаНИКН 

/*=  /г  .  Д»/«; 


(64^) 


штпшу  МОЖНО  га1:ж(*  написать: 

/'  =  Иш. 


Д|/1 


Д^ 


=  11/Г. 


ПапримЬрь.  (чмн  на  нить  дЬйствуеп»  сила  тяжести,  то 
/'  =  р«/.       /*  =  и<А<. 

Иесьма  важно  .ия  дальн1.Йи1аго  заметить  сл1ау11>щее:  если  положеше 
ючки  .V  на  ннги  оиред1лять  дуг^ио  ^^  отсчитываемою  по  нити  отъ  н^Ь- 
киюроп  ларанЬе  намеченной  на  ней  Т11ЧКН  .1/^,  напримеръ  отъ  одного 
нл.  ей  1;он1и»вь,  1\»  нужно  счншть  и.  К  I.  Н,  /  функшями  дуги  >\ 

424,  Н1татан1е  нмтм.  ИнЬниня  силы  вы;{1^в;1Ж'Тъ  во  вс^хъ  точкахъ 
нити  сонр1*1'Нв.1еи1М.  коюрыя  называипуя    ни1яжен1ями.    НатахёН1е  въ 

ючиЬ  Л/  НИ1И  .4^,  находящейся  въ  пс»- 
ложеН1и  р;1ВНови1я«  мы  оудемъ  аонихать 
сльдуюшимь  оСфа^омъ.  1*аор1жемъ  нить 
вь  точкЬ  М  п  удалимъ  ея  часть  ЛВ 
•  фиг.  1--:3|;  тогда  равновкче  остадьной 
часш  ниш  нарушится.  Чтооы  егс»  воз- 
сгановпть,  нужно  въ  гоч1гЬ  3/  приложить 
нЬк'Чпру».  силу  Т:  .^гу  силу  мы  и  оудежъ 
на^ынагь  на1яж«Н1«'М1.  нити  иь  р.'Чкг  -V.  ПреД'Гавимъ  сеоЬ,  что  шзстЬ 
разр^3|*  нити  мы  у1:ии.т  !р\гу!1..  ^я  часгь  ЛМ:  ия  сохранен1я  равно- 
Ь'ЬсЫ  осгавшеВся  часгп  нужн-.»  приложить  въ  р»чкЬ  3/  некоторую  силу, 
предс111к.|яи»и1ум»  сооон..  нигяжгн!''.  сь  к-торымъ  '.'Гр1;;зокъ  ЛМ  нити  д*й- 
сгвуегь  н;1  о I р !...:•  1Ь!.  ПМ:  Л'*  .илу  мсжн'.'  <.!онач11гь  чере^зъ  —Г.  иотожу 
что  она  и  си.м  /■  ;:!.!.■  ^■|•:^I^,I:^К'Г!.  и.^алмг-дКИ'.ття,  а  эти  в.заимод-|1Йств1Я 
всегда  ранн!.!  л  ь'рач"    1рг111ну:]|-.1«  жн-.;. 


Фиг    1*^. 


14 


I 


I 


§  425,  ф.  Г, 


В*^1ичина  натяж1'Н1я  меняется  съ  переходом^  отъ  одной  точки  нити 
кг  другой;  если  въ  положеигн  равновЬсхя  нити  положея1е  точки  М  опре- 
Д'Уять  дугою  .^,  то  нужно  Г  считить  фум|;ц1ею  отъ  л. 

Можно  нринимать  за  очеиидное,  что  натяжен1е  нити  въ  ея  положенш 
равноЕ^с1я  въ  каждой  точк4  нанрав.1ено  по  касательной  къ  ней.  Кезу- 
словно  опевиднымъ  можно  это  сначсиа  считать  только  для  концовъ  нити: 
действительно,  мад1)йшая  составляющая  натяжен1я,  перпендикулярная  п. 
нити,  способна  была  бы5  всл'Ьдств1е  абсолютной  гибкости  нити,  перем1> 
стить  этоп.  конецъ,  что  противоречить  предположен1ю  о  сущсствоваши 
равнов1>с1я.  То  же  разсужден1е  можно  приложить  и  къ  нат^гженш  въ  ка- 
кой-нибудь точк'1>  М,  если  опять  представить  себЬ,  что  нить  въ  точкЬ  31 
разрезана  и  что  нагажен1е  прило^кено  въ  этой  точк*  какъ  сила,  способ- 
ная поддерживать  равновкче.  Нужно  впрочсмт!  помнить,  что  каждый  эле- 
ментъ  нити,  находится  ли  онъ  на  ея  конц^  или  гдЬ-ниоудь  въ  средин*, 
подверженъ  еще  д'Ьйств1К)  вн'Ьшннхъ  силъ,  напранленныгъ  вообще  говоря 
не  по  касатс^льной  къ  нити.  Этс1  нЬсколько  ослаб-1яеп>  очевидность  пре- 
дыдующихъ  разсуждеи1й.  Въ  §  126  будетъ  поэтому  дано  бол-Ьс  строгое, 
аналитическое  доказательство  того,  что  натяжец'ге  во  всЬхъ  точкахъ  на- 
правлено по  касательной  къ  нити. 

Обхщя  7^^^ов1я  равновФсш. 

Ф25.  Уравнен!»  равнов^с1Я  нити.  РазрЬжемъ  нить  въ  дв)*хъ  безконечно 
близких!,  точкахъ  М  и  М  (фпг.  184)  и  удалимъ  отрезки  АМ  и  М' 
Д1Я  сохрансшя  равнов'Ьс1Я  отрЬзка 
ММ*  ^^^з  нужно  теперь  на  концахъ 
его  прт1лояп1ть  натяжен1Я:  У  и  Т\ 
Вн'}.иш1я  силы,  дЬйствун)Щ1Я  оа  дугу 
ММ\  можно  представить  себЬ  при- 
веденными  къ  одной  силЬ  /;  опредЬ- 
.тяемой  по  формуламъ  (647)  и  (648). 
Силы  —  Т,  Т*  ц  Р.^8  находятся  въ 
равнов'Ьс1и.  Въ  чемъ  бы  ни  состояла 

вся  система  услов1Й  равнов'Ьс1я  нити,  можно  утверждать,  чтю  въ  числ'Ь  ихъ 
непрем  Ьв но  будугъ  находиться  услов1я  равновЬсгя  твердаго  гЬла;  потону 
что  равнов1^с1е  не  нарушится,  если  отр'Ьзокъ  ММ'  затверд'Ьетъ,  ири  си- 
хранев1И  вс1;хъ  остальяыхъ  обстоятельствъ.  Напипгемт!  сначала,  что  суммы 
проекцШ  вс'Ьгь  силъ  на  осяхъ  коордннагь  равны  нулю.  ,\1Я  этош  означимъ 
черезъ  а,  р,  7  углы  съ  осями  координатъ  того  нагяжен1я  '1\  которое  вво- 
дится въ  точк'Ь  М,  когда  уда,1яется  прочь  отр'Ьокъ  3/Л.  ггричемъ  предпо- 
лагается, что  дуга  5  возрастаегь  отъ  точки  Л  къ  тгзчкЬ  Б;  гакъ  какъ  на- 
гяжен1е  —1\  д'Ьйствующее  въ  точкЬ  М  на  алементъ  ММ\  яротивуположво 
натяжен1ю  7',  то  его  проекцш  сл-Ьдушндя:  —  Тсоза,   —  7'со^р,  —  Тст-^, 


П'ШМ'  м1|    / '  М1111|1<мм1  МО  И1.  .мругун!  1  юрону,  1И1:>'1С)му  иго  проекдш  Т'со8а\ 
^    "    |)     /   |м.  ,    ним'иы  1Н.1И.  ПИПЫ  г I.  ||(М(»житглыгымъ  :шакомъ.  Итакъ 

"'•''^•»  /  .......       Гуиип  I   :":л.ч     о, 

/    ..'.  |1  /■  ..»•,  |Ч    I    ПЛ.ч        о, 

/    •.».  ^  /'|.1ч  ^    I     /Лч        о. 

Ч1'««  .  ч  /  .,»*  ^  «ч  и»  и|ч1р:ии1мио.  когороо  иолучаотъ  Уел? а  при 
и.  |\,л»\\1-  х»п  п»м»\«  и  и».  \\ии||.  и,  V  о.  при  прпращонп!  ауги  >*  на  ве- 
и\ии»\    N      Ии\«^'^»ь'г  >к^  мл*н«г^   ч*к;*1;иь  «    опьччпульно    авухъ   другпзгь 

\  *  л   < 


■  ч  ч  ^  •      ^     ■     N     о    V.  .х*.ч:  .    ;  V    •        ■    "    \    л  ?     «      к     '  .«  .   I  .  ^  "V-— у    ВГЗ 


^^ 


387  — 


§  426,  ф,  656. 


1ежду  М  и  31\  въ  которой  оредеолагается  приложенною  сила  /^  такъ 
рго  можно,  означая  черезъ  е^,  €3,  е,  н^которыя  безконсчна-иалыя  вели* 
щны,  написать: 

Ввода  эти  выражен1я  въ  условия  (652),  д^ля  век  члены  на  Д^  и  пере- 
йдя къ  предку,   можно  условия   для  статическихъ  моментопъ  написать 
слЬдующемъ  вид'Ь: 

а  [г^  .  Тсояу  -    I  ,  Тст  р) 


<& 

а(^. 

Теова—  5  . 

Т  сов  7) 

(& 

Л{1. 

Г  С08  р  —  71  . 

Тсоза) 

г/я 


(Ч2  -  Ш)  =  0. 


-н  (;Е  —  с2)  =  0. 


(Ш  — 11Е)  =  0. 


(653> 


Эти  ур:1внен1я  можно  упростить.  Выполняя  дифференцированы,  иожно 
врвое  изъ  нихъ  написать  въ  сл1>дующ(.'иъ  видЬ: 


Теовт 


Тео8^1 


[д  {Ты 


соя^) 


2 


''^^'''''•^1^-^н|  =  о, 


^ 


^вЙ'Уравнен1ЯМЪ  {651"): 


08 


(к 


^  со.  р  =  0. 


(654) 


I    Остальныя  два   изъ  уравненШ   (653)   приводятся    къ   подобнымъ  же 
1висимостямъ: 


I 


с/:; 


а^ 


08  (Ы  ' 


({1  ^ « 

-^  гх^  ^  —  -^  тз  а  =  0.         (655) 


Соединяя  вс'Ь   три  навнсимостн    (.554)  и  (655)  въ  вид!»  двойной  про- 
орщн 


11 

08 


сов  а 


<к 


(1^ 


(656) 


сое  Р  €08  у^ 


Ы  виднмъ,  что  натяжен1е  Т  им-Ьетъ  д'Ьвствительно  направленге  каса- 
&льной  къ  ЛИН1И  нити,  такъ  какъ  производный  коордиватъ  по  ^  опред1>- 
|ютъ  косинусы  угловъ,  образуеммхъ  касательною  съ  осями  Еоордннатъ. 
I  Если  же  съ  самого  начала  принимать  за  очевидное,  что  натяжен1е 
1шравлено  по  касательной  къ  нити  (§  424),  т*  е*  принимать  съ  самаго 
ьчала  зависимости  (656),  то  усдов1я  для  сгатнческихъ  моментовъ  пред- 
гавляштся  уже  такими  зависимостями,  который  удовлетворяются  тоаде- 
гненно  на  основанш  уравнешй  (651). 

1  25* 


—   388  — 


Обпце  выводы  И8ъ  уравненХй  равновФс1я  нити. 

427.   ОпреА'Ьлен1е   натяжен1я  нити.    ЗавгЬняя   косинусы  производными 
координатъ  по  дуг+>,  можно  уравнешя  (651)  написать  такъ: 

-ь  Е  =  о, 


г1з 


(^Й) 


Н=0, 


Ш . , 


Й5 


--1-2  =  0. 


(657) 


Въ  такомъ  вид'Ь  мы  и  будемъ  дальше  ихъ  разсыатривать. 
Выполняя  указанныя  въ  нихъ  дифференцировашя  по  .9: 


(1.3    (1.3 


/72  г 


2  =  0, 


умножая  эти  уравнен1я  соотвЬтственно  на  |^| ,  '^  ,   ~ ,  складывая  и  при- 
нимая во  вниман1е,  что 


находимъ: 

или 
или 


=  0 


йг=     (Нг/;  ч-  нйт|-ь2гг;) 

гГГ  =  -  ^\  гг.'?  .  со^^  (Ъ\  сЬ). 


(658) 
(059) 


Это  уравнение  показываетъ,  что  разность  натяжен1й  въ  двухъ 
безконечно  близкихъ  точкахъ  нити  численно  равна  произве- 
ден1Ю  разстонн1я  между  этими  точками  на  слагаемую  внешней 


Я89  — 


§  427,  ф,  6Г»0. 


СИЛЫ,  отнесенной  къ  единиц-^  длину,  по  нап:равлен1Ю  ирамой. 
соединмющей  .1тн  точки. 

Отсюда  полупаемъ  такой  частный  резулктагь:  Есди  внешняя  сила 
пъ  иоложен1и  равнов-кс!»  нитн  во  всЬхъ  топкахъ  къ  веЙ  пер- 
иендикулярна,  то  натяжен1ё  веадЬ  одинаково. 

Еслнбы  можно  было  уравнение  (65н)  интограровать,  то  можно  было 
бы  опред1.,тлть  величину  натяжен1я  въ  каждой  тощсЬ  нитн,  зная  его  въ 
идной  какой  либо  его  точгЬ,  Это  интегрирован! е  требуетъ,  чтобы  трех- 
членъ  Е  (1\  -I-  Н  г/т^  -+-  X  (Т^  быль  лоляымъ  дифференц1аломъ  или  чтобы  всЬ 
дле»енты  этого  трехчлена  были  выражены  въ  функцш  одной  какой  либо 
переменной,  напримКръ  дуги  .9.  Последнее  возможно  только  тогда,  когда 
уже  I13в^^стно  аодожеихе  равновЬсЫ  нити.  Первое  же  иредиоложеше, 

Н  (Ц  -ь  II  ^/т)   ^-  2  г/^  =  йП  (I,  Г|,  ;}, 

состонпэ  въ  томъ,  чтобы  существова-1а  потен  шальная  функгия  (§  2(17), 
т.  е.  чтобы 


(Я/ 
Л1  ' 


Е=^,        Н  = 


г,     т 


Тогда  формула  (658)  получаетт.  видъ: 
откуда 

произвольная  постоянная  С  можегъ  быть  опрод-Ьлена^  если  известно 
натяжеше  Т^  въ  какой-нибудь  определенной  точкЬ  (?<>,  -ц^^  !^).  Если  Г 
есть  значеше  потенщалыой  функшн  для  атой  точки,  то 


Т  = 


с, 


а  поэтому 


т,=     (и-и,). 


(йбО) 


I 


Игакъ,  если  существуегь  потендЁальная  функщ'я,  то  можно  опред*- 
определить  разность  на'гяжен1Й  въ  двухъ  какихъ  либо  точкахъ  няти,  не 
зная  той  ЛИШИ;  по  которой  нить  располагается  въ  полож€н1и  равнов^с1я. 

3.  411,  Указать  точку,  гд*  натяжеше  тяжелой  нити,  подв-Ьшанной  двумя 
концами,  навменьшее.  Отп.:  Самая  низкая  точка  нити. 

3.  412.  Въ  плоскости,  раваом'Ьрио  врЕкщающейсд  онодо  иертнкаоьвой  оси« 
находится  тяжелая  нить,  ук1>^цлониаа  своими  концами  въ  двухъ  точкахъ  ва 
оси.  Указать  точки  нити,  въ  которыхъ  иатяжев1е  одинаково.  Отв.:  Точки  пере- 
с-Ьчеихя  нити  съ  параболою,  имеющею  своею  осью  ось  вращеви!  иити.  тавъ 
какъ  1п>  сп.тЬ  тяжести  присоединяется  центроб'кжная  сила,  прямо  пропорц1о- 
нальиш!  разстоянш  элемептовъ  пити  огъ  оси  »ращен1я.  Величина  этой  сядм, 
когда  она  отнесена  ь*ъ  единпд'Ь  массы.,  о)''  г,  Поте1щ1альиыя  поверхности  дш1 
силы.  равнод-Ьйствующей  пзъ  центробежной  силы  и  силы  тяжести,  суть  пара- 
бол о  иды  вращен1я  (см.  задачу  265), 


—   390 


428.  Аналог1я  между  вопросонъ  о  равногЬсЫ  нити  и  дииаяикою  мате- 
р1альной  точки.  Эти  вопросы,  какъ  они  ни  различны  по  существу,  нахо- 
дятся мещу  собою  въ  т^^сной  связи  по  методамъ  р'Ьшешя  и  по  фор1г&» 
въ  которой  представляются  результаты.  Уравнетя,  выражаюпця  услов]я 
равнов'Ьсгя  нити,  и  выводы,  которые  изъ  нихъ  получаются,  находятъ 
себ'к  столь  тЬсяую  аналопю  въ  динами  к'Ь  свободной  и  несвободной  мате- 
р1альной  точки,  что  всяковсу  случаю  движешя  матер1альной  точки  соот- 
в*тствуетъ  случай  равнов'Ьсгя  нити;  и  обратно,  р-Ьшая  как;^ю-нибудь  за- 
дачу о  равнов^с1и  нити,  мы  этимъ  самымъ  р'Ьшаемъ  задачу  о  н^которомъ 
движеши  точки.  Уже  самый  видъ  уравненШ  равнов'Ьсгя  (657)  и  формулы 
(658)  и  (660)  наводить  на  мысль  о  существоваши  аналогш  между  во- 
просами обоего  рода.  Эта  аналопя  выступить  ярче,  если  преобразовать 
основный  уравнен1я  динамики  сл^дуюпщмь  образомь. 

Такъ  какь  «;  =  ^^  и  поэтому 


то 


(И  1=2  —  е&, 

V 


Ш)    ^  {'  й) 


с11 


Пусть  будутъ  Е',  Н',  2'  слагаемый  силы  Р\  действующей  на  двигаю- 
щуюся точку,  въ  отлич1е  отъ  Е,  Н,  2,  слагаемыхь  силы  Р,  действующей 
на  нить.  Уравнен1я  динамики  можно  такъ  представить: 


(18 


(«5) 


Оз 


Е' 
=  0, 


-5^  =  0, 


(661) 


Сравнивая  ихь  съ  уравненшми  (657),  мы  видимъ,  что  они  делаются 
тождественными,  если  принять: 

V=:\Т,    —  =.  — ХЕ,      ^-  =  _ХН,     -^-  =  — Х2,       (662) 
тV  тл)  тV  »        \       / 

где  X  произвольный  коэффищентъ  пропорщональности.  Такъ  какь 


Е'  =  т«г;^,     Н'  =  тг<;^,      2'  =:  тгОу, , 
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то  можно  написать: 

V  =  ХГ, 

или  сокращенно: 


и)ш. 


=  — Х5,     ^  =  .     АН, 


№. 
1> 


и? 


V  =  ХГ 


(663) 


(664) 


Отсюда  выводи мъ  заошчен1е,  что  положен1е  равнов'Ьс1я  однородной 
НИТИ,  подверженной  д11Йств1ю  силы  1*\  можно  разсматрнвать  какъ  траекто- 
р1ю  въ  такомъ  двнженш  свободной  матераальной  точки,  въ  которомъ  отно- 
шеше  ускорее1я  къ  скорости  пропорщонально  сил'Ь,  действующей  на  нить 
въ  соотв1>тственномъ  пиложеЕт1и  точки.  При  эгомъ,  какъ  показьшав>тъ  отри- 
цательные знаки  въ  формулахъ  (662),  двигательная  сила,  обусловл1шающ11а 

;ого  рода  движение,  должна  быть  направлена  иротивуподожно  сил*  К 
Вторая  изъ  формулъ  (004)  цоказываегъ,  что  скорость  въ  каждой  точк1» 
траектор1и  пропорщональна  натяжешю  въ  соотвЬтственной  точкЬ  нити. 
Нужно  помнить,  что  коэффид1енгь  пропорщональности  долженъ  быть  въ 
об'Ьихъ  формулахъ  (064)  одинъ  и  топ>  же. 

Можно  сд-Ьлать  и  обратное  заключен1е.  Во  всякомъ  движени!  мате- 
р1альноЙ  точки  можно  ра::1сматривать  ея  траекторию  какъ  положен1е  равно- 
в'Ьс1я  однородной  нити,  на  которую  д^йствуетъ  сила,  иронорщональная 
въ  каадой  соотв'Ьтственной  точк1>  отношению  ускорен1я  къ  скорости  и  нро- 
гивуиодожная  сил*,  дКйствукицей  на  двигающуюся  точку.  При  этомъ  на- 
тяжен1е  прооорщональяо  скорости. 

Аналог1Я  въ  такомъ  вид*  в*рна  только  для  однородной  нити;  въ  слу- 
чае неоднородности  нити  аналог1й  не  исчезаетъ,  но  должна  быть  соот- 
в'Ьтственнымъ  образомъ  изм-Ьнена. 

3.  413.  Пользуясь  авалоНеЙ,  вывести  форууду  ватажев!!!  (вбд)  изъ  закона 
эверг1и  и  работы.  Р1кш.  По  этому  последнему  закону 

по  фориуламъ  (6^2)  это  даеть: 

*1  (~  тгА  =  тVе^0  ^  -  X  ««?  (Е  ^^с  -+-  Н  «г-г)  н-  Й  4С) 


нлж 

п  т.  д. 


3    4Н.  Укааать  случай   равнов'Ьс1я    ннтн,   авадогачны]^    дввжен1Ю   точкв 

по  и^нерцш. 

3.  415.  Указать  аыалопю  въ  равпов-Ьо!!!  питв  съ  движев1емъ  натер1Вльцоё 
190ЧКП  при  Д!Ьйствш  СИЛЫ  тяжести-  Р*ш.:  Топка  описываеть  параболу  <§  27Г))» 
првчемъ  |р=:</г=  пост.;  поэтому  сила,  д*ЬМствук»щая  па  нить,  должна  быть,  по 
первой  взъ  формулъ  (ШМ),  обратно  пропорщональна  скорости  и  направлена 
вертикально  вворхъ.  Но  сила  тяжести  вамКняетъ  только  вертикальную  со- 
ставлиющую  скорости,  такъ  что  проекц1л  скоростн  на  горизонтальную  ось 
(постоянна:  ,     ►,  /      г-г 


ш*-'       ■;;5*'йР1Г" 


и*:-     -::т=х  .-732:5  от  нг- 


ч^г    ^й*шшгтг,Ф^  ^;атт1,шт 


1-1...  ■ .:._       .» 


Г:-  --Л. 


•>  « 


/ 


/ 


( 


1111.|'1  |'||||им    |ГЛ    ''.кнт{г:1и1     1.1;.  ..!-!. 


4^и^ы^^  .  '1111 1  >.    Г  'и1-:1к 


юиоз»- 
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I» 


Это  уравввше  ноказываегъ,   что  натяа;ен1е  нитн  изменяется  аропор- 
щонально  высогЬ  точки  яадъ  горизон- 
тальною ИЛОСКОСТЬВ!, 

Для  окончательна  го  рЬшенгя  задачи 
остается  выполаить  еще  два  интегриро- 
пан1Я.     Равьше    выберемъ    добавочный 

УСЛ0В1Я    Д.1Я    0ГфеД'к1еН1Я    НрОИЗВОЛЬНУХЪ 

постоявныхъ.  Когда  нить  подвЬшана 
СВОИМИ  концами,  то  несомнЬано  суще- 
ствуегь  н1жоторая  наиболее  низкая 
точка  Ж(,;  пусть  буд^п-ъ  7^  натяженае 
въ  этой  точк'Ь.  Возьмемъ  плоскость  (;С) 
такъ  (фиг.  185),  чтобы  въ  ной  нахо- 
дилась касательвая  къ  нити  въ  точкЬ 
Ж^,   и   ось   (ц)   лроведемъ  черезъ  эту 

точку,   оставляя  пока  начало  координатчэ   неопред11леняымъ.  Такъ  какъ 
въ  ТОЧК'Ь  Ж 


Фш-.  185. 


й; 


ёъ 


(й; 


ТО  формулы  (6663  даютъ: 

С,  =  Г,,     С,  =  0,     С,  =  -к9в,, 

гд*  А\|  ДЛ1тна  дуги,  считаемая  огь  н^котораго  начала  дугъ  до  точки  Ж„* 
Возьмемъ  начало  дупт  въ  точк'Ь  31,^;  тогда  л^^  =  О,  и  формулы  (666)  ири- 
нимавуп*  вндъ: 

г(>  *1-*\  //Г 

(668) 


Второе  изъ  этихъ  уравнен1И  даетъ:  т)  =::  С^.  Но  С,  ^=  О,  такъ  какъ  въ 
точк'1)  М^,  им'Ьемъ  т1  =  0;  поэтому  вообще  ■»)  =^  О,  т.  е.  вся  вить  лежитъ 
въ  верти кальиой  плоскости  (С?). 

Чтобы    произвести    последнее    интегрировав!?,    разд^лимъ    почленно 
третье  язъ  урапнеягй  (Г.Г.8)  на  первое;  это  даетъ: 


(И 


Дифференцируя  ато  7равнев1е  по  ;  н  принимая  во  ВЕинан1е,  что 

г&  =  1Г:  |/Гй1Г 


(<«;)*, 


можно  написать: 


^5 
й1 


'      -  г,  к  '  '  иг) 


Знакъ  нередъ  корнеыъ  опред^1яется  въ  зависиности  отъ  того,  возрастаегь 
ЛИ  дуга  к  съ  возрастан1сиъ  коордваати  Е,  иди  убываетъ.  Условимся  дугу  « 


Ь^4 


.1.       " 


Г66У1 


1*        ./и 


1=  —  /  I  ^ 


/        '  "        —  /./  1»1    I    I   I   I  и'); 


0«\А«^иу^\1А    ,Цч\ь^      ..,аЛ*Л,^1 


•  •    ^<    V*  и«кЧ     ъ' ч.  ур1.ик1%1ъ.  »»     •  ^■^1'.       14   ■»     к^а»  •      I  15»*       '  **:.Л      I.      К:     '  .- •  "  •: 
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ординать  къ  ординагк  проходящей  по  средин*  меэду  еими.  есть  вели- 
'шна  постояавая.  Это  —  свойство,  которымъ  обладаетъ  и  пряная  Л11Н1Я. 
2)  Между  нсЬми  геометрически  возможными  11оложон1ями  нити,  иоложен1е 
ея  по  п^Ьпйой  ЛИН1Ц  отличается  гЬмъ,  что  центръ  тяжести  нити  занимаетъ 
самое  низкое  положен1е. 

Зам^Ктнгь  еще  для  да*1ьн1*йшаго,  что  лин1я  (672)  симметрична  отно* 
сйтельно  оси  {\);  а  именно,  отъ  перемКяы  ;  на  —  ;  координата  ^  ис*  ме- 
няется. 

Займемся  теперь  опрехУен1емъ  натяжен1Я  Т^,  которое  нужно  знать 
для  011ред'к!ен[я,  по  формул  1>  (6Г|7),  аатяжен1я  во  всЬхъ  точкахъ  иити. 
Для  этого  мы  им'Ьемъ  слЬдуюпця  данныя:  1)  длину  нити.  /;  2)  массу  едн* 
Н1ЩЫ  длины,  А*  и  3)  положен1н  точекъ  ея  укр1шлен1Н.  Относительно  атихъ 
точекъ  предположимъ.  что  онЬ  лежать  симметрично  относительно  оси  (;). 
Можно  сделать  гакое  предположение,  нисколько  не  ограничивая  атимъ 
общаго  характера  задачи.  Положимъ  снача^та,  что  точки  укр11плен1я,  А 
и  В,  не  симметричны  относительно  оси  (С)  (фиг.  185);  равнов*с1е,  а  сл'Ь- 
довательно  и  форма  нптгг  не  нарушится,  рсли  мы  какую-нибудь  третью 
точку  нити  укр-Ьпимъ  въ  томт.  мк-т^,  гдЬ  она  и  безъ  того  уже  находится. 
Укр'Ьпимъ  точку  А\  симметричную  съ  В  относительно  оси  (О-  ВмЬсто 
этого  мы  могли  бы  также  надставить  нить  на  кусокъ  ВВ\  равный  .4. Г, 
и,  укр^пивъ  конецъ  В'  въ  положен1и,  симметрнчномъ  съ  А  относительно 
оси  (^),  точку  //  освойодить.  Можно  было  Оы  и  не  дЬлать  нодобнаго  пре- 
образованы, такъ  какъ  сущность  указаннаго  ниже  приема  тогда  не  изгЬ- 
ннтся,  а  липи.  немного  ус-южнятс^!  результаты.  Однако  же  случай  сим- 
метрично подвЬшаннной  нити  наиболЬе  часто  встречается  и  на  ирактикЬ. 
Итакъ,  пусть  будутъ  ( — Ср  ?1)  и  (?1,  I,)  координаты  точекъ  укр1:1плен1я 
нити,  взятыхъ  на  одинаковой  высогЬ;  выразимъ  по  этимъ  даннымъ  д-1ину 
нити.  По  формул*  (570): 


поэтому: 


^=1/- (§)'=/■ -(^^Ц^Г= 


еве_,_е-ве 


/ 


=  4  Л^'  -ь-  ^'"Ь  '«  =  ]и^'  -ь  е-<'Ц  еЦ=1  (<.«5,_е-*е.).  (673) 


•Это  ураввенЬ'  или,  всеравно,  ураиней1е 


а 


(674) 


и  позволястъ  о11род1|лт'ь  неизв'Ьстное  я.  а  вм'ЬстЬ  съ  тЬкъ,  по  формуле 
(671),  и  ватшкен1е  Т^.  Уравнен1е  (674)  трансцевдентное,  и  иожетъ  быть 
Р'Ьшаено  только  приближенными   вычислешяни.  Важно  зазгЬтить,  что  су- 
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плоскоски  отр-Ьана  нити,  то  Т^=/кдс-^  но  по  формул*  (675)  Л^  — аГо*,  поэтому 

1 

/^ 
Если  I  длина  всей  нити,  то  по  формулЬ  (673) 

гд4  Ь  разстоян1е  точки  Л  отъ  вертикали,  проходящей  черезъ  точку  В.  Нако- 
нецъ,  по  формул*  (672) 

а        2а 
Итакъ  им*емъ  три  уравненхя  для  трехъ  пеизв^стиыхъ:  а,  &,  с. 

3.  421.  Однородная  нить  укреплена  своими  концами  въ  точкахъ  А  л  В^ 
лежащихъ  на  равной  высот*.  Определить  длину  нити,  ея  параметръ  а  и  ея 
направлен1я  на  концахъ,  если  изв-Ьстно,  что  натяжен1е  на  ея  концахъ  равно 
ея  в*су.  Р-Ьш.:  Предполагая  координатный  оси  взятыми  въ  такомъ  же  поло- 
жен1и,  какъ  это  было  въ  §  429,  им-Ьемъ  услов1е: 

г,  =  *|  (Мг  -ь  е-"?.)  =  кд1  =  ''■^  (««5.  -  е-<), 

откуда 

.2а?.  =  3.      а5,  =  ^,.3,      I  = -^^. 

По  формул*  (670) 


(  Д-С  " 


^5-5,  -  КЗ 

следовательно 

3.  422.  Однородная  нпть  перекинута  черезъ  два  весьма  малыхъ  блока  А 
и  В^  оси  которыхъ  параллельны,  горизонтальны,  находятся  на  одинаковой  вы- 
сот* и  не  оказываютъ  трен1я.  Разстоянхе  между  осями,  2$1,  дано.  Опрёд*лить 
наименьшую  длину  /^  нити,  при  которой  она  можетъ  оставаться  въ  равнов*сш. 
Р*ш.:  Понятно  прежде  всего,  что  свободно  св*шивающ1еся  съ  блоковъ  концы 

нити  должны  быть  одинаковой  длины    "        ,  гд*  ^0  длина  всей  нити,  а  I  длина 

ея  средней    части    между  блоками.  Натяжеше    въ  точкахъ  Л  и  В  равно  в*су 
овободнаго  конца: 

а  по  формуламъ  (673)  и  (676): 

/  =  -    (в«5|  —  в-«$1); 
а 

поэтому 

/,  :1^  I  е^^и  (677) 

Опред*ливъ    мпнимумъ    этой   функщи    какъ  функцш  отъ  а,  найдемъ  «  =:  ^.  ; 
сл*довательно  '^ 

1.  =  Мг- 
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%.  421.  Определять  возможяыя  подожевш  нжтя.  дежаще!  ят  баожахъ,  кыгь 
ъъ  цредидущеМ  задаче,  если  задано  I^,  >  2^^  Р^шевхе  своджтсж  жъ  опредЬ- 
лен1ж;  параметра  а  нэъ  травсцендеятваго  траввевгя  (677).  Легво  видеть,  что 
иолучажпч:а  два  д^встввтельвыхъ   р^шенга,  язь  воторыхъ  одно  меньше  ч±жъ 

- .  а  другое  Оальше  зтой  величины.  Первое  соотв^тствтетъ  тстойчявомт  равяо- 

нь^:^и^^  а  второе  неус-товчявому. 

3.  424.  цепная  лин1а  нграетъ  роль  въ  задаче  о  кянематячесво2  цепи 
Лугу  ста  $  421 1.  Предполояоигь,  что  у  этой  цепи  сторона  а  жаяоаго  паралле- 
лограмма уменьшается  безиредельно,  а  число  «  членовъ  цепн  увеличивается 

а'акъ,  что 

/|м.  (яа  •  =  /. 

где  /  данная  длина  той  лян1Я,  въ  воторую  обращается  въ  пределе  мяогоуголь- 
яяяъ,  образуемый  сторонями  а.  Оаяачая  черезъ  9  длину  частя  этой  ляшя  оть 
точки  ук1/епден1я  цепи  до  члена  Лй-^и  мояшо  наднсять: 

Нш.  {га)  =  /  —  5. 

Далее,  формула  (645)  даетъ: 

,.,</:  ,  I  9 

•       сГ;  ^  *       бла-у       6ля7 

откуда 

г-(1)-- 


<я:      1    (й 


сгг»  ""  бля7  <^;  ""  Ь#1«7 

а  ;^то  есть  (^  429)  дифферевц1вльвое  ураввеи1е  цепвов  лввш.  Итаяъ  стороны 
а  цепи  Аугуста  образуютъ  многоугольвикъ,  который  въ  пределе  обращается 
въ  цепную  ЛВВ1Ю.  Замечательно,  что  получается  цепная  лнн!я,  подвешанная 
только  одввмъ  свовмъ  вонцомъ. 

481.  Ра•N0в^€^6  однородной  мши  яри  диетЫи  пршиодьмыхъ  смдъ. 
■ро11ор1иональнып  нроокцЬмъ  адоаоитоп  юли  на  норнондннужярную  гь  сн- 
дааъ  ндоскость.  Такой  случай  встречается  при  устройстве  цепныхъ  но- 
стовъ.  Положит»,  что  весъ  моста,  висящаго  на  цепяхъ,  настолько  великъ 
въ  сравнен1и  съ  в1сомъ  самыхъ  ц^ией^  что  в^сонъ  иосл-Ьднихъ  можно 
пренебрегать,  и  примемъ,  что  сила,  действующая  на  каждый  элементь 
ц1пи,  иропорШональна  длине  находяшагося  подъ  этимъ  элементомъ  от- 
резка мостового  полотна.  Переходя  къ  соответствующему  этой  задаче  слу- 
чаю равнов1;с1я  нити,  будемъ  для  наглядности  предполагать,  что  сила, 
действуюпиш  ни  нить,  направлена  вертикально  внизъ  и  пропорщональна 
проекцЫ  :1Л('мента  нити  на  горизоптальную  плоскость.  Взявъ  ось  (ь)  вер- 
тикально квсфху,  напншемъ  сначала  второе  изъ  условШ  равновес1я: 


{-"^ 


—А   -  =  "• 


Интегрируя,  найдгм'!,: 

Взявъ  коордннатнуь»  плоскость  (^;)  такъ.  чтобы  въ  ней  находилась  одна 


т  ''1^  =  с. 


—   399   —  §  431,  ф.  681. 

изъ  точекъ  нити,  М^,  и  Еасательная  къ  нити  въ  этой  точк'Ь^  находимъ, 
что  въ  этой  точк* 

^  =  о,  (678) 

а  поэтому  С=0,  и  следовательно  для  всЬхъ  точеяъ  оправдывается  усло- 
в1е  (678).  Отсюда  находимъ  интегрироватемъ,  что  ^  =  С";  но  въ  точк'Ь  М^ 
71  =  0,  следовательно  С'  =  0;  т.  е.  вся  нить  располагается  по  линш,  ле- 
жащей въ  вертикальной  плоскости  (^^). 

Означая  черезъ  к  силу,  расчитанную  не  на  единицу  длины  нити, 
а  на  единицу  длины  проекц1и  нити  на  горизонтальную  ось,  можно 
силу,  действующую  на  элементъ  из  нити,  выразить  такъ: 

/*  =  к.йз.соз  ((&,  О  =  А: .  йЕ, 

а  силу,  расчитанную  на  единицу  длины  нити: 

йз  из 

После  этого  уравнешя  равновес1я  принимаютъ  видъ: 

^     */       л  \     Лз1       ^  й%       ^  ._„^. 

Интегрируя  ихъ,  находимъ: 

Для  определен1я  произвольныхъ  постоянныхъ  возьмемъ  начало  коор- 
динатъ  въ  низшей  точке  нити.  Если  Т^  натяжен1е  нити  въ  этой  точке, 
то  С,  =  Го,  Са  =  0.  Итакъ: 

^  I  =  ^0'  ^  I  =  '-  <«««> 

Исключая  отсюда  Т,  получаемъ: 


й\  -  То  " 
;  =  -^    ~  ;=•  -ь  С,. 
При  5  =  0,  имеемъ  С  =  0.  Итакъ  окончательно: 


!;  =  ^  4  $'.  (681) 


2    Го 


Нить  росполагается  по  параболе. 


^^^-     ^^^^^    Ы^    Ф-^^^М^/Я    Ш4Ы^УЖШ^Г1П. 


■/»  # ' 


I  .^      ...     ....   ,1.        II       -41.    11|1и  |.||||  1И1    III     «'(ПиИ    11:1.    1Ч^М1МЛ>  .ое- 

(     ..  ..  .,     ..|,1к- ...  «11414111     1.1     ^.ииилчи.    \1.и%  п:\  к':'.'ч1И!Ь  ма 


и      1.4» 


V        >  .  ч        \ 
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Д'Ьлая  такое  же  преобразован1е   этихъ  уравнен1й,  какое   мы  д'Ьдали 
въ  §  427  для  вывода  закона  натяжен1й,  находимъ: 

ат  =  —  (Еггг  ч-  Нб^т)  -ь  ъ^),  (683) 


такъ  какъ  по  уравненш  поверхности: 

(11    ,,   дГ    ,    дГ 
д1  дг[      '   дс, 


а1  ч-  ^^-  йт,  -ь  ^-  йС  =  0. 


Итакъ,  законъ  натяжен1й  для  нити  на  гладкой  поверхности  им'Ьетъ 
тотъ  же  видъ,  какъ  для  свободной  нити.  Также  и  всЬ  заключен1я,  кото- 
рый вытекаютъ  изъ  предположен1я  о  существованш  потенц1альной  функ- 
Ц1И  для  данныхъ  силъ,  приложимы  и  въ  настоящемъ  случа*. 

Мы  видимъ  зд'Ьсь  опять  аналопю  съ  динавшкою  матер1альной  точки. 

433.  Сопротивлен1е   поверхности  въ  зависимости  отъ  натяжен1Я  нити. 

Обратимся  къ  уравнен1ю  (683)  и  предположимъ,  что  на  нить,  кром*  на- 
тяженШ  на  ея  концахъ,  никак1я  вн'^шн1я  силы  не  д'Ьйствуютъ. 
Тогда  йТ=0,  т.  е.  натяжен1е  одинаково  во  всЬхъ  точкахъ  нити. 
Поэтому  натяжен1е  равно  тому  натяжешю  Т^,  которое  приложено  на  каж- 
домъ  изъ  ея  концовъ.  Понятно,  что  при  равнов-Ьсш  нити  на  гладкой  по- 
верхности натяжешя  на  ея  концахъ  должны  быть  равны. 
Полагая  Т=  Г^,  по  формуламъ  (682)  им'Ьемъ: 

ЛГ--Т^       у--Г^'^       N  --Т  ^^ 


откуда: 


-'-лшлтчш- 


'  Изъ  приложенШ  анализа  къ  геометр1и  изв-Ьстно  следующее  выраже- 
н1е  для  кривизны  лин1и: 


\-Vт-т-т 


9 
гд1>  р  рад1усъ  кривизны;  поэтому 

N=^.  (686) 

Р 

434.  Форма  нити,  натянутой  на  абсолютно-гладкой  поверхности.  Можно 
дал'Ье  показать,  что  при  отсутств1и  внЬшнихъ  силъ  кривая,  по  ко- 
торой при  этомъ  располагается  нить  на  поверхности,  есть  гео- 
дезическая лин1я  (§317).  Для  этого  покажемъ,  что  главная  нормаль 
къ  нити  во  всякой  ея  точк*  совпадаетъ  съ  нормалью  къ  поверхности. 
Выд'Ьлимъ  безконечно-малый  элементъ  нити  ММ'.  На  концахъ  его  дМ- 
ствуютъ  два  равныхъ  натяжен1я  Г  и  Т\  направленныя  по  касательнымъ 

п.  Сомовъ,— Осиован1я  теорст.  хсхаивкя.  — Ь 


И'  .' 


I.    .      I.        I , 

I 


.    1| .      !■ 
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■     ^       ...1.1;!     |,.,\.  ;?!  : .  Я     11Ь    1'- 

.  !  ■  1.Ч  I:.  .  .  I       ■    .  ,;  :    1      !..!'  и"!.' 
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ОТДЪЛЪ  ШЕСТОЙ. 

Вопросы,  каеающХеея  раепрвд'Ьлвн1я 

маееъ. 


ГЛАВА    XIV. 

Силы,  завиеящ1я  отъ  еплошныхъ  маееъ. 
Центръ  маееы. 

Притаасен1е  матер1адьной  точки  сплошными  массами. 

435.  Понят1е  о  иасск  сплошного  т-кла.  Когда  вводилось  понятие  о 
масс'Ь,  было  сделано  упрощающее  предположеше,  что  гЬло  можно  зам!)- 
нить  одною  точкою,  въ  которой  масса  и  предполагалась  сосредоточенною. 
Разсматрнвая  же  системы  силъ,  придоженныхъ  къ  гЬлу,  мы  до  сихъ  поръ 
предполагали,  что  число  этихъ  силъ  конечное  и  что  стало  быть  гЬло  со- 
держитъ  массы,  сосредоточенный  въ  конечномъ  числ*  отд'Ьльныхъ  мате- 
р1альныхъ  точекъ.  Чтобы  подойти  ближе  къ  случаямъ,  существующимъ 
въ  д'Ьйствительностп,  мы  должны  принять,  что  гЬла  сплошныя,  т.  е.  чго 
въ  любомъ  сколь  угодно  маломъ  элеменгЬ  гЬла  заключена  некоторая 
масса.  Тогда  вычислен1е  массы  какого-либо  гЬла  сводится  къ  суммиро- 
ван1ю  безконечно-большого  числа  безконечно-малыхъ  массъ,  т.  е.,  дру- 
гими словами,  къ  вычислен1ю  н^которыхъ  интеграловъ,  и  притомъ  не 
простыхъ,  а  кратныхъ. 

Такъ  какъ  масса,  заклй)ченная  въ  данномъ  элемент*  объема,  пропор- 
щональна  плотности,  то  вычислеше  массы  требуетъ  знашя  распред'Ьле- 
я1я  плотности  въ  данномъ  тЬЛ.  Пусть  будетъ  М  произвольная  точка 
внутри  сплошного  гЬла  и  пусть  будетъ  А  Г  безконечно-малый  элементъ 
объема,  содержаний  въ  себЬ  эту  точку,  а  Аш  его  масса.  Условимся 
называть  плотностью  р  тЬла  въ  данной  точк*  М  пред'Ьлъ,  къ 
которому  стремится  отношен1е  Ат  къ  АГ,  когда  объемъ  ^V 
стремится  къ  нулю  такимъ  образомъ,  что  точка  М  остается  въ 
немъ  заключенною.  Итакъ 

р  =  /ш.   ^7^.  (687) 

26* 
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М».  рмиимимть  п>'г1.')1Х'».  тЬля  Г1ЛГ)тиог*ть  р»  »»/к/)Щг;  говоря  различна,  и 
»||п"1М|ИИ»мч»  и  и/»»г(»чу  ФуммНгк»  к(»ор,1И1ГЯ'1г  точ^'К'ь  гЬла,  конечно  отно- 
мпм'п.им  им.их».  (к^И,  |.ом»рми  стмлнм  гь  гЬломг  неиамЬннымъ  обра- 
мип.  Мп  «||уим|1н  М0Ж1М».  Г)Ы1ь  и  н<'Пр<'рьт1гок)  ннутри  всего  гЬла  и 
и|11»|1Ммиои».  тн  1Ьдноп  г»уд1Ч1.,  иппримЬрг,  если  гЬло  состоип,  изъ  н-Ьсколь- 
ьич».  МП»  геИ  ртии'птго  мптерПын.  Кгли  фуиьчии  р  для  всЬхъ  точекъ  гЬла 

ПИМММИМ;!.    1(1    I  Ь.Ш    М|1И.1И(НЧеИ    ПДПорпДПЫМ'Ь. 

|ч|и  пм1|нм|т.  .и11И«1.  предЬли.  ш  миппгнмогть  (()87)  даеп.: 

\ж        (|1    I    •)  ДГ       рЛГ    «    •Л1\  (688) 

I  \|1  9  м|1)«и|ир(П1  1мч1крипмни  Мйлии.  1Ма  формула  иокааываегь,  что  для 
И1ач1ичгм1ц  м:игы  )»  иеои»  гКли.  иушпо  найти  иредкгь  суммы  выраженШ 
\ и >-»*».  иоимм*  (И1  и\  К\ь  (»ломгипм1Ь  ооьома  г1ч1и,  или  инт1тралъ,  рас- 
\»ро\мри»еиимИ   ма  мо\и  \ммомь  гкик    По  \ч*нонной   пч>1н^мЬ   ннт^траль- 

клк^ч  и|ц^\1и*  ^\ммм  \V.^к^точ«о  мадыуь  ныччш^гч^  иорахкл:  ио;>гомт 

/• 

*.       *       * 

**         I    /    /  г  л    /#  ^•:.\  '  ?•- 

*        »        • 

4ч^  ч>||«|^  П11К>Н%»т»  «Мк|$  «имммп  ш«мт    я?   шл..   1.и.- 
ч^х   \мх  ч-*     ^\»  •♦  V     ^^  •* «%  -х    ;"*  *  г     -%::чк     ^4  Л"  »*'*     :пи."51Л'^  1.    :*Л1 

\.ч      ,    ^ч^    ^    ^.ч  -   ^..       -  ..       *     „.  ;^..^,.  ,     -  -     5  :    .^~:   .      .     "'-г     ггл^^в 

*  .'^  лч.    ^'     ■     --ч   -■    .      ■  .;    \-  ~  х-. -.-.;  ~    '     .  '  .  -  5  ^.  :.  ■-     ".  г  *     "■  '?.г^ 


—   405    —  §  437,  ф.  692. 

437.  Взаи110Д'Ьйств1е  между  отдельною  иатер1альною  точкою  и  сплошною 
массою.  Взаимод'Ьйств1е  между  гЬлами  мы  будемъ  предполагать  дал'Ье  въ 
вид'Ь  притягательныхъ  силъ,  сл'Ьдующихъ  Ньютонову  закону  всем1ряаго 
тягог1ш1я: 

Каждая  частица  одного  т'Ьла  притягиваетъ  каждую  частицу 
другого  Т'Ьла  силою,  которая  д'Ьйствуетъ  по  прямой,  соеди- 
няющей эти  частицы,  прямо  пропорц1ональна  произведен1ю 
ихъ  массъ  и  обратно  пропорц1ональна  квадрату  разстоян1я 
между  ними.  Такую  силу  можно  выразить  следующею  формулою: 

Г=к^^^  (691) 

гд*  коэффиц1ентъ  пропорщональности  к  представляетъ  собою  такую  силу, 
которая  д-Ьйствуетъ  на  разстоян1и,  равномъ  единиц-Ь,  между  частицами, 
массы  которыхъ  равны  единиц'^.  Измеряя  силы  абсолютными  единицами 
(§  221),  можно  въ  дальн'Ьйшемъ  этотъ  коэффиц1ентъ  принимать  равнымъ 
единиц'Ь.  Пусть  будутъ  а,  Ь,  с  координаты  притягиваемой  матер1альной 
точки  Ж  и  т  ея  масса,  о.  х,  у,  2^  координаты  какой-нибудь  частицы  при- 
тягивающаго  гЬла,  имеющей  массу  т'  ^);  тогда  для  проекц1И  притяга- 
тельной силы  нм'Ьемъ:  -      ^ 

=  тт 


тт 

г 


5" 

у  —  Ь 


/,  =  тш' 


8^ 

Такъ  какъ  направлешя  всЬхъ  силъ,  который  выражаютъ  притяжен1е 
точки  Ж  даннымъ  гЬломъ,  пересЬкаются  въ  этой  точк*,  то  эти  силы 
им'Ьютъ  равнод'Ьйствуюпцгю  -К,  для  которой: 

Стояпце  зд-Ьсь  кратные  интегралы  распространены  на  весь  объем!» 
даннаго  гЬла. 

Понятно,  что  равныя  этимъ  выражен1я,  но  съ  противуположными  зна- 
ками, опред'Ьляютъ  ту  силу,  съ  которою  точка  М  притягиваетъ  данное  гЬло. 


(692) 


*)  Зд-Ьсь  употреблены  для  взаииод^йств1я  теоремы:  „притягиваемый"  п 
„притягивающ1й",  чтобы  этимъ  отм-Ьтить  направлев1е  силы,  которую  мы  бу- 
демъ определять. 
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Кслибы  вместо  материальной  точки  М  была  дана  сплошная  масса,  то 
Д.1Я  011[1ед'Ьлен1'я  ея  в;$аимод'Ьйств1Я  съ  иервымъ  гЬломъ  нужно  Оыло  бы 
ее  рагзд-Ьлить  на  бозконечно-малые  элементы,  для  каждаго  изъ  нихъ  найти 
по  формуламъ  (^092)  силу  И  и  потомъ  сделать  приведете  всЬгь  такихъ 
силъ,  д1,йствуюишхъ  на  вс+»  элементы  разсматриваемой  массы,  по  прави- 
ламъ  статики;  причемъ  это  приведенге  потребовало  бы  опять  вычнсл«*н1я 
И'Ькоторыхъ  кратныхъ  интеграловъ. 


Различные  случаи  вваимод'Ьйотвш  междт  матер1альною 
точкою  и  сплошною  массою. 

438.  Притяжен1е  11атер1адьной  точки  М  массою,  равногЬрио  распреде- 
ленною по  дугЬ  круга,  цеитръ  котораго  совпадаетъ  съ  точкою  3/.  Пусть 
будетъ  (фиг.  187)  Л  В  данная  дуга,  г  ея  рад1усъ,  а  соотв'Ьтствующ!!!  ей 

уголъ,  т  масса  притягиваемой  точки  М.  Озна- 
чая черезъ  р  плотность  дуги,  т.  е.  массу  на 
единиц'Ь  длины  этой  дуги,  можно  выразить 
притяжен1е  безконечно-малаго  элемента  ВЕ 
этой  дуги  такъ: 


Л/<: 


Г 
^1 


Г 


рп/&  й» 

/  =  т       ..     =  тр  -  — 

г  ^   г 


гд*  6  уголь  СМВ  между  радаусомъ,  прове- 
деннымъ  къ  элементу  ВЕ  и  рад1усомъ,  про- 
веденнымъ  къ  средней  точкЬ  С  данной  дуги, 
а  йО  уголъ,  соотв*тствующ1й  элементу  ВЕ. 
Рад1усомъ  МС  данная  дуга  разделяется  на 
симметричный  части;  такъ  что  притяжешю 
элемента  1)Е  соотв'Ьтствуеп!  по  другую  сторону  рад1уса  МС  притяжен1е  (' 
элемента  В' Е\  симметричнаго  относительно  ВЕ,  которое  равно  [  и  оди- 
наково съ  этою  силою  наклонено  къ  МС.  Силы  /*  и  /*'  складываются  въ 
равнодействующую,  направленную  по  Л/С.  Отсюда  видно,  что  и  притя- 
жен1е  всей  данной  дуги  будетъ  направлено  по  МС,  поэтому  мы  его  най- 
дем1>,  если  будемъ  всЬ  элементарный  силы  проектировать  на  МС.  Итакъ: 

а 


г         г  ^  г 


(693) 


а 
2 


Означая  черезъ  Ъ  хорду  дуги  АН,  можно  этотъ  результатъ  еще  такъ 
выразить: 

^•="^}^:  (694) 


—   407    — 


§  439,  ф.  Г)94. 


т.  с.  11ритяжен1е  дуги  АВ  равно  притяженш  средней  ея  точки  С,  если 
въ  ней  сосредоточить  массу,  равную  той  масс^,  которую  содержала  бы 
хорда  АВ,  еслибы  ея  плотность  была  равна 
плотности  дуги  АВ. 

439.  Притяжен1е  иатер1альной  точки  М 
массою,  равнои-Ьрио  распределенною  по  от- 
р-кзну  АВ  прямой  ЛИН1И.  Это  притяжен1е  легко 
можетъ  быть  вычислено  на  основан1и  предъ- 
идущаго.  Проведемъ  изъ  3/,  какъ  изъ  центра, 
кругъ,  касательный  къ  АВ  (фиг.  188),  и  за- 
м'Ьтимъ  дугу  СВ  этого  круга,  заключенную  въ 
угл'Ь  АМВ,  Можно  показать,  что  притяжен1е 
отр'Ьзка  А  В  равно  притяженш  дуги  СВ,  если 
плотность  посл'Ьдней  предполагать  равною 
плотности  отр'Ьзка  А  В.  Пусть  будетъ  КВ 
какой-нибудь  элементъ  этого  отр'Ьзка  и  К 'В' 
соотв'Ьтствующ1й  ему  элементъ  дуги,  т.  е.  за- 
1слюченный  въ  угл'Ь  КМ^.  Притяжен1я,  который  эти  элементы  оказы- 
ваютъ  на  точку  Ж,  если  ихъ  плотности  считать  одинаковыми,  можно  вы- 
разить сл'Ьдующимъ  образомъ: 


Фиг.  188. 


т  р 


^,  К  В 


Опустивъ  изъ  к  перпендикуляръ  К1^^  на  прямую  МД  и»гЬемъ: 

К^  кх  кх .  мк    кх .  мк 


кь  = 


но 


С08  {ЬКХ)  ~  соз  (НМК)  ~       МН 

МК 

кх  =  К'Г  . 


31  К' 


МК' 


поэтому 


КЬ 
МК' 


К[Ь' 
МК'^ 


откуда  видно,  что  /  =  /"'.  Ввиду  этого,  согласно  съ  формулою  (/193),  сила 
притяжен1я  прямолинейнаго  отрезка  АВ 


■п       2тр     .     1 


{АМВ) 


и  направлена  по  биссектрисе*  угла  {АМВ). 

3.  427.  Показать,  что  масса,  раинозгЬрно  распред'Ьленная  по  окружности 
круга,  не  оказываеть  ]1рнтяжен1я  на  иатер1альную  точку,  находящуюся  въ 
его  центре. 

3.  428.  Гд'Ь  должна  .-хежать  матер1а.'1ьнпя  точка,  чтобы  она  не  пснытыва.-га 
првтяжев1я  массы,    равномерно  распредЪленноЁ    по  перпметру  треугольника 


.     /-.г^    ■/,.,  ,/,>>      ..,      ./..,.^.**^    ,у       /.♦«^/л    .-•г.гГ,'-;,,       4'ш4Г,г", -7г.-1ЯЙА      Л.'»     4ЛТРгГ.--Т:.«1'"5С; 

лин>»    .илггттгл   л    к  ралст'}ян>*  и:1Т*— 

\р\л.и>ц(Л  Г01КЙГ  .^/   »тъ  ггиятра  ^.   ^РГ^1 

'фиг.  1-^0. .   \'л:^л1.глчп.  кружокъ  на  г..'Н- 

и'нгрит^'ск^я    кблыта    ралуса   г   и   ши- 

рким   /'//',   Какой-яйоудь  овзконечн^-мл- 

лмй  'лл*'Чожп,  Л' такого  кольца.  опрехЬ- 

^    .       .  л       лтмы^  луго»;  «?&.  гд*  ^  уголъ,  образуе- 

/  чмй  \тму('/,цъ  СУ  (гь  н^которымъ  по- 

/  /  г.тояиимм'ь  рнл]усо.н1,  Су1,  изгкетъ  объемъ 

'^    /  Ьп1  Ь  (1т    и    лЬйству^-п»  на  точку  3/  съ 

ГИЛ01Г1: 

,   /у/ >)///•  ,  тйЬЛг 

Гммим)|,|)г  (мум'Шии  мги'1.  (ИЛЬ  того  ж<м'.амаго  кольца  направлена  оче- 
ииимо  ИИ  Л/Г.  ншиому  11|ипи>мч1И'  точки  Л/  Ц'Ьлымъ  кольцомъ  равно 
I  умм1.  11|1М1Ч;11111  мг1.к1«  гиль  /'  \\\\  \\\\\\\\\\\тл\\ку  М(-: 

I '       11Ш  >;  /  тя  ( 1\М( ' )       //I  р  /)Л  .  ////*  1  3 ' 

|||ц  I.  I  иит|1иип||||»  1и.1»ким  п|,т.  ригпроггратчю  на  вс+»  элементы 
ичи  'щ*  ЫЧЫ1П.  I.  IV  игиигигги  м.  1и*ромЬнноП  &«  которая  при  этомъ 
М1м1«пм«ч.||  )и.  ир1чЬД|»\ь  он.  I)   ^о  :!п.  III.  го  нргмя  какь  г  остается  по- 

М1>'Ль)  ».^<\ЧIИI^  1-,р<м-мжун<о  №<ой  1и;км'инкп.  нужно  суммировать  таия 


0?5» 
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§  441,  ф.  695. 


Если  рад1усъ  пластинки  возрастаетъ  до  безконечности,  то  но  фор- 
мул* (695): 

Р  =  21тр  тЬ, 

Если  точка  М  находится  внутри  пластинки,  то  сделанное  выше  за- 
1слючен1е  о  наиравлен1и  силы  теряетъ  смыслъ,  и  формула  (695)  не  при- 
ложима.  Но  тогда  легко  непосредственно  видеть,  что  точка  М  не  испы- 
тываетъ  притяжен1я. 

3.  430.  Вычислить  првтяжешв,  которое  оказываетъ  однородный  круговой 
цилиндръ  на  матвр1альную  точку  ЛГ,  расположенную  на  его  оси.  Р-Ьш.:  Пз'сть 
будетъ  а  радхусъ  основан1я  цилиндра,  I  его  высота  и  я— разстояше  точки  М 
отъ  его  ближайшаго  основан1я.  Разд'Ьливъ  цилиндръ  поперечными  сЬченхями 
на  безконечно  тонк1е  слои,  им'кемъ  по  формул-Ь^  (695): 

•/   ^        I/  о''*  ч-  Ь?^ 


Н- 


3.  431.  Определить,  во  что  обращается  предыдущее  притяжеи1е,  если  ци- 
линдръ въ  сторону,  противуположную  отъ  точки  ЛГ,  распространяется  въ  без- 
конечность.  Отв.:  2тгт[>  Уи-  -\-8^  —  в).  Если  точка  М  лежитъ  въ  основанш  та- 
кого цилиндра,  то  притяженхе  равно  2т:т^а. 

3,  432.  Вычислить  притяжен1е,  которое  оказываетъ    однородный  круговой 
конусъ  па  матер1альпую  точку,  лежащую  въ  его  вершин-Ь.    Р-Ьш.:  Если  I  вы- 
-сота  конуса,  с  рад1усъ  его  основанхя,  и  если  начало  координатъ  взять  въ  вер- 
шин*, а  ось  (х)  направить  по  его  оси,  то 
/ 


П 


'Я 


■^-^ Лх 


|/с2 


441.  Притяжен1е  матер'юльной  точни  массою,  однородно  распред'Ьленною 
въ  шаровомъ  ело*.  Пусть  будутъ  г  и  г  -4-  йг  рад1усы  концентрическихъ 
шаровыхъ  поверхностей, 
ограничивающихъ  данный 
слой.  Рад1усами  СА  и 
СА\  образующими  углы 
О  и  &  +-  йб  съ  прямою 
СМ  (фиг.  190),  соединяю- 
щею притягиваемую  точку 
съ  центромъ  шара,  оли- 
шемъ  конусы  АСВ  и 
А'СВ'  и  будемъ  вычи- 
слять иритяжен1е  точки 
М  массою  шарового  пояса, 
заключеннаго  между  этими 

конусами.  Ввиду  симметричности  этого  кольца  оносительно  прямой  СМ, 
легко  видеть,  что  равнод'Ьйствующая  Г  притяжешй  точки  М  всЬми  без- 
конечно-малыми    элементами   этого  кольца   направлена   по  МС;   поэтому 
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она  равна  суммЬ  проекд1й  всЬхъ  этихъ  прнтяжен1й  на  направлен1е  МС. 

Проведемъ   черезъ  МС  двЬ   плоскости   Р  и   Р',   образующ1я  углы  а  и 

ач-  (1а  съ  некоторою  постоянною  плоскостью,  проходящею  черезъ  Л  С, 

Элементъ   кольца,    заключенный  между  этимп  плоскостями,  пм-Ьегь  массу 

рг(1Ь,(1г.г»тЬ.(1а,  а  проекщя  на  МС  иритяжен1я  точкп  31  этимъ  эле- 

ментомъ  равна 

/•2  5///  ^  (1Ь  (]г(1а     ВМ 

'''^—     АМ^ АМ 

Чтобы  получить  притяжен1е  для  цЬлаго  кольца,  нужно  суммировать 
так1я  выражен1я,  изм'Ьняя  а  отъ  О  до  2т.\  итакъ 

21:гЧг  .  $тЬЛЬ  .  ВМ 
/^,,р. ^^^ 

Введемъ  переменную  «  =  ЛМ\  тогда,  полагая  СМ  =  а,  им-Ьемг: 
8^  =  г^  -+-  а^  —  2га  сов  Ь, 

8(18  =  га  8Ш  Ь  б/О, 

5^  -4-  а^ г- 

ВМ  =  а  —  г  С08  \)  = г : 

2а 

такъ  что  ^  г.г(1г  ,9^  ч- а^  —  г-^    . 

Г==гпр—, -, а.. 

Дал-Ье  нужно  различать  два  случая:  когда  точка  М  по  отношен1ю  къ 
сферическому  слою  вн'Ьп1Няя  и  когда  она  внутренняя.  Въ  первомъ 
случа*  ^>*  изменяется  въ  пред'Ьлахъ  отъ  а  — г  до  а  +  г;  тогда  притяжен1е 
точки  М  сферическимъ  слоемъ: 


гг       ^  8  «  а^  ^       ^ 


47гт  р  г^  Аг        т^ 


гд*  1А  =  47грг^Л-  есть  масса  сферическаго  слоя,  т.е.  сила  притяжен1я 
внешней  точки  обратно  пропорц1ональна  квадрату  ея  разстоя- 
н1я  отъ  центра  шара. 

Во  второмъ  случаЬ,  когда  точка  М  внутренняя,  5  измЬняется  въ  пре- 
Д'Ьлахъ  отъ  г — а  до  г-\-а\  тогда 

„        тг  т  р  г  Аг   Г 8^  -+-  (Г  —  г'^      , 

г — а 

т.  е.  однородный  сферическ1й  слой  на  внутреннюю  матер1альную 
д1>йств1я  не  оказываетъ. 

442.    Геометрическое   выяснен1е  посл'Ьдняго    результата.    Полученные 
выше  два  результата  были  найдены    Ньютономъ.   и  притомъ  синтетиче- 
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§  443,  ф.  В1»7. 


«лсйМ!»  пучч^мъ.  Для  11ллн:*страц1и  «^го  раасужденлй  покажемъ  ио  его  спосоиу, 

1Т0  внутренняя  точгса  не  11€ныгуваеП|  11р1пажен]я.  Черезъ  точку  ^^  про- 

ведемъ  дв'Ь  ирямыя  А  А'  и  ВИ   (фпг.  11П), 

обр11зующ1я  между  сибою  бо:жонечно-\1алый 

уголъ,    ВслЬдств1е   подоСня  тр17Годьнпковъ  ,-  .    ^ 

ЛМВ  и  А'МЕ  }!м1земъ: 


АВ 
А'В' 


МП 

мл: 


Отсюда  можно  заключить,  что  если 
точку  М  принять  за  вериишу  конуса,  вс11 
о6разующ1я  которасо  состааляютъ  съ  МА 
безконечно-мадыо   углы,   то   этотъ  конусъ  ф^^.  ни, 

вырЬжетъ  на  иоверхностн  сфгфы  два  эле- 
мента, Е  \\  Е'  илон^ади  которыхъ  нрямо  11рйиорц1ональны  квадратам!,  раз- 
стояний  МЛ  и  МА  или,  нсеравно,  МВ  и  МЛ\  тшъ  какъ  МВ  отличается 
о'гъ  МЛ  на  безкоаечно-малую  величину.  То  же  самое  можно  очевидно  ска- 
зать и  относительно  массъ,  заключениыхъ  въ  сферпческомъ  слоЬ  и  им11йз- 
пшхъ  элементы  Ем  Е  своими  основан1ЯШ1.  Л  такъ  какъ  силы  обратно 
про11оршона,1ьн1а  кнадратамъ  разстоянШ,  то  массы  элементовъ  Е  я  Е' 
иритягиваютъ  точку  31  съ  равными  силами.  Отсюда  видно^  что  всЬ  силы 
|фитяжен1я  точки  М  приводятся  къ  снлаиъ,  попарно  равцымт.  и  прямо 
противуполозкно  наиравлеинымъ;  поэтому  равнодЬйстиующая  вс'Ьха.  пря- 
тяжед1Й  равна  нулло* 

3*  433.  По  како^гу  закопу  должяа  притягиваться  мат(?р{п^гьи1и1  точка,  по- 
мещен пая  Бпутрн  круга  »ъ  его  «лоскоотя,  массою,  ралэоА1'Ьрао  распред'Ьлея- 
нок>  по  окружности,  чтобы  эта  точка  11ритяше111я  пе  испытывала.  Отв.: 
Обратно  пропорционально  первой  степени  разстоятя. 

443.  Притяжение  материльной  точки  сплошною  сферою.  иосл[>  найден- 
наго  въ  §  441  легко  вычислить  ирнтяжеяге  матер1адьной  точки  силояг- 
нымъ  гааромъ,  или  однороднымъ  или  таки^гъ,  плотность  котораго  распре- 
д1»лена  концентрически.  Сначала  предноложимъ,  что  точка  х1/  находится 
вн1-|  шара.  Тогда,  разд'1.ливъ  шаръ  на  безконечно- 
тояк1е  концентричесше  слои  и  прилагая  къ  каждому 
изъ  нлхъ  формулу  (696),  непосредственно  найдемъ: 

гд'Ь  Л/  масса  всего  шара    Предполагая  дал'!^е,  что 
точка  М  леш^гь  внутри  шара  (фиг.  192),   раздЬ- 
лимъ    БОСЛ'ЬднШ    на   дв1>   части    сферическою    по- 
верхностью, проходящею   черезъ  М  и  концентрическою  съ  данною.    ВсЬ 
сферичесше   слои,  ио  отношению  къ  которымъ  точка  М  внутренняя,  на 


Фпг.  192. 


412 


ГГ/'^'    ГГрИГ»»Ж*'И1И    И"    0Ьм:1МПЯК»ГЬ;    ПО/ГТОИу 


1ш  ^'''^1  ,.^- 


п1.  М'  М!м  гм    птрп,  ипмррхиисть    коюрпп»    11|)(1хг»дн'п.    чсрс'гп»   точку  л/. 

(^.с    М1    1И;1р1.    П'ПМ1р(>  |М).||).    Т(1   Г(*||Гр1. 


!1  фирм\  1!1   |Г|1»м)    ним  ь 


I 


/г  1трм1 .  г».  (699) 


I  г  ип\<|имп)ми  гомкн  прнг1пмп»:\ггся  одиоротнымъ  СИЛОШНЫМЪ 
ип^р^^м  ь  гь  гп.1о»^\  ирцм\м^ропорн^VМ^альиою  пориой  степени  раз- 
1Ч«мипм  гомии  01  ь  и«мпра  тара, 

^    4^4    Иг  п\п1^^^% \^^»^хпч  \и.»^^К  ил  о»м  л*лмогру  прооворлоко  отверот1е,  Д1а- 

444.  П|Г^11\^ж^^   М1П)|^ЯМ1Й   1>тт  эмлн^   1х)хяк«>  тч^тльтатсгь 

^  IV    1 . ■- ч  *  V. о   -.А   р  «■- *1 ''.  11 1  -■  льм :  '•  '►  ,  т*?. '5»»  ■  к . I  .  >  т^я :: . ^г .'»1:>  ,^г •1:лп.  тг  Шг^ 

.  ч.  »  ..  ^  \  1|  1:м'*11  л':^'  '.^^  1^  т<|11  м:ч(11'  .>^^^7^  ^'%Л1.  ;  Пгат«1Л'»Гг.  •*!:  1пиг* 
'V  ^       IV.      11  ,гч    :г.  ,-ч      .,     мл;    ч       Н?*:11»Г\:ьТЛ     ?^^1ЬД1     чьГ'АК^. 

,..  -._^...         ,.   ..  ,^.  -г.  т.  -х-       .-    5;  -с;.        -■  ■■■»:    -«н:        •«•.    ^    ""Г!:     .1::;ТГг     К-     М**- 

•■    -   •        '•■    ■    '■••■      I '.   --■•■  •       •-■*  р...-   :-.     ''■-..-■-.-  л- ■    тл;;  •"     Т11И1Г" 

-  *ьт.      \    .-;  .,  ■       1-  1,ц;::     -  :.Г     "-ч.птл.     .;.т"      ^-    '"•'•ТИ'ЛГ!    ЛУ*^ 


г^ 
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55  146,  ф.  «99. 


случай.  Он'ь  шилется,  когда  сила  11рптяжон1я  одного  изъ  Илг  на  |юнку»> 
матер1альную  точку  нм^смъ  свойство,  что  она  всегда  проходить  пг»р»':п> 
одну  и  ту  же  точку  гЬда,  каково  бы  ни  было  положена  матер1а,1ьнпй 
точки  относительно  тЬла,  Такая  точка  называется  центромъ  притяже- 
Н1Я,  а  Нло,  обладающее  таьнмъ  цевтромъ,  назынцет^^я  цептройари че- 
ски мъ.  Пусть  будегь  одно  изъ  двухь  взаимно  иритягиваемыхъ  т1^лъ 
центробарическимъ.  Силы,  которыя  выражаюп.  притяжен1е  къ  нему  всЬхъ 
элементоиь  другого  гЬла,  сходятси  въ  одной  точк!.,  его  центра  притяж<* 
Н1я,  и  ириводлтся  поэтому  къ  одной  равнодействующей,  котор!Ш  и  окре- 
д'Ьляеп.  взаимное  11ритяжен1е  обоих!»  гкэъ. 

Шаръ  или  сферическ1Й  слой  есть  гЬла  центробарическое.  5Гасса,  равно- 
м1ф!10  расиредЬленнгш  ио  прямой  лин1И,  не  есть  гЬло  центробарическое» 
какъ  это  видно  изъ  р'1»и1ен1я  въ  §  439. 

3.  435,  Опред-Ьяить  вааниыое  првтяжев!е  двуш»  однородвы^ъ  сферических!^ 
олоевъ,  когда  ови  одцнъ  отпосвтельоо  другого  ^п^шн^е,  и  когда  одпнъ  пзъ 
нихъ  находится  внутри  другого.  Отвл  Въ  оер1*омъ  случае  пр1хтяжв1]1е  равно 
— д-  ,  ГД14  т  п  т  массм  оиошхъ  тълъ,  а  $  разстоян1е  между  изьъ  центрамп; 
по  второмъ  случай  притяжед1е  равво  аулю. 

446.  Цвнтръ  тяжести.  Уемля,  предполагаемая  или  однороднымъ  шаромъ 
или  такимъ,  у  котораго  плотность  распред+ктена  концентрически,  есть  г^то 
центробартеское.  Поэтому  исЬ  гЬла,  находяпияся  около  поверхности  земли, 
притягиваются  посхЬднею  такими  силами,  которыя  приводятсл  къ  олно(Г 
равнодМствующей,  Эта  равнод1|йствующая  называется  в'Ьсомг  гЬла.  Она 
слагаетсл  изъ  силъ,  действующи хъ  на  отдельные  элементы  гЬла  и  на- 
нравленныхъ  къ  центру  земли.  Предполагая,  пто  данное  т1|Ло  весьма  мало 
въ  сравненш  съ  земнымъ  рад^усомъ,  можно  вс^Ь  эти  силы  считать  парал- 
лельными и  0[фед1^1лять  в'Ьсъ  тЬла  какъ  равнодействующую  системы 
параллельныхъ  силъ.  Пъ  §312  было  показано,  что  равнодействующая 
системы  параллельныхъ  и  въ  одну  сторону  наиравленныхъ  силъ  равна 
ихъ  ариометп ческой  суммЬ  н  проходипз  черезъ  точку,  центръ  параллель- 
ныхъ  силъ,  облада11>щую  свойствомъ,  что  при  изм^нен1И  направлен1Я  вс1дъ 
иараллельныхъ  силъ  относительно  гЬла  равнод1'.йствующая,  тоже  м"Ьняя 
свое  нанравлеше,  продолжаеп.  проходить  черезъ  ату  точку  (§  341).  Въ 
прнм1;иен1и  къ  сил^^  тяжести  ата  точка  называется  цеятромъ  тяжести* 
При  какомъ-либо  вращенЬ!  гк1а  относительно  направлены  силы  тяжести 
равнодействующая,  т.  е.  в^съ  гЬла  всегда  проходить  черезъ  г^ту  точку» 
Это  позволяетъ  принимать,  что  в*съ  гЬда  нриложенъ  въ  этой  точгЬ. 

Такъ  какъ  при  определен1п  центра  тяжести  приходится  слагать  Лез- 
конечно-большое  число  силъ,  то  способъ  послЬдовательнаго  ириведен1Я  па- 
рсилельныхъ  силъ,  указанный  въ  1:;  342,  вообще  говоря  не  примЬнимъ, 
Для  этого  сушествуетъ  особый  пр^емъ,  къ  изучен1ю  котораго  мы  теперь 
и  перейдемъ 
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Центръ  параллельныхъ  силъ 


447.  Моменты  параллельныхъ  силъ  относительно  плоскости.  Будемъ  на- 
:?ытп1»  м<.».м('НТ0М1.  СИЛЫ  отноп1тельн()  плоскости  или  прост(»  пло- 
скости ммъ  момептом'1»  прои:{всдсн1с  шмпчины  силы  па  ра:ктоян1е  оя 
точки  прилпж(.'н1я  оп.  некоторой  заданной  плоскости.  При  нтиМ!..  для 
(аинпгм')])ая1Я  сл'1цу1пии1Х'1.  ниже  формулъ,  услонимся  считать  это  разстия- 
п1г  съ  тГ.м'ь  пли  с'Ь  другимъ  зиакодп..  смотря  по  тому.  С1.  к'оторой  сго- 
1)ины  огь  плоск'ости  находится  точк-а  прило;1:сн1Я  сил1»1.  КромЬ  того,  нъ  си- 
стем!, параллельныхъ  силъ.  по  отнопи-н^В)  къ  которымъ  только  п  Оудутъ 
1)азсматрииаться  плоскостные  моменты,  нужно  различать  знакъ  момента 
пъ  занпсимости  огь  того,  тп»  которую  сторону  каждая  изъ  силъ  напра- 
нлена.  Намь  придется  впрочемъ,  имГ.я  въ  виду  силу  тяжести,  разсматри- 
вать  исклв)Чительно  так1я  силы,  который  вс+>  направлены  въ  одну  сторону. 

Разсматривая  плоскостные  моменты,  нужно  также  помнить,  что  точку 
приложен1я  силы  нельзя  уж(»  перем1.П1ать  вдоль  самой  себя:  такъ  какъ 
въ  противном!.  случаЬ  плоскостный  момент!»  не  имкть  оы  для  каждой 
силы  оиред!леннаго  значен1Я. 

Теорема  Ллгепраическая  сумма  плоскостныхъ  момептовъ  си- 
стемы параллельныхъ  силъ  равна  плоскостному  моменту  ихъ 
равнодЬйствуыщей,  если  за  точку  приложения  последней  при- 
нять центръ  параллельныхъ  силъ. 

Докажемъ  эту  теорему  сначала  для  случая  двухъ  пара.1.1ельныхъ  силъ. 
направленныхъ  въ  одну  сторону  и  имЬющпхъ  точки  прпложеи1я  по  одну 

сто1)ону     оп»    данной    плоскости. 

Пусть  оулуп.  1\  и  Т\  эти  силы. 

А^   и   А.   ихъ  точки   прнложен1я 

Сфиг.  193), 

Л  =  /•,  -ь  К,  (700) 

ихъ  равнодействующая  и  С  ихъ 
центръ.  По  закону  сложен!Я  па- 
раллельныхъ силъ 

А,Г  _  1\ 

А,('  "   г/ 

Фиг.  193. 

Опусти  ВЪ   изъ  Лр  А^  и   С  пер- 

'днхудары  Рр  р.^.  г  на  заданную  плоскость  Р,  проведемъ  черезъ  С  пря- 

"ЗВг,  параллельную  прямой  В^В^,  которая  соединяеп.  основан1я  пер- 

«ропъ.   Изъ  подобныхъ  треугольниковъ  АМ/'  и  НА/"  имЬем!^ 

ЕА,  _  Л, Г  _  Г, 
ПА,  —  А,С  ""  1\' 
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Подставляя  сюда 

ЕА,  =  /),  —  г,      ЕА^  =  г  —  р^, 

получаемъ: 

р,Е,  -+-  р,Е,  =  г  (Е,  -+-  Е,)  =  гП.  (701) 

Предположимъ  теперь,  что  не  всЬ  три  точки  лежать  по  одну  сторону 
отъ  данной  плоскости.  Пусть  эта  плоскость  теперь  будетъ  Р\  параллель- 
ная Г  но  перес'Ькающаяся  съ  отрЬзкомъ  ^1^2-  Означая  черезъ  (/  раз- 
стояшс  между  плоскостями,  черезъ  р/,  р^\  г'  перпендикуляры  -4^Б/. 
А^В^\  С1)\  опущенные  изъ  точекъ  Л^,  ^а,  С  на  новую  плоскость,  и  при- 
нимая во  вниман1е  правило  знаковъ  для  этихъ  перпендикуляровъ,  на- 
ходимъ: 

Рх  =  ^7  -^-  Рх^    Р2  =  Ч  —  С1)'  =  7  -+-  Р2^    г  =  р  -^  /; 

а  подставивъ  это  въ  формулу  (701)  и  принявъ  во  вниман1е  равенство  (700), 

получаемъ: 

Р,'Е,ч-р,'Е,  =  г'Е. 

т.  е.  формула  остается  прежнею. 

Пусть  будеп»  теперь  дана  система  п  параллельныхъ  и  въ  одну  сто- 
рону направленныхъ  силъ  Е^,  Е^,  -  -  Е^.  Означая  черезъ  Л^  равнодей- 
ствующую силъ  Е^  и  ^2-  '1^ф<-'зъ  -Вз  равнод'Ьйствующую  силъ  Д^  и  Е^ 
и  т.  д.  и  наконецъ  черезъ  .7?  равнод1'.йствун)щую  силъ  2?п-2  и  Е^,  а  че- 
резъ г,,  Гз,  ...Гп-2  и  /•  перпендикуляры,  опущенные  изъ  центровъ  всЬхъ 
указанныхъ  паръ  параллельныхъ  силъ,  можемъ  по  формул!.  (701)  написать: 

р,Е,  ч-/)^/^  =  г^Т?!, 

г, Л,  -^РгЕг  =Г^Л^, 


(702) 


цричемъ 


В^=  В^-^  Е^  =  Е,-\-Е.,-\-  Г„ 

Л  =  7?,_о  -ь  Г,  =  1;  -+-  ^^2  -»-  •  •  -^^^\  =  -^^'• 


(703) 


Принимая   во  вниман1е   эту   последнюю  формулу  и  складывая  равенства 
(702),  находимъ: 

3.  436.  Доказать  теорему  о  плоскостныхъ  моментахъ  для  случая,  когда 
параллельный  сплы  не  вс4  направлены  въ  одну  и  ту  же  сторону,  принимая 
при  этомъ  во  випман1е  сказанное  въ  §  447  о  анакахъ  плоскостныхъ  моментовъ. 

3.  437.  Даны  п  параллельныхъ  силъ  п  точки  прпложен1я  п  —  1  пзъ  этихъ 
силъ.  Выбрать  точку  приложен1я  последней  силы  такъ,  чтобы  центр ъ  всЬхъ 
параллельныхъ  силъ  лежа:1ъ  въ  дапной  плоскости. 


-   и*5  - 

44Л,  Кмфдшмти  центре  пщииитммыхъ  ешь.  Пр^*:::<аг>г:1мъ.  тг.>    2с,- 
г^ж*''гя   .;"<•■;:.    :'»:' ^  ;♦:••:»  я    :.и;>:1.анЛ1»йы::1»  •:;1.г-*  Г .  Р...„В^  ^а^аны  лхт, 

ич^ськи'-.  'кя-.^ннг^ч'.,  "..  .:»*'р;м\г:.  г'.лоч'Ь.  Чт-.-^ь*  яаатн  ::.;0р1лн;1::^  ."..  '/  .  г. 
.м:1г. ;а^»  .1лрч.г.Г1'Г1.'{:^ч':.  "лгг:..  й"жно  :г,лыи1  :л  ;ио*^иЧг,ти.  .тзш^итмьа-  1«>- 
.'.Г>г,'\';.  ,>ч.'>чит[>иИ'М  гя  'Л1.\г»'нти.  г«:',ять  .тоотйр#*лно  .10ор1Инагныя.  П7':ть 
Лулг-'г;,  ;?.(г/-.клт.  ///'^;;  .:.Г''.'';.чУ"'м'.ю  \гом#:НТ  ;В^»;  г-'.-па  /  .  г^.  . .  .  /-^  лре1гта- 
кягь  '^.^Аим^  \щ^\м'\\ \'ла:.Щ}Ч.  чгг/лг.-ннын  яа  Як*'  Ялъ  глекъ  приложен!:! 
.1яия14;с;.  '^я.п..  и   мм   ;гг,  .(к»р\г.'.ги«ъ  '7«ь^>    и  (ТОЙ  получпзгь: 

Г1рИЯЯ>1;1Я    »ЛЛ^-,КОГГИ    /Х/-;    ;Г    Г///)    ;а    плоскости     1Г0НеНТ0ВЪ.    [101«;0НгмМЪ    ж*- 

3  43в  [Голи  Я1ть.  'гг''»  к'^.''^[>л;1ггаты  цйятра  тр**х-ь  равныхъ,  параллелъньггь 
и  н'»,  од»гу  г  гг,рг»иу  нАПрян  г^киых'ь  лрглъ,  пряложеяныхъ  въ  вершинахъ  тре- 
угольника ра1пгы  грг-лии^гь  аряом^тич^'лкимъ  изъ  соотв^тственныхъ  коорди- 
нл'гь  ^то  нлргпии».  и  'Г го  плпт^/1,  находятггя  иа  одяоЙ  изъ  мед1анъ  треуголь- 
ники,  и   дКлИГЬ   Л'1    И'».   ^»Т1ГОтлИ1И    I  :  ^. 

Л.  499.  Л.'^"'-*  '^  ггар».1лг1лы1их'ь  «^'илъ  я  ж'юрдинатм  точекъ  пряложея1Я  В1гЬхъ 
/  и;гг.  1/роиЬ  о;1ноЙ.  Иайтя  к^к>рдинаты  точкя  пряложеяхя  .угой  посд-^дней  силы 
по  у/-'|/1м)к1,  'Г'1оГ|М    цгчгг^г'!.    иг.Ьх'ь    Ш1раллплы1ыхъ  сялъ  яаходился    въ  яачад^ 

1.0/»р,ГИП»ГГ|.. 

440.  Ноордииатм  цеитра  тяжести.  1$г  §  НО  были  приведены  сообра- 
жгп1и.  по  коюрмиь  можно  ж'/1.  ГИЛЫ  притяжвн1я  земли,  д'Ьйствтюпия  на 
|)н.1ЛИ'И11.1и  мислипы  г1.лп,  (митигь  между  собою  параллельными.  На  осно- 
н<1ии1  ГЮГО  можно  приложит»»  ь'ь  оп[и^гЬл(?Н1К)  центра  тяжести  теорему  о 
пло'  коггпмх».  мом*'И1ах'1..  Пусть  будогь //  ускорен1е  силы  тяжести,  т  масса 
юи.пй  пиОу.п.  и<м|Л1)|  МЛЛГ1Й  частицы  и  [Д.  масса  всего  гЬла,  такъ-что 

I*       1//'.  (707) 

И1.гь  'ПИ типы    рши'иь  //о/.  :1  н'1.п.   ж'сп)   гЬла,   какъ   сумма   параллель- 
ны^!,  гиль  ,,         .,  /г,лг.ч 

/*       1/т/.  (708) 

По  форму. ымь  (70.0  п  (7(и;)  можно  написать: 

)11П1п  1/ш///  I'"//-  .^ло\ 

1"о/  1/''//  1'/'// 

450.  Ноордимйтм  центря  массы.  Ускоргн1г  //,  при  раамЬрахъ  гЬла,  до- 
гппочно  М11.1ы\ь  ш.  гр;ип1гн1И  гь  ;1гмл»»Н)»  можно  считать  для  всЬть 
М;|г1пиь  |'Ьл;|  ощнмкоиымь.  и  но  нсЬхь  оуммахъ  нынготи  //  за  знакъ 
с\ммы.  югц 

(710) 


—   417 


§  452,  ф.  712. 


Мы  вндимъ,  что  теперь  1голожеи1е  центра  тяжести  отъ  ускорения  д  Н1'  за- 
виситъ,  а  завлснп!  только  отъ  того,  какт.  распределена  въ  г\жЬ  масса. 
Точка,  оаредЬляемая  формулами  (710),  называется  центромъ  массы. 
Ниже  (глава  XVIII)  мы  увидимъ,  что  »та  точка  и  помимо  ея  отношев1я 
1Г1*  спл-Ь  тяжести  играетъ  важную  роль  въ  механнгс11. 

Общ1я  сообразкешя  объ  опред-Ьденш  центра  массы. 

Ф51.  Интегралы,  олред'Ьляющ1е  центръ  массы.  Понятно,  что  всЪ  суммы, 
СТ0Я1ШЯ  ВЪ  формулахъ  (709)  или  (710)^  д.1я  силошного  тЬла  ЯВ.1ЯЮТСЯ 
кратными  ин1\тралами.  Чтобы  ихъ  составить,  иредположимъ,  что  положе- 
ше  какого-либо  оезконечно-малаго  элемента  Ила  оиред1ш1ется  коорди- 
натами X,  у,  г  одной  изъ  точекъ  этого  элемента^  означнмъ  черезъ  йГГего 
объемъ,  а  черезъ  р  его  плотность,  которая,  будучи  вообще  говоря  функ- 
щею  коордйнатъ  точекъ  (§  435),  можетт.  ,хля  каждаго  алемеята  тЬжа  счи- 
таться во  всехъ  его  точкахъ  постоянною  и  пм'Ьющею  то  значение,  которое 
соотв'Ьтствуетъ  точе+>  (х,  у,  ^),  оиредЬлншщей  иоложен1е  элемента.  Строго 
говоря,  сл^дова^ю  бы  разсматривать  для  каждаго  элемента  его  среднюю 
плотность  р';  но  р'  и  р  могутъ  различаться  лии1Ь  на  безконечно-малую 
величину;  а  при  оиред'Ьлен1и  пред'Ьла  суммы  (кратнаго  интеграла)  это 
введегь  безконечно-малые  члены  высшаго  порядка  въ  сравнен1и  съ  эле- 
^центами  суммы  п,  по  основной  теореме  интегральнаго  исчиа1ешя,  на  зна- 
чеаье  предала  в.11ян1Я  не  окажетъ.  Итакъ,  можно  принять 

получаютъ  вндъ: 


поел*  этого  формулы  (710) 


..=  ^/р.^г.  I 


(711) 


Зд^сь  интегрирован»е  распространяется  на  во*  элементы  объема  'Лла. 
а  р  предполагается  известною  функшею  отъ  коордйнатъ  точекъ  гЬла 

Если  гкю  однородно,  г,  е,  р  во  вс^xъ  его  точказсъ  постоянно,  то  фор- 
мулы (711)  оринимаютъ  вядъ: 

x,=  у^xаV,    у.=  у^у(^V,    .^^у^.-аК  (712) 

Въ  этомъ  случаЬ  положенхе  центра  тяжести  или  центра  массы  зависить 
только  отъ  геометрической  формы  гЬда.  Эта  точка  называется  иногда 
г*ч>метрнческимъ  центромъ  т'Ьда. 

452*  Плоеносш  нулевыхъ  мошентовъ.  При  опредЬлеши  координатт» 
центра  массы  могутъ  быть  полезны  н-Ькоторыя  соображешя,  упрощающ1я 
эту  задачу.  Изъ  основной  теоремы  о  ллоскостяыхъ  моментазсъ  сл^дуетъ^ 


п.  ГомФГЪ, -*  (>^11ак)|п1п  ^еорет.  жс&апщсл. 
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;; '  и  .  ||  1  П,  и  ^  »г,  ;;  л '. '  1. ' I '.  М,  1#1.  7  ^ КИ .С  ь  пЛОСКм^.Т'-Й  Ч* -ЖН  »  ГГрОй^-'.ТЛ  В'Ь  Г Г.-1 : 
о  -.чл^  1МГ|(  .'■  \1Н  .и.'^'  .;1ч.  И^.ЯНгуЦ  :;Л'.'.К'>:7Ь.  ИрчХчЛЯШ.хЯ  ^^р^:.^':-.  Ц-НТр". 
.гк'м  ".п.  н/.г^и;1И  НЛО' г:осгь.  Оч»'Иь  'ьчгтч  иожио  бываетъ  уьм-'^мть  .1' - 
.»гм:'-т'      н;.1.М'|рМл  I.     П   Л^1;МХЪ     .ГЛ'/ ЬО^Л'-Й   М-.'Л,   В^ЯК^гГО   ННПгГрНр«.В:1Н:Я. 

И1М' грир'.»м1г»й,  ;1  и»<1гл;1  иож'-лт,  Лмгь  ляж'*  глЬ-гяио  и  совсем!,  оепг  пнт»- 
[ри|1'»и.1И1И  '1лк\.  *-г.Аи  у,1;|ггг,я  пяйги  олиу  иул*'вук1  плоскость  и  е«:лп  .^ту 
ггл'|/ко'  1ь  ириняп.  :я  мну  и::'ь  коорлиирциыхг.  то  останется  опрг'дЬлять 
ммм.о  .т1.  соорлигымл  имггр;^  ми'-глл,  ;|.  имг;нио  координаты  относительно 

ОК'Й     ПЖ.ИПИХЬ  III.  .пой  /1Л0г|.г,(1И,   К'ЛП    Н;;в1.ГТНи  ДВ1.  НуЛ«.*ВЫЯ    ПЛ0СК0СТ1Г. 

10  и'.п1.''111а  прим11Я  11;1  ко/орой  л'житг  11/'Н1р'1.  ма^хы,— прямая  пер^'с!.- 
•М'П1И  .»М[Х1.  1мг»/"|;ог|»й.  \\г.и\  ж*'  удгится  у|:а:;ат1.  трн  нул^выхг  хиоскости. 
»'•  1нр«'1.1.як»|111ти  |[г)  одной  и  той  ;к»'  прямой,  то  пснтръ  массы  6удг*т1. 
Н1НМ1.  ннолн!.  о11р<||.л*'И1.,  какь  точка  1И'рГ'г1.ч«!П1я  трсхъ  плоскостей. 

11||/|Г|1,Мп|1й  глучай  нахожд^ммя  нул<*ной  плоскгк/гп  6удг»п.  тотъ.  когда 
г1.  ш  пт(|ро  11111  II  ;»т:1  11ЛПГК0Г.Т1.  янлягтги  для  п(!Го  плоскостью  снмметр1и. 
И'1.  г1'оч1|р|||  ПЛ0ГК0ГТ1.И»  г.||мм^^тр1И  нааынагтся  так:и1  плоскость  ш.  гЬлЬ, 
Ч10  каждой  ючь  I,  г1.л;|  по  одну  гтпрпну  ги  соотн  1;тстну<»'п.  точка  по  дру- 
гуи1  гюрпиу  ни  Т0М1.  Ж1'  ра:»гтия1пи  огь  плоскос.тп  и  на  том1»  же  къ  ней 
1Н'рП1'и  мп.улнр!.,  и  оо|»атпо.  Мь  мгхаипкЬ  такое  ()пред1'.лен1е  плоскости 
гимм1Чр|||  1ии)0|||г  гоппрн  недосгаточпо:  нужно,  чтооы  и  массы  симметрично 
ригполнличтыхь  Ч!и  гнць  т1оа  иылн  раипы.  Только,  если  гкю  однородно, 
г.  г.  гглп  мнееы  чагтнн'ь  11р1>11орц|ональны  пхь  ойьемам'Ь.  механическая 
11.1111 1ИМ  II,  г11ммегр1и  гоипадаегь  п.  геометричегкон».  Механическая  ило- 
г  1,1  мм.  г||м\11мрп1  ГП1,  «)Д||а  иль  иуленыхь  пл(к*косгей;  ато  слГ.дуеп»  нзъ 
тю.  чго  плог1,огц|Ы1«  момемгм  днухь  параллельныхь  силь,  иропорщо- 
иальпычь  маггамь  чагппи.  и  дЬйпиуиацихъ  на  днЬ  симметрично  распо- 
логмчипиа  ча(  гииы,  огиогпимыю  агой  11ло1Ч1Чн-Г11  численно  ранны,  но  имЬютъ 
прошпуположные  лнаки. 

1||»л«мио  лам1.1мп.  ет»'  1мИ\н»пие  случаи  нулеиыхъ  плоскост1^й.  1) 
1'\.П1  ча\'П|  гЬла.  опКшемаи  пл^чкосгьн»  С11ммегр1и,  или  обЬ  еп»  части 
и>1\1Ь  какь  11ио\  и.  «^ниимы  перемЬиимпемь.  параллельным!,  этой  пло- 
е1|е»\и.  14».  \,М11  1имме1р1м  и  нлр\пи11Ч'н.  плоское гь  поп  1н»жнему  останется 
«\  ичи»й»  и  п\  \егь  ио.цом)  \0\ержл1ь  нь  с«'о1,  центр ь  массы.  2)  Плоскость 
^нмаеиц  ш  1ет»|1\  «тли  »мМл1Мь  опкт.чемымь  еь»  часгям-ь  ткта  сообщить 
\ефор\1а\ик«.  нл.;;.:|;л1'м\Ь'  ,  импчмц.  огн1Ч*1тмьно  :моП  плоскости.  Сдм!ГОМЪ 
И;|лынао1\!1  м!». ,'  •.  IV  .  орл  чм;ли:с  фпгхр»»:.  .ри  коюрочъ  ксЬ  точки  ея  пере- 
мМцд»  ь'*4  :.  ,:  \;  и»?  мх   »;/|  рл^ч'лни   :л1»ь.  ч:.м«ч\'.1'чнны  !:е{нм1.щенШ 

ир**:'л»р.,;.  N.1 «...    .  ;»л  ..  . .  т;  ■IV  ;.  . .  и  \»  :  VI    ■•..ч-:-:  лУИ.  .1  :очки  ::-.^  разный  стч>- 
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Фиг.  19^. 


роны  отъ  илоскосяя,  перем^щаются  противуполождо  другъ  другу  (фиг*  19 1]. 

3.  440.  Ыа  основа^ 
Н1И  П0ИЯТ1Я  о  нулевыхъ 
пдоскостяхъ  показать, 
что  центръ  массы, 
раввом'крно  расире- 
д'Ьлеаной  оо  отрез- 
ку прямой  ЛИН1Н,  ле- 
жи тъ  на  с  я  средни};» 

3,  441.  Подобнымъ  же  образомъ  показать,  что  центръ  массы,  какъ* 
либо  распределенной  по  площади  плоской  фигуры,  лсжитъ  въ  ея 
плоскости. 

3.  442.  Показать,  чтс»  11ентръ  массы,  равном+.рно  распре д'Ьлен ной  пс1 
площади  треугольника,  лежигь  въ  перег-Ьчеягн  его  мед1анъ. 

3.  443.  ПоказАгь.  что  центр!»  массы,  раинон'Ьрно  рдспрбдЬлолиой  по  пло- 
шадп  ттараллелограыма,  лежитъ  оъ  пересЬчеи^а  пряиыхъ,  д^лящпхъ  пополамъ 
пириллельаын  стороны* 

3.  444  Показать,  что  цеатръ  массы,  равномерно  распределенной  по  пло- 
щадп  эллипса^  лежитъ  въ  его  деитр^. 

3.  445.  Пока^ать^  что  центръ  кассы  одиороднаго  параллелепипеда  лежать 
въ  псрсс-кчепш  трехъ  плоскостей^  дЪлащпхъ  пополаиъ  ппраллельныя  ребра. 

3.  44в.  Покапать^  ^гго  центръ  массы  однороднаго  аллипсопда  совпадаегь 
съ  его  центромъ. 

Различные  случаи  оиред'блешя  центра  массы. 


453.  Центръ  массы  однороднаго  тетраэдра 

омред'ктяемъ  помощью  нулевыхъ  плоско- 
стей; но  мы  разсмотрнмъ  другое,  ана- 
логипное  этому,  но  видоизмЬненное  р11- 
шен1е.  Покажемъ,  что  центръ  массы  одно- 
роднаго тетраэдра  лежитъ  на  прямоли- 
нейно мъ  отрЬзкЬ,  соединяющемъ  одну 
^зъ  его  вершннъ  съ  центромъ  массы 
яротивуположной  ей  грани,  и  дЬлнтъ 
этотъ  отр'Ьзокъ  въ  отношенш  1 : 3,  Раз- 
Д'Ьлпмъ  тетраэдръ  ЛВСВ  (фиг.  195) 
йлоскостями,  параллельными  его  осно- 
ваяш  ЛВС,  на  безконечно  тонк1е  слои. 
Пусть  будетъ  аЬе  плоскость  одного  изъ 
нигь.  Разд'Ьлив'ь  ребро  ВС  пополамъ, 
соединимъ  средину  его  Е  съ  верппшами 
Л  и  1>;  сторона  Ье  разд1иится  при  этомъ 
пополамъ   въ  точкЬ   е.   Ест  Р  центръ 


Онъ 


быть  тоже 


массы  основанш  тетраэдра,  то 
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ЛУ  =\^  АЕ  ^задача  442;.  Соединявъ  Г  съ  вершиною  Л  мы  полтчилъ 
на  нрямой  «^  точку  /!  которая  удовлетворяетъ  услов1ю:  а^'=  ^  ае:  сле- 
довательно /*есть  цеятръ  массы  треугольника  аЬе.  <>тсюда  видно,  что  вообще 
центры  массг  ьс1хг  сло'-вт..  на  которые  мы  разделили  тетраэдръ.  лежать  на 

;  нрямой  />/';  а  поэтому  всякая  плоскость,  проходящая  черезъ  эту  Прямую. 

[  <.чггь  нулевая,  т.  е.  центръ  массы  тетраэдра  лежнтъ  на  этой  прямой.  При- 

\  няю,  грань  ВСЪ  за  основан1е,  а  Л  за  вершину  тетраэдра  н  найдя  точку  К 

по    услов1ю:    1)К  =  "  />А\    мы  получимъ  другую  прямую  АК,  тоже  со- 

\  держащую   центръ  массы  тетраэдра.    Прямыя  АК  и   ВГ  пересекаются 

между  собою;  точка  нхъ  перес^чен1я  и  есть  центръ  массы  тетраэдра. 
И:гь  пропорщи 

РК  _АГ 
ВЕ  ~  АЕ 

сл+ауетъ,  что  прямая  КР  параллельна  АО,  2^  отсюда  видно  подобхе  тре- 
угольниковъ  АОР  и  К(}^\  На  основан1и  этого 


ар     КР  _РЕ  _\ 
0В~'А1)~ АЕ~  г' 


.  а    поэтому    ОР  =  ^  ВР. 

\  .'^ам'Ьтимъ  так  е,   что  и   высота  точки  О  надъ  плоскостью  основан1я 

Т(;траэдра  равна  одной  четверти  высоты  всего  тетраэдра. 

•  3.  447.  Показать  на  осиованш  предыдущей  задачи,  что  центръ  массы  ка- 

кой-нибудь ии))амяди  или  конуса  находится  на  пря молнией номъ  отр-кзк^ь,  со- 
единяющомъ  вершину  съ  центромъ  массы  основап1я,  и  делить  этотъ  отр'Ьзовъ 
1гь  от11ошоп1и  1 :  3. 


3.  448.  Показать,  что  координаты  центра  массы  треугольника  (за- 
дача 142)  по  координатамъ  {х^,  !/,),  (лд,  у^),  {х^у  у^)  его  вершинъ  опре- 
д'кляются  формулами: 

3.  449.  Показать,  что  если  площадь  5  какого-нибудь  плоскаго  много- 
угольника ра:?бнть  на  и  троугольниковъ,  то  центръ  массы,  равномерно 
распрод'Ьленной  по  плоп1ади  многоугольника,  будетъ  им^ть  координаты: 

_  5,.г,    «   6>а  ч    . . .    ь  \.г„  _  ^>,  -ь 8^у^ ч-  .  •^_±5пУп      /71  а\ 

•*  с  о  •         "с  -        -  ^  ,        ^  <  1  *^ 

гд'Ь  Х^,  N. Л\   плоп1;1ДП    троугольниковъ,   (.г^,  у^),  (жд,  у^),  . . .  (л-,,  у^ 

координаты  нхъ  центрош»  маслч»!. 
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3.  450.  Пока:зать,  пто  координаты  центра  массы  тбтравфа: 


т.  = 


а?|-1-д:.-1-Л?.-НДГ. 


(715) 


гд*  (2?(,  У|,  ^1%  .  .  .  координаты  вертннъ  тетраэдра. 

3.  451,  Показать,  что  координаты  центра  массы  какого-нибудь  одно- 
(юднаго  многогранника  определяются  формулами  (714)  (съ  орнсоедине- 
Н1емъ  такой  же  фораг)'лы  для  г^),  если  тамъ  считать  ^>  объемомъ  всего 
многогранника,  5^  5^,  ...  объемами  ть^траадровъ,  на  которые  многогран- 
«икъ  можегь  быть  разбить,  а  (л*^,  ^/^,  хг,),  (^Гэ,  р^^  г^),  .  .  .  координатами 
центровт.  массъ  этихъ  тстра.здровъ. 

454.  Формула  Вадлиса  для  центра  массы,  равномерно  распределенной 
по  дуге  круга,  и  ея  приложения  Пусть  будетъ  АВ  =  з  (фиг.  196)  эта 
луга,  измеряемая  угломъ  р,  и  г  ел  рад1усъ-  Центръ  массы  лежнтъ  въ 
плоскости  этой  дуги;  кроме  того  онъ  лежнтъ  въ  плоскости  снмметрш, 
которая  перпендикулярна  къ  плоскости  дуги  и  д'Ьлнп»  оосл^днюю  поло- 
ламъ;  схЬдопательно  центръ  массы  лежвтъ  на 
рад^ус'Ь  031^,  пронеденномъ  къ  средней  точкЬ 
дуги.  Остается  опрединть  иоложен1е  центра 
массы  на  этомъ  радхусЬ.  Взявъ  ось  (х)  по  ОМ^, 
а  начало  координатъ  въ  центре  круга,  им'Ьемъ: 

^1 


^  =  1т  Е.гД^ 


откуда 


"•I: 


СОЕ  р'йр'  =  2г'  ягп  I , 


2г  вгп 


д?,  = 


р 


(7 1С) 


I 


Утотъ  результатъ  можно  такъ  представить  (формула  \Уа1И8, 1616—1703): 

х^  _  хорда  АВ 
г  *^  дуга  АВ 

Формула  Валлиса  можетъ  быть  приложена  къ  опред'Ьлен1ю  центровъ 
массы,  равномерно  распредЬденныхъ  по  плои^адямъ  плоскихъ  фигуръ, 
огранппенвыхъ  круговыми  дугами,  какъ  это  видно  нзъ  слЬдующихъ  задать* 

3.  452.  Опред1^лить  цеитръ  мцссы,  равнокерно  распре  деленной  по  площади 
кругового  секторв.  Реш.:  Этоть  центръ  массы  совдадаеть  съ  цептромъ  массы, 
равномерно  распред-кпеиной  по  круговой  д^^гЬ»  описанной  рад1усомъ,  раввьшъ 
двумъ  третямъ  рад1уса  сектора  и  намеряемой  тЬмъ  же  угломъ.  Чтобы  это 
показать,  разделнмт*  данный  оекгоръ  ос  безкояе^гао  большое  число  безко- 
нечво-малыхъ  секторовъ.   Центръ   массы   канкдаго   ваъ  няхъ,  если,   имея  пъ 


»ЭД      1мгг1|м    й^лг^.      .^^мимИишп     »7»0:лм^лХлФштшп^      с\    •чЯвТППЫЛЪ 


г\аГь*    .  .,*11м 


.  .,       .,  ш.    1  .       .       ,  «     . 

•  .</.'с<  •^''••<  •'^  •  ...1.1 

ищёв  II      .1'  .|-м  •  .        11  1<-     .1 II  1  .1  ..1 .1       .  : 

I     -1М  .  н-..      ''      -  ■  «•    ' 

II  -1  1|||  -1  ••       >  ■    I  •     •  ■  "     .;  '  —   ''  .  ■  .. .  .;...- 

|||И1|11  141  '4'И  I  .  II    11«.111|:1.     I  .  ■?  :..!.»       .    . 

ИЫ         .<11|1  |1||14«     ««и.!       ''     I  .1-  ■  <  ■'•• 

•  и*»|м*1й1ии     '••'•■  '  •' ■' 

1|.|Цу       .|1«4Г<у  '    »<"       •' ' ■     •''•'  '*'•'  •' 


|||А»|М1П<|||      |.11|1  •        ,.|||||..||!  I.I|• 


: : .  1         I  • 
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\ 


^Ж    нос 

^^    С0Т1 


пояса.  Перес^чемъ  шаровой  поясъ  и  цилпндръ  двумя  парахтельнымн 
предыдущимъ  слгзконе^но-блнзкими  плоскостями  1*Тг  и  Р'О ;  ок^  выр'Ь- 
зають  на  Г1илиндр11  поясъ  высотн  ВП\  поверхность  котораго,  по  изв4- 
стноЙ  теорем!;  геометрии, 
равна  соотв'Ьтственному 
шаровому  поясу.  Лассы 
этигь  двухъ  поясовъ  по- 
вХО!!!  равны,  а  центры 
9!г1з№  массъ  совпадаю'гь. 
Отсюда  сгЬдуегь^  что  н 
центръ  массы  всего  ша- 
рового пояса  совиадаетъ 
съ  центромъ  массы  соот- 
ветственной ЦП линдрн  че- 
ской поверхностп,  а  по- 
этому находптсл  на  рад1усЬ  ОА,  нерпендикулярномъ  къ  основанш  шаро- 
вого пояса,  на  средии'Ь  высоты  последвяго. 

3.  457.  <Н1ред'Ьллть  центръ  массы,  равном^фно  расаред-Ьленной  цо 
боковой  поверхности  кругового  конуса,  отскченнаго  плоскостью, 
перпендикулярною  къ  его  оси.  От  в*  Разд^ливъ  эту  поверхность  на  эле- 
менты   безконечно-блнзкими    образующими    конуса,    легко    увидЬть,    что 

,     2 

центръ  массы  его  поверхности  лезкитъ  на  оси  конуса,   на  разстоятн  ^ 

высоты  отъ  его  вершины. 

3,  458,  Опред'Ьлить  центръ  массы,  раппом^рно  распред-Ьленвой   по  поверх- 
ности шарового  сегмента.  Отв.:  На  средвн-Ь  вы- 
соты сегмента. 

3.  459.  Опред'Ьлять  центръ  массы,  равном'Ьрно 
предал енпой  по  поверхности  прямого^  крУ' 
гового,  ус1|ченнаго  конуса.  Р-Ьш.:  По  способу 
задать  453. 

3.  460.  Оиред^лить  центръ  массы;,  равно- 
м^рао  распред-Ьдениоп  по  участку  поверхаостм 
вращения,  ограничепному  двумя  перпендику- 
лярными къ  оси  поверхности  плоскостями  и 
двумя  плоскостями,  проходящими  черезъ  ея  ось 
и  образующими  между  собою  данный  уголъ  7- 
Р^ш.:  Принимая  ось  поверхности  за  ось  (г) 
{фиг,  200)  н  означая  череаъ  г  раастоянге  какой* 
либо  ТОЧЕН  поверхности  отъ  еа  оси,  можемъ 
уравпеше  поверхности  такъ  выразить: 


г=/(г). 


^^пг.  2Ш. 


Элемеитъ  поверхности,  ограниченный  двумя  безкопечно  близкими  парал- 
лельными кругами  {^)  ж  и  -*-  ^'?)  и  двумя  мерпд1анами  (9)  и  ('^  ч-  Ф^)  можно, 
пренебрегая  безконенно-малымн  высшаго  поридка,  разсматривать  какъ  прямо- 


//>      .^,      / 


*.       У  Гг/  г,  /'Г  <,^  _  -^уг/ 


^^  -  •- 


/^Х 


^/1*  Ц^'     ^-,^7^»^А^"-^^5!•. 


4М,  Ц^гт^  исгъ  щ1Ш1ЩШК\  €шлттйл  ш^^^щшдтпъ  1иъ, 


3.  402,  Оир^^ить  ш^юуь  пнглы  одяороднаго  т*ла  вращен!!, 
тулшнн'гыылю  лмушм  шцрш^ылмкуляриишн  къ  его  оси  шосеостями.  Р1ш.: 
\\]^.1и'пянлып  ЫА.  Ы'/;1#  '/п/тъ  ра;$д1дея0и«ъ  не  безконечно  тонкие  слои 
1ШН'.Ш9^ггпын,  нирн^нлМ9^улярниын  П/  'х:и  т1ла,  и  употребляя  о6означен1я 
^«уМИЯ  4^^«  Ш/  1Ц^:Л^шл^и'ля,  что  уравяея1е  яоверхности  гЬла  задано  въ 
яя;|А: 
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находимъ,  для  объема  гЬла  и  'координатъ  его  центра  массы: 

'о 

^.  =  0,     у,  =  0,      Уг,  =  т.  Сг[ГШЛг. 

3.  4вЗ.  Определить  центръ  массы  восьмой  части  однороднаго  эллип- 
соида 

х"      у^      ^' 

заключенной  меаду  тремя  координатными  плоскостями.  РЬт.:  Известно, 
что  объемъ  ц'Ьлаго  эллипсоида  ^   т^аЬс;  поэтому  данный  объемъ 

Г=|  аЪс. 
ь 

Разд^ливъ  данный  объемъ  плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси 
{х%  на  безконечно  тонк1е  слои,  можно  объемъ  такого  слоя  выразить  фор- 
мулою 

аг  =  8ах, 

опред^линъ  площадь  <5  сл4дующимъ  образомъ:  5  есть  площадь  четверти 
эллипса,  им^ющаго  своимъ  уравнен1емъ 


причемъ  X  считается  постояннымъ.  Полуоси  этого  эллипса: 


поэтому 


Такимъ  образомъ 


V.,  =  ^Ьс^x(1-'^)^а. 


=  ^  а^Ьс, 


3 
X  ^  —  а. 

8 

По  аналогш  можно  заключить,  что 

3  ,  3 
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3.  464.  ОпредЬлить  центръ  массы   кругового  конуса,   ус^ченнаго   плоско- 
стями, перпендикулярыыми  къ  его  оси. 

3.  465.  Показать,   что  центръ  массы  однороднаго  полушар1я  находится  на 

о 

перпендикуляре  къ  плоскости,  разд'кхяющей  шаръ  пополамъ,  на  разстоянш  ^ 
рад1уса  отъ  центра  шара. 

457.  Центръ  массы  однороднаго  ткла  какой-либо  неправильной  формы. 

Если  довольствоваться  приближенными  результатами,  то  можно  кривыя 
поверхности,  ограничивающ1я  т*ло,  заменить  системою  плоскостей  и  дан- 
ное гЬло  разсматривать  какъ  многогранникъ.  Многогранникъ  можетъ  быть 
всегда  разложенъ  на  сумму  нЬсколькихъ  тетраэдровъ.  Предполагая,  что 
координаты  вершинъ  многогранника,  а  сд^Ьдовательно  и  каждаго  изъ  те- 
траэдровъ, изв']^стны,  можно  во-первыхъ  по  формуле  аналитической  гео- 
метрш  вычислить  объемы  Г',  У\  Г'",  . . .  этихъ  тетраэдровъ,  а  во-вто- 
рыхъ  вычислить  координаты  {х^,  уД  2;^),  {х^\  у^'.  г^'),  .  .  .  ихъ  цен- 
тровъ  массъ,  пользуясь  для  этого  формулами  (715).  Поел*  этого  для 
центра  массы  всего  гЬла  можно  написать: 

л?.  = 


Г  -ь  Г"  - 
и  подобный  же  выражешя  для  у^  и  г:^. 


ГЛАВА   XV. 

Моменты    ИНврЦ1И. 

Понят1б  о  моментахъ  инбрц1И  и  аначеше  ихъ 
въ  механвкФ. 

458.  Опред'Ьлете.  Моментомъ  инерд1и  системы  матер1альныхъ 
точекъ  относительно  какой-нибудь  оси  называется  сумма  про- 
изведен1й  ихъ  массъ  на  квадраты  ихъ  разстоян1й  отъ  этой  оси. 
Если  система  состоитъ  не  изъ  конечнаго  числа  отд'Ьльныхъ  матерхаль- 
ныхъ  точекъ,  а  представляетъ  собою  сплошное  твердое  или  изменяемое 
гЬло,  то  для  вычислешя  его  момента  инерщи  относительно  какой-либо 
оси  нужно  представить  себ-Ь,  что  оно  разделено  на  безконечно  большое 
число  безконечно-малыхъ  элементовъ,  и  определять  пред^лъ  суммы  чле- 
новъ  вида  тг^  или,  всеравно,  интегралъ,  распространенный  на  весь  объ- 
емъ  даннаго  гЬла.  Означая  черезъ  ^  моментъ  инерщи,  имеемъ: 

^=  Ыт.  Етг».  (717) 

Въ  дальн-Ьйшемъ  мы  будемъ  им-Ьть  въ  виду  исключительно  моменты 
инерши  сплошныхъ  гЬлъ,  но  будемъ  для  сокращен1я  отбрасывать 
^и.акъ  предала,  подразумевая  его  однако  же  во  вс^хъ  суммахъ. 
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§  4Ь%  ф.   7  ПК 


Очевидво,  что  момеятъ  иверцш  завнсип»: 

1)  0П1  разм'Ьровъ  и  формг»!  тЬла, 

2)  отъ  распред[.лен1Я  илотносту  въ  гЬлЬ, 

3)  отъ  положени  оси  при  данномъ  ел  направлен]», 

4)  отъ  нанравлен1Я  оси. 
Два  посл'Ьднихъ  а1]як1я  подчиняются  для  вс^хъ  тЬлъ  н  Ькоторымъ  общимъ 
;онамъ,  изучек1е  которыхъ  и  составить   главный  предметъ  г*той  главы. 

459.   Значен!®  моментовъ   инерЕ(1и  въ  различныхъ  вопросахъ  механики. 

Моменты  пнерци!  нграютъ  особенно  важную  рохь  въ  динамикЬ  твер- 
даго  тЬла:  онп  являются  тамъ  коэффяц1ен1ами  въ  д||фферени1аль- 
яыхъ  уравней1яхъ,  1штегрпрован1емъ  которыхъ  р-Ьшаетсл  вопросъ  о 
дв1]жен1и  т1^,1а  при  д'ЬЙств1И  данеыхъ  силъ.  Кром*  того  моменты  инердш 
плоскихъ  фигуръ  пм1>ютъ  в^шнос  значен1е  въ  теор1и  сопротнвлешя  мате- 
р1аловъ  и  въ  гпдростатпк!,.  Пояснпмъ  сказанное  несколько  подробнее. 
Въ  §  248  было  дано   поняпе   о   кинетической    энерц1и    матер1альной 

точки,  2' *^**^^'  йъ  динамик*  снстемъ  приходится^  какъ  увидимъ  въ 
главЬ  ХУШ,  разсматривать  сумму  кинетическихъ  энергШ  всЬхъ  то- 
чекъ  системы: 

или  кинетическую  энергию  системы  матор1альныхъ  точекъ.  Если 
система,  въ  частности  твердое  гЬло,  вращается  около  мгновенной  оси  I 
съ  угловою  скоростью  ш,  то  г  :=  Фг;  тогда 


Т=  11т  {«.,)'  =1 


(0^  ^  тг^  ==      «/ш^. 


^718) 


гд4  ^  моментъ  инерцш  относительно  оси  I. 

Нгакъ,  мри  вращательномъ  движбН1и  тЬла  около  оси  его  ки- 
нетическая энергия  равна  произведен1ю  половины  квадрата 
угловой  скорости  на  моментъ  инерц1и  т-Ьла  относительно  оси 
вращенЫ. 

Къ  §  2^»3  было  дано  понят1е  о  моменгЬ  количества  движенгя  мате- 
р1альной  точки  относительно  осн.  Въ  частности,  если  эта  матер1альная 
точка  прннадлежитъ  гЬлу,  вращающемуся  около  оси,  то  г'  =  «от,  а  но- 
ментъ  количества  двнжешя  относительно  этой  оси  тг  ,  г  ^  шфг^,  Раз- 
сматривая  эти  моменты  для  вс*хъ  матергальныхъ  точекъ  системы  какъ 
векторы,  отложенные  по  оси  вращешя,  и  суммируя  ихъ,  мы  находимъ 
вуражеН1е: 

К  =  2пиа>г^  =  т'Е.тг^  =  ^т,  (719) 


которое  называется  моментомъ  количества  движен1я  системы  ма- 
тер1альныхъ  точекъ  относительно  оси  вращешя.  Итакъ,  моментъ  ко- 
личества движен1я  системы  матер1альныхъ  точекъ  относительно 
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какой  либо  оси,  при  вращен1и  системы  около  этой  оси,  рав- 
няется произв(;ден1ю  угловой  скорости  на  моментъ  инерщи  от- 
носительно ?»той  оси. 

Нъ  тщ}\н  сопротивлен1Я  матер1аловъ  приходится  разсматривать  мо- 
менты инерц1и  плоскихъ  фигуръ  относительно  осей,  лежащихъ  въ 
ИХ1.  плоскости,  а  иногда  также  относительно  осей,  къ  ней  перпендику- 
лярных'!» Чтобы  получить  такой  моментъ  инерц1и,  нужно  представить 
себ'Ь,  что  плоии1Дь  дЧ  фигуры  разбита  на  безконечно-большое  число  без- 
]{онечп()-малыхъ  влементовъ  Л  /5,  и  оиред'Ьдить  пред']^лъ  суммы  произве- 
ден1я  птихъ  племснтовъ  на  квадраты  ихъ  разстоянШ  отъ  данной  оси: 

.Г  =  Ит  1  г^  Д  .V.  (720) 

Иычпслон1о  моментовъ  инерц1и  тонкихъ  пластинокъ  также  приводится 
къ  нычнс>1ен1ю  моментовъ  инерщи  плоскихъ  фигуръ,  если  пластинка  одно- 
родна н  толщина  ея  везд*  одинакова  или  вообще,  если  масса  ка^вдаго 
илемента  пластинки  пропор1иональна  площади  этого  элемента.  Если  2 
плотность,  а  Ь  толпиша  однородной  пластинки,  то  т  =  8 .  Ь ,  Д5  и 

•А  =  Ит  1о.Ь  .  ^^^8  =  о  .Ь  .  ит1^'^8.  (721) 

Моменты  инорц1и  плоскихъ  фигуръ  приходится  разсматривать  также 
и  нъ  гидростатике,  при  вычнслен1я  давден1я  тяжелой  жидкости  на  плоскую 
станку  (глава  XXII). 

460.  Плечо  ммерц!!!.  Часто  бываегь  полезно  для  выражения  момента 
инорши  тк|и  ;и1м1%нать  последнее  одною  матер1альною  точкою,  масса  ко- 
1ч>рой  п|>«м1ииагаот>ся  равною  массЪ  всего  гкла  н  которая  такъ  помещена 
относи  тчмьно  га  иной  1кн.  что  моментъ  инерщи  этой  т»чкп  равенъ  моменту 
инорц^п  вооп>  тКла  относительно  той  же  оси.  Для  этого  нужно  найтн  та- 
ктик линойнтю  воличпнт  Дч  чтобы  было 

^  =  и  ^^  (722) 

п^  и  Хт.  Коли  точку  съ  массок^  |&  взять  гх1«*нибудь  на  разсгоянш  1- 
отъ  гаяной  \Ч"и.  Т1^  ся  моментъ  инерщи  и  будегь  |1  *■*,  Вс*  так1я  точка 
грпкА1лож;^тъ  пов<^рхности  кртгового  цилиндра^  н  бохке  опред4ленжш1 
)?кЛоръ  .^Т1^й  Т1^чкп  сч^услс^клнва^ется  уже  практическими  с<х>бражетямж. 

ГАл-'Т1-^яни"'  А  налыкаетоя  плечомъ  инерции. 

Пнопа  г.родстаяляк'ТЪ  ч^р1..  что  масСч^  гкяа  равномерно  распрехЬ- 
лгна  по  окрухяогти  крлг;^.  раа1усг  которагс'  равенъ  слечу  внершж, 
центру  нахоактгл  на  осп.  а  плоскость  круга  къ  осп  герпенлпкулярна; 
и.тт»  п^кжо  пр*"^31:такля1|'Т1.  магл\г  раглрел1ленн(.1|1  по  пс'верхностп  ]фуг(ь 
вчг.^  пплинара,  1ч>  1ит;раго  совпаЛ:^'Тъ  сг  занноь-  осыги  а  рал1угъ  осно- 
вания рав<'нъ  ];лесу  к  нерп  и. 
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§  461,  ф.  723. 


Завиоимооть  момента  инерц1и  отъ  подожешя  оси  въ  т^д^. 

461 .  Зависимость  момента  инерцЫ  отъ  положешя  оси  при  постоянномъ 
направлены  ея.    Моментъ   инерц1и   относительно  какой  либо  осп 
равенъ  моменту  инерц1и  относительно  оси,  ей   параллельной  п 
проходящей   черезъ    центръ   мас- 
сы,    сложенному     съ     произведе- 
Н1емъ  массы   всего   т'1'>ла  на  квад- 
ратъ     разстоян1я     между     осями. 
Пусть  будетъ  ^^='^ш^^  моментъ  инер- 
цш   относительно   оси    АВ,3'=^  Ъпг^ 
относительно  ей  параллельной  оси  А' В 
(фиг.  201)  и  6  разстояше  между  осями. 
Примемъ  АВ  за   ось   {г\    а    ось    {х) 
проведемъ  въ  плоскости  осей;  тогда  для 
какой-нибудь  точки  М: 


г''  =  г'  -ь  6^ 


-  25г  008  (Н'НМ) 
5^  —  2Ьх. 


Фиг.  201. 


Умножая  об*  части  этого  равенства  на  т,  массу  того  элемента,  м^сто 
котораго  определяется  точкою  Л/,  и  беря  суммы  об'Ьихъ  частей  для  вс^хъ 
элементовъ  гЬла,  находимъ: 

,Г  =  ^-^1то^  —  2^1тЬх 
=  ^  -л-  1x6^  —  26  Х  та:. 
По  формуламъ  для  центра  массы  (§  449) 

Л  шх  =  ^  х^. 
Если  ось  АВ  проходить  черезъ  центръ  массы,  то  а:^  =  0;  и  тогда 

^^  =  ^^-А-  ^ь\  (723) 

Зд'Ьсь  и  дальше  мы  будемъ  черезъ  ^^  обозначать  моменты  инерщи 
относительно  осей,  проходящихъ  черезъ  центръ  массы  гЬла. 

Формула  (723)  показываетъ,  что  изъ  всЬхъ  моментовъ  инерщи  отно- 
сительно различныхъ  между  собою  параллельныхъ  осей  моментъ  инерщи 
относительно  оси,  проходящей  черезъ  центръ  массы,  наименьшШ. 

3.  466.  Зная  разстоян1я  $'  и  о'  центра  массы  отъ  двухъ  параллельныхъ 
осей  и  моментъ  инерц1и  /'  ОФвосптельно  одной  изъ  нихъ,  опред:Ьлить  моментъ 
инерц1и  относительно  другой  осн.  Отв.: 

^«  =в  /'  Ч-.  |х  (§«'«  —  8''). 

3.  467.  Система  параллель» ыхъ  осей  пересЬчена  перпендикулярною  къ 
нимъ  плоскостью  и  отъ  точекъ  перес•Ьчен^я    на  каждой  оси  въ  одну  и  ту  же 
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сторону  гутлглкйяъ  отрЛаокъ.  идображаюпця  велжчжну  мохентя  ннерцжж  отно 
'^ятельяо  лтой  ооя.  ^>пред+>литт.  геометрическое  м^сто  конце вгь  этяхъ  отр%а 
ко1гь.  (>7н,:  ПараГюлояхь,  полученный  оть  вращен1я  параболы  около  еж  ос1 
пр-я*1Р'.уп»  ^я  ось  совпадаетъ  съ  прямою,  параллельною  данному  ваправаеки 
кс-^хъ  осей  я  проходящею  черезъ  цеятрь  массы. 

4в2.  Замсиметь  яомита  ниерц!^  отъ  иая|1авле111Я  оса.  Разсхотризг 
моц^?нтн  ияерши  гяяосительно  различныхъ  осей,  проходящихъ  через- 
олну   и  ту   же   точку.  Для   этого   возьмемъ   эту    точку    за    начало    ко 

ординатъ    и    будемъ   направлен!' 
г  задаваемой  осп  /  определять  угла 

ми  а\  ^\  -(',  образуемыми  ею  съ  са 
ними  либо  осями  Еоординагь,  не 
измаяно  связанными  съ  гЬломъ 
Разстояше  г  =  МН  (фиг.  202 
какой-нибудь  точки  М  (х,  у,  г)  тЬлг 
от1|  оси  I  можно  выразить  сл'Ь 
дующимъ  образомъ: 

г»  =  ОМ"  —  ОН', 


причемъ 


Фиг.  202. 
ОН  =  (Ш  соя  (ОМ,  I)  =  X  соя  а'  -н  у  со8  ^'  -л-  г  со8  у'; 


ТЛК1»   что 

г'^  =  .г'  -•-  //'    I   г^  —  (х  соя  а'  -ь  у  С08  Р'  -+-  ^ег  со8  7')^ 

=  ./•'  (1  —  соя"  а')    ь  у'  (1  —  «^0.9=  Р')  ч-  -г*  (1  —  со»^  7') 

2//^  соя  р'  гач'  7'  —  2гт  соб'  7'  ^0.9  а'  —  2ху  соя  а'  со.9  р', 

или,  на  оспопан1Н  завнснмостп:  со-ч'  а'  -»-  соя^  р'  ч-  со8^  7'  =  Ь 

г'  =:  .г'  (Г(»,ч'  р'    \    аья^  7')  -*-  .'/'  (^'^^^'^  Т'  -•-  ^'о^'^'  «')  -*-  -^  (со5^  а'  Ч-  С08*  Р' 

—  2//Г  го{?  Р'  ГО.Ч  7'  —  *^^-^  ^О"*^  т'  ^^^'»'  *'  —  2^^^/  са<?  а'  соя  р'. 

Умножим  061*)  части  равенства  на  т.  массу  того  а1емента  гЬда,  пода 
Ж(»н1о  кот1>раго  опред1ияотсл  точкою  ЛЛ  •»  суммируя  эти  произведенЬ 
Д.1Я  вс/Ьхъ  алемонтовъ,  найдемъ: 

•;   ^--  V  ШГ   =   V  ^  (,,^  ^  .5^  ^  ^,2  ^'  _^_  V  ,„  ^^  ^  ^.2)       ^05'  Р'  Н- 

ч-  }С  т  (.1^  ч-  У")  .  гчхч-  7  — 


.     -1  ■ 


.'.-.»  ^     '.  .       .'  I.-..   г,      .. '  .    ■.  ..-.-У       ■   .'1-  Г,  .•■■—.:.',•■     ;.  ■  '  '.л-лГ-Щ-    'ИСШ 


/,■:   /  ■..•■   '/  ■■..-    • 

1'м|[.-Ж1Ги      .Л'.      '^гиС     ;|:|.1'<-:ГГ.  .Я!  ".1.»      «л    ■/       .Г'Ж|МГ.     1Л1:11'.:1ГЬ. 

/V*.:  ч      ^  -'К  ;'    *  '.'<.<  *■■     - 

г.*    I    /;  ./ ■    ^   г  •  ■■  //'/'.'         :/'..*  :Г'г:1   =  [.       »731» 

Пи    ;|».И111г1||1'       и|||' I :.  1.К- ;  .,     |111:»-!>ч  Л1.1  ] ..    :1.1    :.п:,\И!\\     1|-:К.1;'.     :•  ПЦ'й    ВС'ЬХЪ 

||1Ш-Г11|И11|-|.    •     1 1и-)»ч -.•»'!  .   ;•  |»я  !...!    «пж»-: :.   .иг.'.,  г  .лыго  г.ипп- 

•-11И.1ПМ1.     '||ч'.м    и.    .:11.:.  ..      I    »..1  .     ..и.1,..      ИЛИ!:!:;.    \и^   и!!И>1:1Н!»\    что   ни 
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адинъ  изъ  векторовъ  р,  которые  очевидно  можно  провести  изъ  точки  О 
по  всякому  наорав.тен1'ю,  н**  мозкегь  быть  безконечно-большнмъ,  потому- 
что  ни  для  какой  оси  момсзнгь  инерщн  не  можетъ  быть  равежъ  нулю.  По- 
верхность (731)  называется  аллипсоидомъ  инерц1и» 

Каждой  точгК  1^^ла  соотв'Ьтствуетъ  свой  эллипсоидъ  инерщи.  Если 
данная  точка  есть  пентръ  массы,  то  эллнисоидъ  называется  цент- 
ральнымъ. 

Ф65.  0||ред^лен1е  осей  инера^!»  и  ионентовъ  инерц!*!  синосительно  ихъ. 

Въ  аналитической  грометрги  показывается,  ятч)  можно  координатнымъ 
осямъ,  сохраняя  \\\ъ  иач^ио  и  ихъ  взаимную  перпендикулярность,  дать 
ташя  направлен1я  Ох^,  Оу^,  Ог^,  чтобы,  иосл1*>  соотв-Ьтственнаго  преобра- 
зования уравнешя  (731),  коэффищенты  при  пронзведенЫхъ  координатъ 
оказались  равными  ну.тю.  Тогда  уравнеше  аолвнсоида  инерщк  прини- 
маетъ  видъ: 

А^^^  Ч-  Бу^*  ч-  С^д'  =  и  (732) 

причемъ  оси  эллипсоида  совиадаютъ  уже  съ  новыми  координатными  осямв. 
Эти  оси  и  опрежЬляюгъ  собою  оси  инерц1и  д.ш  точки  О.  Действительно, 
означая  черезъ  <х,  р,  т  углы  вектора  р  съ  новыми  осями  координап.,  мо« 
жемъ  написать:  * 

''-77'  *'*~|7т'  ''~77' 

Подставляя  это  въ  уравнен1е  (732)^  находимъ: 


(733) 


Эта  формула,  по  сравнен1н  съ  формулою  (726),  показываеп*,  что  теперь 
моменты  дев1ад'т  равны  нулю. 

Коэффиц1енты  А.  Д  С  опять  представляютъ  собою  моменты  инерщл 
относительно  координатныхъ  осей.  Напрнм^ръ,  если  ось,  относительно  ко- 
торой определяется  «/,  взять  по  направлен1ю  оси  (л:),  то  въ  формул*  (733) 
нужно  положить  сова^=1^  со^р^О,  со5"у=^0;  а  тогда  ^=^4. 

А,  В,  С  называются  главными  моментами  ннерцхи  для  данной 
точки. 

466,  Никоторые  вопросы,  каоаюи41еся  эллипсоида  инерфи.  Полагая 


А  =  ^\    В  =  ^^Ь^     С  =  ^\ 


(734) 


гдЬ  а,  6,  с  плечи  йнерцш  (§  460)  относительно  осей  иверши,  проходя- 
шихъ  черезъ  данную  точку,  можемъ  напнсать: 

^  =  \1  {а^  со8^  а  ч-  Ь*  соа^  р  н-  с^  соз^  7)1  (735) 

а  уравнеше  эллипсоида  йнерцш  представить  въ  сл'Ьдующемъ  видЬ: 


(73*1) 


п.  Со«ом*^Ос1№ми|1а  тоорог.  исхлаюш. 


2В 
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Сравнивая  ато  уравнеше  съ  цорма^и>ной  формой  уравнешя  эллипсоида, 
отнесеннаго  къ  его  осямъ: 

Р  ^  т'^  п'         ' 
гд'Ь  I,  т,  п  полуоси  эллипсоида,  находимъ: 

1  = -=,     т= -=,     п  =: — 7^.  (73/) 

ау\>.  Ъу\».  с  У\1 

Отсюда  заключаемъ,  что  наибольшему  плечу,  а  стало-быть  и  наиболь- 
шему моменту  инерц1и  соотв'Ьтствуетъ  наименьшая  ось  эллип- 
соида, и  наоборотъ. 

Отношешя  между  длинами  осей  эллипсоида  инерщи  не  могутъ  им4ть 
всяк1я  значешя:  эти  отношенья  связаны  неравенствами,  вытекающими  изъ 
сказаннаго  въ  §  463.  Если  для  какой-либо  точки  гЬаа 


А<В<С, 

то,  по  формул*  (727), 

С<Л-+-В 

пли 

или,  по  формуламъ  (737): 

1т 

уР-^т^ 

(738) 

у  ГЧ-Ш' 

Отсюда  или  изъ  неравенства 

А  >  С  — В 

сл'Ьдуетъ: 

Если  два  главныхъ  момента  инерц1и  для  какой-нибудь  точки  гЬла 
делаются  равными,  то  эллипсоидъ  инерц1и  становится  сфероидомъ  (эллип- 
соидомъ  вращен1я).  Такъ  какъ  всЬ  его  рад1усы  векторы,  лежапце  въ  пло- 
скости экватора,  равны,  то,  согласно  формул'Ь  (730),  равны  и  моменты 
инерщи  относительно  всЬхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  его  центръ  и  ле- 
жащпхъ  въ  плоскости  экватора. 

467.  Шаровыя  точки.  Если  всЬ  три  главныхъ  момента  инерщи  для  ка- 
кой-нибудь точки  становятся  равными,  то  эллипсоидъ  инерщи  обращается 
въ  шаръ.  Указанная  точка  называется  тогда  П1  ар  о  вою.  Подобно  пре- 
дыдущему легко  вид-бть,  что  моменты  инерщи  относительно  всякихъ  осей, 
проходящихъ  черезъ  шаровую  точку,  равны. 

Чтобы  отыскать  въ  гЬлЬ  шаровыя  точки,  за  координатный  оси  возь- 
мемъ    оси    центральнаго    э.1липсоида.    Такъ    какъ   для    шаровой    точки 
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5  (л-д,  Уо,  2Го)  всяк1я  три  проходяпця  черезъ  нее  взаимно  перпендикулярныя 
оси  могутъ  быть  считаемы  осями  инерщи,  то  за  таковыя  можно  принять 
прямыя  (х'),  (у')  и  (;?'),  параллельный  координатнымъ.  Принимая  эти  лря- 
мыя  за  новыя   координатный   оси,  им'Ьемъ  для  какой-нибудь  точки  гЬла: 

х'  =  х  —  х^,     у'  =  у  —  у^^     ^  =  г  —  г^. 

Такъ  какъ  моменты  дсвгащи  относительно  этихъ  осей  должны  быть  равны 
нулю,  то  им*емъ  услов1я: 

Ъту'2'  =  0,     1,т2'х'  =  0,     1,тх'у' =  О,  (740) 

Разсмотримъ  первое  нзъ  нихъ;  его  можно  представить  такъ: 
I  ту^  —  2/о  51  тлг  —  2^1ту  -^  у^^  2  т  =  0. 

Такъ  какъ  начало  первоначальныхъ  координатныхъ  осей  находится  въ 
центр*  массы,  то 

кром*  того,  по  свойству  осей  инерщи  для  центра  массы: 

2  туг  =  0; 
поэтому  услов1я  (740)  приводятъ  къ  требован1ямъ: 

Эти  услов1я  могутъ  удовлетворяться  только  точкою,  лежащею  на  одной 
изъ  первоначальныхъ  координатныхъ  осей,  т.  е.  на  одной  изъ  осей  цен- 
тральнаго  эллипсоида  инерщи.  Предположимъ^  что 

!/о=0,    ^0  =  0. 

Такъ  какъ  для  шаровой  точки  должно  быть 

А  =В  =  С, 

а  по  формул*  (723) 

то  получаемъ  услов1я:  

Б,=  С..     .„  =  ^У^'=^|/^.-'-:^-^;.  (741) 

Для  д'Ьйствительности  этого  р'Ьшенхя  необходимо,  чтобы  было  А^>В^, 
Итакъ,  для  существовашя  шаровой  точки  необходимо,  чтобы  центральный 
эллипсоидъ  инерщи  им'Ьлъ  дв*  равныхъ  оси  и  чтобы  третья  ось  была 
меньше  двухъ  первыхъ;  тогда  найдутся  дв*  шаровыя  точки  на  этой 
третьей  оси  въ  равныхъ  разстоян1яхъ  отъ  центра  массы  всего  гЬла. 

•28* 


—   436    — 

ОпредФден1е  моментовъ  инерц1и  для  даннаго  тФда. 

468.  Вычислен1е  моментовъ  инерц|и.  Если  известны:  11оложен1е  цеитра ' 
масг^ы  гЬла,  паггрянлг'Н^я  ирс^ходятнхъ  черезъ  него  трехъ  осей  инерцш 
Гназываомыхъ  ьъ  ;»томъ  случаЬ  главными  осями  пнерц1и)  и  моменты 
инергии  относительно  отнхъ  осей,  то,  ио  формуламъ  (723)  н  (733)  легко 
могугь  «Зыть  вычисляемы  моменты  инерции  относительно  всякихъ  осей 
Для  ;>того  им'Ь(;мъ: 

./  =  7,     Ь  ^?^'  =  А,  С08-  я  -4-  В^  Г08'  ?  -Н  (\  С08'''(  -+-  Н10»,         (742) 

гд'1,  А^,  УУ,,  С^  главные  моменты  ннерши. 

Отсюда  мы  видимъ,  что  опредЬлекпе  всевозможныхъ  моментовъ  ияершн 
;ця  1;акого-лн6о  тЬла  сводится  1П,  слЬдующимъ  д^йств1ямъ:  къ  нахожде- 
Н1ю  Ц(!нтра  массы  гЬла,  къ  вычислен1ю  трехъ  моментовъ  инерши  А ',  Б\  С 
и  т|»ехъ  моментовъ  дев1а1ии  Д  Е,  Г  относительно  произвольно  напра- 
1и(!нныхъ  координатныхъ  осей,  ироведенпыхъ  черезъ  центръ  массы,  и 
къ  ирив(мен1К)  уравнеи1я  этого  эллипсоида  къ  главнымъ  осямъ.  Первый 
два  Д'1;йств1я  т1)еГ)ук)П,  вычислен1я  десяти  суммъ  (включая  сюда  н  ^1.  =  2»|), 
кото[)ыя  для  сплоппгого  гЬла  представляются  кратными  интегралами,  рас- 
и|и)(';г|)аненнымн  по  о(п,ему  даннаго  гЬла;  поатЬднее  д1',йств1е  сводится, 
как'ь  это  пока:плва(тся  въ  аналитической  геометр1и,  къ  р-Ьгаснт  н1»кото- 
раго  кубическаго  уравн(5Н1Я.  Не  входя  въ  разсмотр1»Н1'е  общихъ  служа- 
щихъ  ялп  всего  этого  пр1емов1>,  мы  ограничимся  некоторыми  бо.тЬе  про- 
г/гыми,  впроч(^мъ  иажпыми  въ  практическом!.  отношен1и  случаями,  когда 
нычислеп1е  облегчается. 

Мы  уже  впдЬли  ш»  !:5  1Г)2,  что  суп1ествован1е  «плоскостей  нулевыхъ 
моментовъ»,  а  въ  частности  плоскостей  симметр1п  значительно  облегчаетъ 
опред1,леи1е  цеит|)а  массы.  Т'Ь  же  плоскости  могуп»  помочь  при  разыска- 
нии главныхъ  осей  инер1ии.  Примемъ  такую  плоскость,  въ  которой,  какъ 
мы  зпаемъ  находится  цептръ  массы,  за  плоскость  С;/:);  пъ  отомъ  атуча* 
мы  пм1>ем'|.: 

а;  =  1  тс^'  =  \),     Г=1  пиц  =  0: 

потому-чтс»  каждому  члену  т:.г  соитвГ.тствует'Ь  в'ь  той  же  сумм Ь  численно 
ему  равный  членъ  ш::.1\  а  также  и  во  нто1)0Й  суммГ.  члены  у>/,г//  н 
•  ■  ш.г/л  численно  равные,  входить  попарно.  г)ллипеопдъ  пперц111  (73]) 
П1>п11нмаегь  тепе|)Ь  видь: 

Л\г"'    \.  П'1Г'    I    (^•*  --2/у:'-=^  Ь 

г.  е.  не  годержмть  члеиовъ  съ  У  въ  первой  степени;  это  показываеп», 
что  ось  |.г).  ме|И1ен1Икулярная  къ  плоскости  нулевыхъ  моментонь  и  цро- 
х<»длщая    черезъ   цептръ    массы,  есть   уж*'   ось    цептральнаго  эллипсоида 
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шнерщи.  а  стЬдовательно  и  главная  ось  пнерхци.  Вопросъ  сводится  къ 
011ред1;летю  двухъ  другихъ   главнЕЛХъ   осей   яиерц1н.  лежащнхъ   въ  пло- 

Н      Если  существуетъ  еще  другая  плоскость  симметрш  (или  нулевыгь  мо- 
^ниентовъ),  перпендикулярная  къ  иервид,  то,  прняявъ  ее  за  плоскость 

^(ЗХ),   мы    уВЙДНМЪ,    что    !1 

и  уравнеше  млипсоида  ннерщн  уже  сразу  является  въ  своемъ  упрощен- 
номъ  вид'Ь.  СлЬдовательно  осп,  перпенднкулярныя  къ  двумъ  разсматри- 
ваемымъ  пдоскостямъ,  и  третья,  лежащая  по  лнн1и  пересЬченЫ  плоско- 
стей, п  суть  главный  оси  ннрршп,  Въ  такомт.  случаЬ  остается  только 
вычнслеше  трехъ  главкыгь  моментовъ  инера1и  А^,  В^,  С^, 

469.  Приборы  для  определен!»  11а111ентовъ  1*керц1И.  Мы  увидпмъ  въ  гла- 
внхъ  XIX  и  XX,  что  моменты  пае{щ1н  входатъ  въ  видЬ  постоянныхъ 
парамгтровъ  въ  уравнен1я  движёН1Я  твердаго  гУа;  поэтому,  если  удастся 
произвести  на6люден1е  такого  двшкен1Я,  уравнения  котораго  ааранЬе  из- 
в'ёстЕЫ,  то  это  «ожетъ  послужить  для  вычисления  этихъ  коэффищентов  I. 
Ни  г»томъ  соображена!  основаны  разные  ирнооры  д.1Я  определения  момен- 
товъ инерцш.  Одни  нзъ  ннхъ  основываются  на  закояахъ  качан1я  ||п1зи- 
[ескаго  маятника,  друпе  на  закон*  момента  количествъ  движешя.  Пря- 
боръ  послЬдняго  рода  будетъ  описает,  въ  задач*  549. 


к 


I 


Моменты  инерц1и  пдоскнхъ  фигуръ. 


470.  Какъ  было  уже  упомянуто  въ  §  459,  въ  теора!  сопротивлешя 
матер1аловъ  и  въ  гидросгатнкЬ  играютъ  роль  моменты  инерца!  гглоскихъ 
фигуръ,  При  этомъ  элементу  массы  соотв^тствуетъ  элементъ  площади. 
Вс*  за1сону  ра€Пред'Ьлен1я  такихъ  моментовъ  ннерцш  могуП)  быть  полу- 
чены совершенно  так [шъ  же  о6разоз1ъ,  какъ  это  было  сд'Ьлано  въ  на- 
оящей  глав*  относительно  гк1ъ  трехъ  взн*рен|В.  Мы  не  будемъ  этого 
1сь  излагать  т1шъ  болЬе,  что  для  технпческихъ  цЬлей  сущес^'вуютъ  весьма 
удобные  графнческЕе  пргемы  опред1;лен1я  моментовъ  инер1ци  плоски хъ  фи- 
гуръ,  излагаемые  обыкновенно  въ  Графической  Статнк*.  Достаточно  только 
заметить,  что  вместо  шести  суммъ  (724)  и  (725)  играютъ  роль  только  три; 
ваоримЬръ,  если  оси  Гг)  и  (у)  взять  въ  плоскости  фигуры,  то  прнпмоеь  бы 
разсматривать  2д^^Д^',  ^^//^ДЛ*  и  1^*^/Д*Ч  гд*  Да9  алемен1ъ  площади.  Роль 
эллипсоида  инерд1и  играегь  при  этомъ  эллипсъ  инерц1и. 


0ярбД'ЁлбН1б  моментовъ  инерц1н  н^Ьвоторыхъ  проот^Ьй- 
шихъ  т'Ёдъ  и  друг1я  ЗЕдачи. 

■    3.  468.  Определить  главные  моменты  ииерц1и  однороднаго  пря- 
моугольиаго  параллелепипеда,  ребра  котораго  равны  а^  Ь  и  с.  Р*ш.: 
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Это  тЬло  им'Ьетъ  три  илоскости  симметр111.  Этим1.  опред-Ьляется  положе- 
н1е  его  центра  массы  и  направлев1'я  главныхъ  осей  инершн.  Направивъ 
по  :)тнмъ  осямъ  коордпнатиыя  осн.  вычислпмъ  выражен1я  Иш  Х/>г,г^, 
Шп  1  ту^  и  //у/г  1  тг^.  Для  этого  раздЬлимъ  параллелепипедъ  параллель- 
ными плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси  (х),  на  безконечно  тонк1е 
слои  толщины  (1х.  Масса  каждаго  такого  слоя  равна  рЬсЛх,  гд1»  р  плот- 
ность параллелепипеда.  Поэтому 


•г 

/а 
х^(1г  =  рЪс  — 


Подобнымъ  же  образомъ  найдемъ: 

Ит  X  }шг  =  рм  —  ,        Ит  X  }П2'  =  раЬ  —  , 

а  посл'11  этого 

3.  469.  Определить  главные  моменты  пне]) и! и  однороднаго 
цилиндра  съ  круговымъ  поперечнымъ  с'Ьчен1емъ,  отсЬченнаго 
плоскостями,  перпендикулярными  къ  его  оси.  РЬш.:  Пусть  бу- 
дет!» А  высота  и  7/  рад|усъ  основан1я  цилиндра.  . [егко  видЬть,  что  центръ 
массы  цилиндра  находится  на  средин1'>  его  оси.  Такъ  как1»  плоскость, 
проходящая  через!,  эту  точку  и  перпс'йдику.тярная  къ  оси  цилиндра,  есть 
плоскость  симметр|и,  то  эта  ось  служип.  одною  изъ  главныхъ  осей  инер- 
ции. Такъ  какъ  всякая  плоск-ость,  содержащая  ось  цилиндра,  есть  тоже 
плоскость  симмет|)1и,  то  ось.  перпендикулярная  ко  всякой  такой  плос- 
кости, есть  тоже  главная  ось  инерщгг.  Отсюда  видпмъ,  что  центральный 
эллипсоидъ  инерши  есть  сферондъ.  Принявъ  ось  цилиндра  за  ось  (^), 
опред-Ьлимъ  прежде  всего 

(.\  =  Ит^т  (.г^  ч-  //-')  =  /ш  Хшг", 

гд*  г  разстоян1е  какой-либо  точки  ол.  оси  цилиндра.  ,Х1Я  этого  раздЬ- 
лимъ  весь  дилиндръ  на  безконечно  тоик1*е  цилиндрическ1*е  слои,  им+,ю1ще 
ось  (г)  общею  осью.  Объ<?мъ  такого  слоя 

7г  (г  -н  (Ь'У  Л     -  -/-'А  =  2-Ап/у  -•-  гЛ  {(1г)-. 

Отбрасывая  при  нахожден1п  пред1»ла  суммы  безконечно-малыя  второго 
порядка,  можно  написать: 

к 

С,  =  2грА    ГгЧг=^  -ркП'  =  ^  ^1Г'.  (741) 
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Для  опред-Ьленхя  Л^  и  В^  зам-Ьтимъ,  что,  въ  виду  симметрхи  цилиндра 
отаосительно  плоскостей  (уг)  и  (^гх\ 

1гт  Е  шх^  =  Ит  Е  шу\ 
а  потому 

ИшЪтх^  =  1гт1,ту^  =  -  ^с  =  т  ^^^• 

Наконецъ,  вычислизгь  ЫтЛ^тг^,  разд'Ьливъ  для  этого  цилиндръ  на 
безконечно  тонйе  слои  плоскостями,  перпендикулярными  къ  его  оси. 
Объемъ  такого  слоя  тгй^й^;  поэтому 


1,тг^  =  тгрЛ»  С^зЧ2  =  ^  прЕ^Н^  =  ^  у.Н^ 


Кш  Е  т^3^^  = 


Итакъ 


Л  =  В.  =  |,х(л'-ь^).  (745) 

3.  470.  Определить  моменты  инерц1и  однороднаго  шара,  ра- 
д1усъ  котораго  Е.  Р^ш.:  Очевидно,  что  главные  моменты  инерщи  вс* 
равны  между  собою:  А^  =  В^=^  С^.  Для  вычислешя  ихъ  определимы 

\  (Л^  -+-  ^с  -+-  Сс)  =  '^>л1т  (д:^  ч-  у"  -+-  ^')  =  1гт1.шг\ 

гд*  г  разстоян1е  какой-нибудь  точки  отъ  центра  шара.  Разделимь  шаръ 
на  безконечно  тонше  цилиндрнческ1е  слои;  объемъ  такого  слоя: 

\  1г  (г  ч-  йгу  —  \тт^=  АжгЧг  ч-  41ГГ  (йг)^  -4-  |  1с  (Лгу, 

о  о  о 


и  следовательно 
Ит 


я 
^тг""  =  47гр  ГгЧг  =  I  тгрЛ*  =  |  11Д». 

о 

^,  =  5.  =  с.  =  ^^^  1:рВ»  =  I  1х11\  (746) 

3.  471.  Показать,  что  во  всякомъ  тЪл-Ь  оси  иыерцш  для  какой-либо  точки, 
лежащей  на  одной  изъ  главныхъ  осей  инерцш,  пара.1лельны  послЬдвимъ. 

3  472.  Показать,  что  н'Ьтъ  другихъ  точекъ,  кроятЬ  указанныхъ  въ  преды- 
дущей задаче,  для  которыхъ  оси  иыерщи  параллельны  главныхъ. 

3.  473.  Даны  Л^  <  В^  <  С^.  На  которой  изъ  главныхъ  осей  п  въ  какомъ 
разстоан1и  отъ  центра  массы  находятся  точки,  для  которыхъ  эллипсоидъ 
инерц1и  обращается  въ  сфероидъ.  Отв.:  Дв'Ь  такпхъ  точки  находятся  на  оси 
(2^),  съ  координатами 
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какъ  статики  такъ  и  динамики.  Лаграижъ  даегь  также  и  доказательство 
ириаципа  возможныхъ  переы1эЩенШ,  которое  осноиывается  у  него  на  за- 
зг1шен1и  псшсихъ  связей  системою  сложныхъ  блоковъ.  Друг1я  доказатель* 
ства  лшп  между  прочимы  Коши  {СаисЬу),  основывавипйся  на  усло- 
В1ЯП|  равновЬс1я  рычага,  и  Амперъ  (Атрёге),  разсматривавшШ  си- 
стерты  стержней. 

Не  приводя  ни  одного  изъ  атихъ  доказательствъ.  мы  изоеремъ  дру- 
гой, 6ол1.е  естественный  путь,  чтооы  убедиться  во  всеобщности  привщша 
возможныхъ  перемкцен1й:  мы  разсмотримъ  его  сначала  для  системъ  про- 
сгЬйитп}  вида,  а  потомъ,  ги^реходя  къ  бол'|1е  с^ожнымъ  случаямъ,  будемъ 
постеценно  убеждаться,  что  ятотъ  принцинъ  всегда  сохраняетъ  свою  силу. 
Такой  путь  позволить  намъ  вм^стЬ  съ  гЬмъ  ирониинуть  глубже  и  въ 
оеновпую  идею  этого  принципа.. 

Въ  заключен1е  заы'Ьтимъ.  что  часто  1между  причимъ  и  Лагранягь)  на- 
зываюгь  разсматриваемый  принцн1гь  ирииципомъ  возможныхъ  ско- 
ростей, заменяя  перем'Ьщеше»  яри  опредЬлеай!  работы*  скоростью.  Оче- 
видно, что  пъ  атомъ  н1;п,  существенной  разницы,  такъ  какъ  можно  на- 
инсать: 

(}8  ^=  г(11.  {1П} 

Все  различие  сводится  такимъ  образомь  къ  тому,  что  безконечно  м^иые 
множители  г?.^  во  вгКхъ  членахъ  суммы  работъ  заменяются  пропорцио- 
нальными имъ  конечными  множителями  *\ 


Принцжпъ  возможныжъ  перем'&щенШ  для  одной 
матерхальной  точкш, 

473,  Прин14ипъ  возможныхъ  перемещен  1Й  для  свободной  11атер|альном 
точки.  Для  усвоен1я  методы  приложен1я  принципа  возможныхъ  перемкни*- 
шй  весьма  полезно  прежде  всего  разсмотр^ть  его  на  такихъ  случаяхъ, 
въ  которыхъ  услов1Я  равнов'ксхя  и  безъ  того  уже  хорошо  известны;  по- 
этому мы  обратимся  къ  случаямъ,  когда  система  состоитъ  изъ  одной  и 
когда  она  состоитъ  изъ  двухъ  матер1альныхъ  точекъ.  Притомъ  же  вто- 
рой изъ  этихъ  стучаевъ  позволить  намъ  непосредственно  перейти  къ  при- 
ложен1ж»  принципа  возможныхъ  перем!.щен1й  къ  твердому  гЬлу. 

Обращаясь  къ  случаю  одной  иатер1альной  гочки.  будемъ  сначала 
предполагать  ее  свободного  н  док11жемъ,  что  для  равнов'Ьс1я  ея  необхо- 
димо и  достаточно,  чтобы  сумма  работъ  всЬхъ  дЬйствующихъ  на  нее  силъ 
относительно  всякаго  возможнаго  для  точки  безконсчио-малаго  пе|ША1'Ьще- 
шя  была  равна  нулю.  Для  этого  покажемъ,  что  вышеприведенное  усломе 
вполн1^  равнозна^гуоде  съ  извкстнымъ  намъ  услов1емъ  равнон1*с1я  свобод- 
ной маторишьной  точки,  состоящимъ  въ  томъ,  чтобы  равиодМствующая 
нсЬхъ  приложенныхъ  къ  точ1гЬ  силъ  равнялась  нулю. 
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щен1ю;  сл'Ьдовательно 

/>з^  :=  Л".  5.Ч .  СОИ  (Л^,  8^)  ^  о, 

II  услов1е  (752)  приводится  опять  къ  условш  (748)  или  (750). 

ЗдЬсь  31Ы  встр1^ча<:'мся  вь  первый  разъ  съ  тЬмъ  весьма  важнымъ 
обстоятельствомъ,  о  которомъ  уже  упоминалась  въ  §  471:  работа  сопро- 
тивлен1я  въ  отдельности  равна  нулю,  такъ-что  эти  сопротпвленге  въ  вы- 
ражеше  принципа  возможныхъ  перем'1>щен1й  не  входи1-ъ. 

Для  доказательстгш  того,  что  услов1о  (748)  и  теперь  является  необхо- 
дим ымъ  услов1емъ  равнов1»с1п,  можно  основываться  на  томъ,  что  въ  слу- 
чае равнов'^1я  равнодЬЙствующая  вн'Ьшнихъ  силъ  нормальна  къ  поверх- 
ности. Очевидно,  что  тогда 

2 1^.  & ,  С08  (Р,  Ь8)  =  ВМ.  ет  (Д  &)  =  О  (753) 

при  всякнхъ  возможныхъ  для  точки   перем'Ьщен1ЯХ7>,  который  теперь  век 
перпендикулярны  къ  В. 

Иокалсемъ  теперь,  что  услиВ1е  (753)  есть  и  достаточное  услов1е 
равнов*С1Я.  Итакъ,  пусть  услов1е  (753)  выполняется  при  всЬхъ  возмож- 
яыхъ  перем^^п1ешяхъ.  Изъ  трехъ  множителей  ол-,  В  и  €08  {Е.  6.4)  первый 
нельзя  предполагать  равнымъ  нулв>,  потому-что  иерем1ииен1Я  для  точки 
возможны;  если  предположить,  что  2?  =  О,  то  очевидно  равнов'кче  суще- 
ству етъ;  если  же  Я  не  равна  нулю,  то  им1>емъ: 


со«  (В,  Щ  =  0. 


(754) 


Такъ  какъ  для  точки  возможны  перем'Ьщен1Я  только  по  поверхности,  то 
предположен1е  (754)  для  всякаго  возножнаго  перемФщенгя  ведетъ  къ 
заключен1ю.  что  В  нормальна  къ  поверхности;  а  именно,  въ  противномъ 
случаЬ  можно  было  бы  указать  гак1я  возможный  пер1^м'Ьи1ен1я  точки,  ко- 
торый образовали  бы  съ  Л  тупой  иди  острый  уголь,  и  тогда  нредполо- 
жеше  (753)  не  опрандыва^юсь  бы.  Но  если  сила  В  норма.1ьна  къ  поверх- 
ности, то  она  уничтожается  со[1ротпвлен1емъ  последней,  и  матер1альнпя 
точка  находится  въ  равной  к!  п. 

Подобнымъ  же  образомъ  можно  было  бы  доказать  приндипъ  возможныхъ 
перем'Ьшен1Й  д.1я  случая,  когда  матерггиьная  точка  11ринуждена  оставаться 
на  гладкой  лин1и.  т,  с    т;4г:ий    сопротивлен1е  которой   къ  ней  нормально. 


Случая,  когда  въ  выражеше  принципа  возможныхъ 
перем'ЁщенШ  входитъ  знавъ  неравенства. 

475.  Неудерживающся  связи*  Связи.  огранич11ваюш1я  движен1е  системы 
точекъ,  налываются  неудержлвающими  (или  также  односторонними) 
когда  не  при  всякихъ  перемкценщхъ  системы  эти  связи  окалываюгь  дЬЙ- 
СТВ10.  Примерами   такихъ  связей   могутъ   служить  сл11дующ|я*  Если  дв'Ь 
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^I^.     ■;1М;^-  Х:.     Й*:::'Л,>:Х':.'Й^:ЯЯ ,.    Ч;^   Й'^   1о.Нв'.1<г    '.луга!    Ег-/Т1.1гл:    2   1> 

Ал  =^  о. 
Г} пой  ^фиг  ^о:^;  и  г:л1довательно 

"Г'"|Т  УГ  '■'^•'  П1;1|;г.  ;|СЛоы<- 17.У';|  при  рявноккчи  шятла  выпол- 

[Г''"'  *        I  'г!      ия«г1':я.  Оор:ино,  «тли  г/1о  уг  л  овк- выполняется  ирп 

II»  якихг  во.}М'а:нихь  1н;11*гн1т«н1яхъ,  то  тичка  на- 
х«».111н:;|  вь  р:1ВН'/в1.'М11.  Д1.й<:твительно.  нредположи- 
М11'.  что  .ыя  в>:1.хг  во.чможнмхъ  Шф^^м1.ш^'н1й 

•м:,1н  нги*|'1Н11.  оЧ1'Инл11ыП  «лучлП  р:11шпн1.г|я.  1.(»гд;г  Л=п.  в».а*:тъ  къ  за- 
1;л*|Ч1-нц|»,  чм>  ни  при  кл.ихь  м^ммпжныхь  игр»'м1.ш«'Н1ЯХ'ь  уголь  (Д,  ад) 
11г  мижггь  «'»||111.  «и|ры«|.:  л  л\п  у |.:1.и.1И:и-1'1..  чю  (:ил:1  II  н;1пр;1ВЛ**н;1  нор- 

М11.1Ьио    К1,  ПоИсрХИ'Н  П1    И    11рИ1пЧ1.  М1.  IV   СШриИу.  ку.Ы   Г1)Ч1.'а  Н»*  МОЖ»'ТЪ  СЪ 

111«н  гхпдип!.  11|:11.ь.   \1  Л1Н1|г  I  ;.'|:п  «м  п.  Дт:  миочног  у1:лови' равновЬс1я. 

477.  ВиА0113и«ивн№  принципа  ■оэиомныхъ  IIвреа^щеи^^  въ  е^уча^,  нагда 
■ъ  чиви^  еооротианаиМ  иаходитса  треЫе.  II  вь  .томг  случа!.  в1.  выраже- 
ны  принципа   В()»ми;киых1.    п«'р|'Ч Ьш'чпп    1Г1.  :ша1»у  раш'Н(!Тв;1  ирисоеди- 
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няется  знакъ  неравенства.  Для  выяснешя  этого  разсмотримъ  равнов^ае 
матер1альной  точки,  находящейся  на  негладкой  поверхности  и  не  могущей 
съ  нея  сходить  ни  въ  ту  ни  въ  другую  сторону.  Непосредственно  мы 
знаемъ,  что  теперь  для  равнов'Ьсхя  необходимо  и  достаточно,  чтобы 

Ё  -\-N'^  Т=0, 

гд*  ЗГ —  нормальное  сопротивлен1е,  а  Т —  тренге.  При  этомъ  мы  знаемъ, 
что  сила  Т  не  превосходить  ^N,  гд*  /* — коэффищентъ  пред'Ьльнаго  тре- 
Н1я  (§  310).  Разложивъ  В  на  составляюпця  В^  по  нормали  и  В^  по  ка- 
сательной къ  поверхности,  мы  можемъ  написать: 


»й  составляющей 
и  гЬмъ  бол'Ье  Хя,  или 


такъ  какъ  работа  нормальной  составляющей  равна  нулю.  ДалЬе,  въ  слу- 
чае равнов'Ьсхя 

гд'ЬА:^Лпоэтому  ^г^8.^/•^^о. 


Да  б5  С08  (^Кз,  35)  ^  ^'NЬ8  {1Ы) 

или  также  ^         ^,,^ 

Это  услов1е,  которое  будетъ  существовать  въ  случае  равнов'Ьс1я,  является 
также  и  достаточнымъ  услов1емъ  раввов'Ьс1я.  А  именно,  пусть  оно  вы- 
полняется для  всЬхъ  возможныхъ  перем'ЬщенШ.  Написавъ  его  въ  вид* 
(757).  мы  находимъ,  что  для  вс!.хъ  возможныхъ  перемЬщенШ 

В^  сон  (Лз,  о.ч)  ^  /"Ж  (758) 

Дадимъ  точк*   такое   перемЬщенхе   по  поверхности,  при  которомъ  выра 
жеше  В^  С08  {В^,  Ьз)   получаетъ   свое   наибольшее   значен1е,  В^;   и  тогда 
неравенство  (758)  предполагается  существующимъ,  т.  е. 

В,  ^  Л^; 

но  этого  для  равнов'Ьс1я  достаточно. 

478.  О  зиак-Ь  неравенства  въ  принципе  возможныхъ  переи'Ь1цен1й.  Нужно 
зам'Ьтить,  что  обыкновенно  трен1е,  какъ  и  всяк1я  друпя  сопротпвлен1я, 
обусловливаемый  физическими  свойствами  тЬла  и  окружающей  его  среды, 
включаются  въ  число  внЬшнихъ  силъ;  подъ  соиротнвлен1ями  же  связей 
подразум-Ьваются  лишь  гЬ  сопротивлешя,  который  обусловливаются  геоме- 
трическими требовашями  связей,  каково,  напрпмЬръ,  норма,1ьное  сопро- 
тивлен1е  поверхности  или  постоянство  разстояшя  между  двумя  точ- 
ками и  т.  п. 

Указанные  въ  двухъ  послЬднихъ  параграфахъ  случаи  появлен1я  не- 
равенства въ  принцип*  возможныхъ  перем'Ьщешй  даютъ  понят1е  о  томъ, 
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какимъ  образомъ  неравенство  можетъ  появиться  въ  другихъ,  бол^е  слож- 
ныхъ  случаяхъ,  т.  е.  когда  разсматривается  равнов'Ьсхе  системы  мате- 
р1альныхъ  точекъ.  Хотя  мы  еще  вернемся  къ  случаю  неудерживающихъ 
связей,  разсматривая  ириложен1е  начала  возможныхъ  перем-ЬщенШ  къ  си- 
стем* двухъ  матер1альных1.  точекъ,  но  большею  частью  мы  будемъ  въ 
дальнЬйшемъ  ограничиваться  такими  случаями,  въ  которыхъ  обстоятель- 
ства, вводяпия  знакъ  неравенства  въ  лриндинъ  возможныхъ  перемЬщешй, 
отсутствуютъ. 

Выводъ  аналитическихъ  уолсовгй  равновФсха  хатерхадь- 
ной  точки  И8Ъ  принципа  возможныхъ  перемФщевАй. 

♦79.  Хотя  для  одной  точки  эти  условхя  легко  могутъ  быть  написаны 
непосредствен ио,  мы  всетаки  займемся  составлен1емъ  ихъ  при  помощи 
принципа  возможныхъ  перем'Ьщен1Й  ввиду  того,  что  этотъ  простой  случай 
раннов'Ьс1я  поможетъ  выяснить  методу  прим']^нен1я  означеннаго 
принципа  и  къ  бол1>е  сложнымъ. 

Припоминая  аналитическое  выраженхе  работы  силы  (§  266),  можемъ 
прпнципъ  возможныхъ  перем1)Щен1й  выразить  такъ: 

V  (Егг  -+-  Ягщ  ч-  23^  =  О,  (759) 

гд'Ь  о;,  отг],  0^  проекции  какого  либо  возможнаго  перем*щешя  &.  Если 
силы  приложены  къ  одной  точк*,  какъ  это  теперь  предполагается,  то 
можно,  разбивъ  сумму  на  три  отд'Ьльныхъ,  вынести  о^,  вт),  б^  общими 
множит(мями  и  написать: 

Е^^^^  -ь  П^  от^  -ь  \Нг  оС  =  О,  (760) 

^'^ '  И.  =  1Н,  П^  =  ХН,  Ег  =  12.  (761) 

Кс.1и  мат(ф1а.1ьная  точка  свободна,  то  безконечно-малые  множители 
о;,  от,,  ^^^  ()(;т}1н)тся  виолн'Ь  ПРОИЗВОЛЬНЫМИ;  а  если  при  этомъ  всегда  вы- 
полнж'тги  усл()1<1('  Г7^)0),  то  необходимо  заключить,  что  каждый  коэффи- 
ц|(»нп.  при  птпх'ь  множптсляхъ  въ  отд'Ьльности  равняется  нулю,  т.  е. 

В,=^Е=  О, 
п\  =  ХН  =  О, 
7^  =  1Х  ^  о. 

Мы  нидим'ь  лд1.(-ь  и:ш1;стп()('  услопи'  равнов'Ьс1я  свободной  11атер1аль- 
пой  точки,  состояпим*  въ  том'1»,  чтобы  равнод'Ьйствующая  всЬхъ  силъ  ра- 
внялась пулн). 

Иргдположимъ  пчп'рь.  что  материальная  точка  принуждена  оставаться 
на  аб(!илн)тни  г.шдкпп  пош'рхностп: 

г(1  -п, ;)  ^  <^. 


г--г:.:-:^г-г:.:=^"--- 
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§  480,  ф,  767. 


мой  длиоа  его  не  гЬняется,  то  скорости,  а  сл-Ьдовательно  и  безконечяо- 
малыя  перемЬп1ен1я  ея  концовъ  нмЬютъ  свойство,  пто  проекщи  ихъ  ва 
направление  этой  прямой  равны.  Прилагая  ато  къ  отрезку  М^М^  =:  /. 
можно  написать: 

05^  €08  (I.  оа^)  :=  ол\,  сои  (I,  йв,) 

НЛП,  такъ  какъ  въ  случае  равнов-Ьс^я  силы  1?,  я  Ну  равны, 

Л^  0.^,  С08  (/,  Ц)  =:  Лу  &^  гол*  (/,  З^а).  (766) 

По  Л\  и  Лэ  имюгь  протнвуположныя  направден|я;  поэтому 

^д,  =^  ^1  Ц  со^  (Л^,  ^*»1)  ^  гь  2?^  Ц  ет  (I,  Ц), 

Хд^  =  ^^^  &2  сов  (Л^,  й^а)  ^=  йР  Л,  &^  СОЛ  (/,  б5д ), 

прпчемъ  должны  быть  взят!.т  или  оба  верхнихъ  или  оба  нижиихъ  знака. 
И  такъ  равенства  (7 ОС)  даетъ 

^п,  -н/^й,  =  0,  (767) 

которое  будетъ  притомъ  существовать  при  всякихъ  возможныхъ  пе- 
ремещен 1яхъ. 

Покалсемъ  теперь,  что  это  условие,  если  оно  выполняется  для  нсЬп» 
возможныхъ  перем1ицен1й,  является  н  достаточнымъ  услов1емъ  равнов11с1я. 
Пр1емг,  который  мы  теперь  употребимъ,  весьма  характеренъ  для  всей 
изучаемой  нами  теперь  методы:  мы  выберемъ  изъ  всего  числа  возмож- 
ныхъ для  сигтемы  перем1.щен1й  нЬиоторыя  частныя  иерем'Ьщен1я  и,  вы- 
раоЕПВЪ  применительно  къ  нпмъ.  что  сумма  работъ  равна  нулш,  убЬдимая, 
что  силы  7?^  и  Лг^  могуп.  иыть  только  таковыми,  какъ  это  требуется  для 
равнов1\с1я. 

1)  Въ  числ*  В03М0ЖНЫХ1»  лерем1|Щен)а  находятся  очевидно  так1я,  при 
которыхъ  точка  Ж,  остается  неподвижною,  а  Л/,  двигаетсл  по  поворх- 
ноеги  шара  съ  центромъ  въ  точкЬ  ЛД  н  съ  рад1усомъ,  равнымъ  раз- 
стоян1й>  М^М^.  При  такихъ  перем'1|Щеа1яхъ  Хй,:=0,  и  поэтому  условие 
(7(>7),  предполагаемое  выполненнымъ  для  всякихъ  возможныхъ  переме- 
ни Н1Й,  даетъ:  ,  ^   ,  /1>    *   ч       л 

Такъ  какъ  05,  можетъ  и  не  равняться  нулю,  то  ост-аются  два  нредпо- 
ложен1я:  или  7?!  =  О  или  со$  (Л^,  Ц)  =  О*  Оставляя  пока  первое  пред 
положен1е,  какъ  бол11е  частное,  въ  сторопЬ,  мы  заключаемъ,  что  сила  Е^ 
перпендикулярна  ко  всякому  иерем1^.щеи1ю  точки   по  шару,  т.  е,  напра- 
влена по  прямой  М^^\I^   ВЪ  Ту  ИЛИ   ДругуЮ  СТОрОну. 

2)  Въ  числ^  возможныхъ  перемЬщен1й  находится  1'акое,  при  котором!» 
точка  ЛГ^  неподвижна,  а  М^  двигается  по  поверхно»"ти  пгара,  иг1шщаго 
центромъ  точку  Л/;,  а  рад1усомъ  разстоянго  М^аМ^,  Совершенно  подобии 
предыдущему  мы  заключаемъ,  что  сила  В^,  если  она  не  равна  нулю,  ле- 
жить  на  прямой  М^М^  и  направлена  ио  ней  въ  17  или  въ  другую  сторону. 

29* 
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3)  Въ  числ^  возможныхъ  псрем'ЬщенШ  находится  такое,  при  которомъ 
прямая  М^М^  двигается  поступательно  вдоль  самой  себя.  Такъ  какъ 
концы  этой  прямой  им1*>ютт>  одинаковый  перем'Ьщен1я  о$,  а  силы  В^  и  В^. 
по  доказанному  выше,  направлены  по  этой  прямой,  то  теперь 

Ья,  =  т1=  Л^  08,         Ья,  =  :±1  В^  &, 

и  следовательно  по  условш  (767): 

7*-.  В,±В^  =  0.  (768) 

Если  удержать  одинаковые  знаки,  что  соотв^тствуетъ  случаю,  когда 
силы  направлены  въ  одну  сторону,  то  мы  заключаемъ: 

В,  =  0,        в,  =  о, 

а  этого  для  равнов*с1я  очевидно  достаточно.  Если  же  въ  уравнеши  (768) 
предполагать  разные  знаки,  что  соотв1>тствуетъ  случаю,  когда  силы  на- 
правлены противуположно  др'угъ  другу,  то  мы  находимы 

В^  =  Лд, 

а  это  тоже  достаточное  услов1е  равнов'Ьс1Я. 

Ра.зсматривая  П(фем1'.1цеше  первое,  мы  оставили  въ  сторон*  предпо- 
ложен1е,  что  Л,  =  0.  Допуская  это  теперь  и  рассматривая  потомъ  пере- 
м+,щен1е  второе,  мы  заключаемъ,  что  или  -йд  =  О  или  В^  лежитъ  на 
прямой  М^М^.  При  первомъ  предположеши  существоваше  равнов'Ьс1я 
очевидно;  при  второмъ  предположен1и  мы  обращаемся  къ  перем'Ьщешю 
третьему  и  находимъ  теперь: 

Ал,  -ь  7>л,  =  1.^-  В^Ьн  =  О, 

т.  е.  опять  В.^  ^=  0. 

481.  Случай,  когда  разстояте  между  точками  иожетъ  изгкияться.  Изъ 

двухъ  продпол()жен1й,  что  разстоян1е  ЛЛ^М^  или  не  превосходитъ  неко- 
торой длины  /  или  не  можеп.  быть  меныпе  ея^  достаточно  разсмотр*ть 
одинъ.  11|)гд положи мъ,  что  точки  М^  и  М^  связаны  абсолютно  гибкою, 
нерастяжимон)  нитью,  масса  которой  ничтожна  въ  сравненш  съ  массою 
данныхъ  точск'ь.  и  покажемъ,  что  въ  этомъ  случаЬ  для  равнов'Ьс1я  необ- 
ходимо II  достаточно,  чтобы  при  вс1;х1»  возможныхъ  перем'Ьщен1яхъ  было: 

1.И,   ♦    /^я.-^О.  (769) 

Непо(:р«м(тш'1111о  можно  считать  очевиднымъ,  что  для  равнов*С1Я  не- 
обходимо, чтооы  силы  1)  удо1и(Т1Ю1)Ялп  ука:5аннымъ  въ  §  480  усдов1ЯМЪ, 
2)  чтобы  он1.,  если  оп'1.  НС  ранны  нулн»,  стремились  при  этомъ  увеличи- 
вать ра:итои1пс  М^М..  и  ?>)  чтобы  пить  была  натянута.  Разсматривая 
так1я  волмпукныи  пгрсм^пкчпи,  при  которыхъ  М^М^  =  /,  находимъ  со- 
гласно прсдыдутгму: 

/,,,,    ,    /-ь.  =  0.  (770) 
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8  481,  ф.  770. 


Флг.  204. 


I 


Но  теперь  возможжы  я  так1я  перем1»щен1я^  ари  которыхъ  разстояше 
\М^  уменьшается;  всякое  такое  иерем1>щеше  можно  разложить  ва  два 
(фиг,  204):  на  такое,  при  когоромъ  разстоян1е  М^М^^  I  сохраняется  и 
на  такое,  при  которомъ  тачки  М^  остается  неподвижною,  а  точка  М^ 
къ  ней  приближается  по  соединяющей  ихъ  прямой.  При  первомъ  кере- 
м11щея1н  выполняется  услов1е  (770),  а  при  второмъ 

этому  при  ПОЛНОМУ  пер!пг1;щеп1И  сумма  работъ   будетъ  отрицательною. 

такъ.  въ  случае  раваои'1>с1я  необходимо  выполняется  ус-10в1е  (769). 
Чтобы  показать,  что  услов1е  (769)  достаточно  для  равнов'Ьсгя,   сооб- 
щи мъ  точкамъ  М^  и  М^  сначала  три  перем*щен1я,  указанныя  въ  §  -480; 
это  при  ве деть  насъ 

къ  заключеа1ю,   что      п.  ЛС  И 

силы  Л^  н  В^  лежать 
на  прямой  ^/^  Л/д, 
равны  и  направле- 
ны въ  противуполо- 
жныя  стороны,  причемъ  он*  пока  могутъ  быть  направ,1ены  или  на  встр'Ьчу 
другъ  другу  или  обратно  этому.  Въ  первомъ  изъ  этихъ  случаевъ,  если 
системе  сообщить  такое,  тоже  во.чможнир  Г1ерем1;щен1е,  при  которомъ 
точка  3/,  остаеТ1Ш  неподвижною,  а  М^  къ  ней  приближается,  то  получилось  бы 

Хя,  =  0,       Хя,  >  0; 

а  это  протитюр'Ьчило  бы  предположенхю  (709),  Следовательно  остается 
принять,  что  силы  такъ  направлены,  что  окЬ  стремятся  увеличивать  раз- 
стояние  ^^/^^^э;  а  этого,  при  всемъ  остальномъ,  для  равнов'Ьс1я  достаточно. 

3,  479.  Доказать  привципъ  возможны хъ  перем^1цен1Й  для  снстемы  двухъ 
Г|1йтер1альныхъ  точекъ,  мещду  которыми  разстояв1е  ве  иожегь  быть  меньше 
Данной  ддтавы, 

3.  480,  Составить  аналитическ1Я  усдо»1я  равиоп4с1я  сястемы  длуэгь  иате- 
р1йльныхъ  точекъ,  связав выхъ  между  собою  постоннствомъ  рпзстояа1н,  Р-Ьш.: 

Въ  уСЛОП1Я 

ь  одну  пзъ  вар1ад1Й  при  помощи  ваписвмости 

(?!  -  5а)'  -*-  (11.  -  г,,)»  -+-  (С.  -  О»  =  Р, 
которая  даетъ: 

а,  -  I,)  (5$,  -.  о!,)  ч^  (7),  -  У1,)  (^1  -  511,)  ^-  (^1  -  С,)  {К  -  гс)  =  о, 

и  коэффйцхеыты  при  остальаыхъ  вар1ащях11  приравнять  нулю.  Получается 
пять  уравнен!». 

3.  4вК  Доказать  нря  иомощи  прнш^пна  возмоншыхъ  перем-Ьщен1Ё,  что  въ 
слуг1а4  равповЬс1я  трехъ  не&эм^ппымъ  обризомъ  связавныхъ  между  собою  ма* 
тер1альныхъ  точекъ  силы,  ва  нихъ  дЪиствующгя,  должны  находиться  въ  пло- 
скости этихъ  точекъ. 


4.»  4 


Ириииигг».  понмпмеммя'»*  ипрпт^^II^пи^Л  для  твер даго  тФла. 

1Й!^    1!пу'||«и  11111|1ДйИ1  !к/т  ПЙ110С1ДИЯГС1.    Мм  кп.чгм'!.  ($;  :м:5),   что  си- 
'  и  м'1    ||м1.    11(1М1м;|;|>1мм,1п.    1.1.    1П1'||.|иму    |1..1у.    мс»}|нч-|,    бмть   :{}1м1,нена 

мм  МП    >И1>И1М    им.    М:111Ит1И    и ШиШ).    ,'|(<Г1.п    1И1Д|.'П*,    ЧТО    ПрИ   Ж'ЯКИХЪ  Пр^- 

||М)|'|  тимпЬи  I  1.11|м|||.|!|  при  1:1Ы>М1.  иртимшИи  дГ.лаип'П!,  сумма  ]К1бОТЪ 
(и1'11  11(11  МП1М1  НИЧЬИ!)  ш  шипи  пп.ишжмпп)  для  г1аа  пгром'Ьщенхя 
гч|'|г|1м  ПМ1  цпппиии  :ии  пр1чн|рл  имиини  гни и1.11И'ь  к1.  днумъ  д!>йств1ямъ: 
м  п.  р.чь».  ^  1.1чьи  ирн  <1':и1Ч11п  гп  !ы  по  имприп.ичпн»  ГЯ  Д|.Й0ТН1Я  II  къ 
ь  .мичрим.ч  «ими  пипичмп»  ГИ11..  приюпимтых  1%  нь  ощой  1Ч^чкЬ.  При 
и«  р1'.мп  И-И|  пмп  р\П1Ч:<  ги  по  ИГ  мЬпчплм)  и\Пч>м\ »  чго  проокчип  иере- 
\Ипь11и\    рмм    1,'м.м.»    приъ^игиш.    ирг:кпгй  и  ноной  на  напра1ион1е  со- 

^^^,^^^■      ■     .',■•  =     \ь     I      '■.'.•;%■■    ;^.П.'.  1л  , ;,,«    1;Л     ?.     У:>:     Г.     :  Л.'Л -П'.К':     умК-.Н- 
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'•■•     >'••-.    V  •  '  ^.^      '   •      ,\\\  .     л   ,«.  ,  !     ,1.1.      .■.■.;..■...:»:   *  ;.:,л>     Р:       ::=    1; 

•    11'        >.  1.1  .       >.    ч       I      г  \  •       л    1.1       _  *  I  ,     ».  ■  I,      ;,  ]' 

*  '       »■■•   V  »  .1      I-  •»      ^      *  •        "к-  '  I  .   . '  I'.     •    »  ;..  !.     ч».  г.:  *...«:  •  7Г  :;.Я 

,  *'.        %    '       ^••'  »  *■  N  '      .  '■     *.      V   ■•ь"»'        »  •      •      '. 
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|5     .;.\\    1      .♦^       1        »         •.        \   •  ■•.■    ;    \   .      ,    ■      ;.-,  ..V        ■    ■  5  V     \         '■    :      ^    -  '^         Г* - 
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§  483,  ф.  773. 


ваетъ  не  одн^  тодьео  даиаыя  свлы,  но  д  нензв^ствыя  ваш»  сопропь 
вленхя.  Говоря  о  «доказательств^)*  прянцнпа  возможныхъ  пере1гЬщеяШ, 
этогь  принцяпъ  подразум'Ьваюгь  обыкновенно  въ  такомъ  вид^: 

5:Х/р  =  0.  (772) 

Чтобы  это  принять,  нужно  убедиться,  что  Д1Я  вс1гь  нозхожныгь  пе- 
реыитШ  гь^^о  (773) 

|*ъ  отдельности.  Но  этого-то  и  нельзя  строго  дока:5ать,  какъ  это  уже  вы- 
яснялось иъ  §  472.  Можно  это  сделать  по  отношенк)  1:ъ  связяиъ  того 
или  другого  вида,  но  нельзя  показать,  что  это  будегь  иридожнмо  ко  все- 
возможнымъ  связямъ,  полное  перечисленае  ноторыхъ  едва  ли  выполнимо. 
Приходится  ограничиться  разсмотр-Ьшемъ  тЬгь  случаевъ  связей,  съ  ко- 
торыми обыкновенно  приходится  нмЬть  д-Ьло,  и  для  нигь  удостов-Ьриться 
нъ  справедливости  предположения  (773). 

1)  т.которал  точка  твердиго  г^^ла  остается  на  гладкой  поверхности. 
Со11ротивл1*н1е  поверхности,  1филоженное  къ  гЬлу  въ  этой  точк!,  нор- 
мально къ  поверхности  и  поэтому  перпендикулярно  ко  всякому  возмож- 
ному :\дя  этой  точки  перемещенш;  работа  сопротивлен1я  поэто^Г  равна 
нулю. 

2)  Одна  изъ  поверхностей,  ограни чнваюпшхъ  тЬло.  абсолютно  г.1ад- 
кая  и  постоянно  проходнтт»  черезъ  неподвижную  точку  А  (наприм1^ръ 
т+эло  опирается  на  неподвижное  остр1е),  11ерем'{1щеше  г1аа  можеп»  со- 
стоять (фиг.  205)  или  изъ  вращенЕя  около  точки  А  пли  изъ  скольжен1Я, 
При  которомъ  точка  М  т^кла,   совггадающая  въ 

данномъ  его  положен1и  съ  точкою  А,  получаеть 
11ерем1ш1еп1е  по  касательной  къ  ооверхностн,  или, 
иаконецъ,  перем1»щея1е  гЬла  можетъ  слагаться 
изъ  двухъ  предыдущихъ.  Сопротивлрн1е  точки  Л, 
при  скольжен1и  гладкой  поверхности,  къ  ней  нор- 
малг.ао,  а  поэтому  работа  его  равна  нулю;  при 
вращении  же  около  точки  А  работа  сопротивлен1я  тоже  равна  нулю,  по- 
тому что  точка  прнложенгя  этой  силы  остаетсл  неподвижною.  Работа  силы 
отпосительпо  перем'Ьщен1я.  слагающагося  изъ  двухъ  Оезконечно-ма^тыхъ, 
равна  суммЬ  ра6оп>  той  же  силы  относительно  каждаго  изъ  этихъ  пере- 
м'['»тен1Й.  Действительно,  пусть 

бе  ^  8я,  -н  Й5^; 

Проектируя  эти  векторы  на  направлен1е  силы  1'  и  умножая  на  ^V 
иайдемъ: 

П^ет  (Е,  г>)  =  1>'^ч^  С08  {К  г^^)  ч-  У ^8^  со$  (1\  ^^). 

Такимъ  оГфазомъ,  работа  соиротивленая  въ  точк'Ь  А  при  всякомъ 
сложпомъ  перемЬпмипи  гУа  по  этой  точкК  опоры  равна  кулю. 


Фиг.  205. 
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Этотъ  случай  требуетъ  еще  разъяснен1я  въ  сл'Ьдующемъ  отношеши. 
Говоря  о  работ*  силы,  мы  себ4  представляевгь,  что  точка  11риложен1я  ея 
въ  гЬл'Ь  остается  одна  и  та  же;  между  гЬмъ  зд'Ьсь,  какъ  и  въ  случа*, 
разсмотр'Ьнномъ  ниже,  точка  ириложен1я  силы  (давлеше  остр1я  на  по- 
верхность гЬла)  непрерывно  меняется.  Это  недоразум^ше  устраняется 
однакоже  само  собою,  если  только  помнить,  что,  прилагая  принципъ  воз- 
можныхъ  перем-ЬщенШ,  мы  беремъ  силы  въ  томъ  вид*,  какъ  он*  хЬй- 
ствуютъ  въ  положен1и  равнов'Ьс1я,  и,  определяя  элементарный  работы  от^ 
носительно  возможныхъ  перем'Ьщен1й,  считаемъ  эти  силы  приложенными 
къ  гЬмъ  именно  точкамъ  гЬла,  къ  какимъ  он*  были  приложены  въ  по- 
ложенш  равнов*с1я. 

3)  Пусть  твердое  т*ло  д*лою  сплошною  поверхностью  прилегаетъ  къ 
сплошной  неподвижной  поверхности,  причемъ  об*  поверхности  абсолютно 
гладк1я.  Вопросъ  сводится  къ  одному  изъ  двухъ  предыдущихъ  случаевъ, 
если  представить  себ*,  что  одна  изъ  поверхностей  разд'Ьлена  на  безко- 
нечно-большое  число  безконечно-малыхъ  элементовъ  и  что  въ  каждомъ 
изъ  нихъ  д*йствуетъ  нормальное  соиротивлен1е  другой  поверхности. 

4)  Н*которая  точка  т*ла  двигается  по  абсолютно  гладкой  линш.  Этотъ 
случай  сводится  къ  случаю  первому,  если  эту  лин1ю  представить  себ* 
какъ  перес*чен1е  двухъ  абсолютно  гладкихъ  поверхностей. 

5)  Абсолютно  гладкая  лнн1я,  принадлежащая  твердому  гЬлу,  постоянно 
проходитъ  черезъ  неподвижную  точку  (наприм*ръ  острое  ребро,  опираю- 
щееся на  неподвижную  поверхность  въ  одной  ея  точк*,  или  твердая  про- 
волока, прод*тая  черезъ  неподвижное  кольцо).  Этотъ  случай  приводится 
къ  случаю  второму. 

6)  Абсолютно  гладкая  поверхность  гЬла  прикасается  къ  абсолютно 
гладкой  неподвижной  певерхности.  Въ  этомъ  случа*  движен1е  т*ла  можно 
представить  себ*  состоящимъ  изъ  катан1я  и  изъ  скольженхя.  При 
катан1и  безконечно-малое  перем*щен1е  представляется  вращешемъ  около 
мгновенной  оси,  проходящей  черезъ  точку  касан1я  поверхностей.  Работа 
сопротивлен1я  неподвижной  поверхности  при  этомъ  равна  нулю  *).  При 
скольжен1и  работа  сопротивлен1й  тоже  равна  нулю,  согласно  съ  случаями 
первымъ  и  вторымъ.  Поэтому  работа  равна  нулю  и  при  всякомъ  другомъ, 
составпомъ  перем*П1ен1и  г1;ла,  когда  сохраняется  касан1е  его  съ  непо- 
движною поверхностью. 

7)  Когда  существуетъ  въ  т*л1.  одна  неподвижная  точка  или  дв*  та- 
кихъ  точки  (ос1»),  то  работа  сопрот11влен1й  этихъ  точекъ  тоже  очевидно 
равна  нулю  при  всяком!,  возможномъ  иерем*щен1и  гЬла. 


')  Гопоря  точнее,  то'гка  касапхя  совершает!,  путь  безконечно-малый  выс- 
шаго  порядка  пъ  сравнеиш  съ  перем*Ь1цен1ЯМН  другихъ  точекъ  гЬла,  не  ле- 
жащихъ  на  мгновенно!!  осп,  а  поэтому  и  соответственная  работа  безконечно- 
мала  въ  сравнен1и  ^гь  работами  другихъ  силъ. 


—    457    — 


§  483,  ф.  774, 


Пошцнмому  всЬ  ограничен1я  въ  движенш  тверл^аго  т1иа,  которыя  при- 
ходится осуществлять  на  практик-Ь,  сводятся  къ  одному  или  одновременно 
къ  нЬсколькямъ  нзъ  иеречислеяныхъ  случаевъ.  Если  и  нельзя  утверждать 
это  съ  уверенностью,  то  во  всякомъ  стучав  можно  принять  это  въ  даль- 
н-Ьйшемг,  если  условиться  въ  каждомъ  отд'1^льноиъ  слу»1а'Ь  удостовЬряться 
въ  справедливости  сказаннага,  Итакъ  мы  будемъ  предполагать  въ  даль- 
гЬйшемъ,  что  если  въ  д1^йств1н  связей  не  участвуетъ  трен1е,  то  при  вся- 
кихъ  возможаыхъ  переи11щен1яхъ  твердаго  т1»ла 

Е  Ьц  =  О, 

и  сл'Ьдоватедьно^  въ  случае  равнов*С1Я,  на  основавш  услов1Я  (771) 

11.1^=0  (7711 

для  всЬхъ  возможныхъ  перем-ЁщенШ  твердаго  гЬда, 

Нужно  при  атомъ  помнить,  ЧТС1  мы  оставляемъ  безъ  разсмотр1\Н1Я  слу- 
чаи неудержи вающихъ  связей,  при  которыхъ  пришлось  бы  въ  услов1П 
(774)  къ  знаку  равенства  прис0ед1гннть  знакъ  неравенства  (§§  476  и  481  к 

Остается  еще  показать,  что  условие  (774)  и  д^тя  несвободнаго  г11ла 
не  только  необходимое,  но  и  достаточное,  Итакъ  пусть  оно  выполняется 
для  вс^хъ  возможныхъ  перем1;щен1й.  Если  бы  этого  не  было  доста- 
точно для  равйов*|1с1я,  то  т1^ло  при  дЬйств1п  данвыхъ  силъ  пришло  бы  вп- 
движен1е  и  разжчныя  его  точки  получили  бы  безконечно-малыя  перемЬ- 
щен1Я  (Ь,  гЫ\. . .  Достаточно  разсмотр'Ьть  перем^щенгя  А«,,  (&а,  &,  трехъ 
точекъ  г!1ла,  М^,  М^,  М^,  не  лежащихъ  на  одной  прямой,  такъ  какъ 
этимч»  вполн'Ь  опр*^дЬляется  11еремЬщен1е  твердаго  тЬла.  Этому  перемЬщг*- 
шю  можно  было  бы  воспрепятствовать,  приложинъ  въ  точкахъ  М^^  М^,  Л/, 
нЬкоторыя  силы  (?^,  ^2,  (^3  противуиоложныя  первм'Ьщен1ЯМъ,  ёз^^  йз^,  А?,. 
Такъ  какъ  этимъ  раиновЬс^е  было  бы  возстановлено.  то,  согласно  пред- 
шествующему, мы  игЬлн  бы: 

относительно  всякаго  возможнаго  для  гЬла  перем11щен1я,  а  между  прочимч. 
н  дл>1  того,  которое  определяется  перем'1лцеи1ями  (^^  (Ы^,  ск^  точекъ  Му, 
Л^з,  З/д.  Такъ  какъ,  согласно  предподоженио,  въ  отд+аьности 

то  для  этого  частнаго  перем^Ьщен1я  мы  нашли  бы 

-  9,  сЬ,  -  у,  <к,  ^  (Л  ск,  =  0. 

Но  зд^сь  вс'Ь  члены   одного  знака,  а  это  приводить  къ  заключетю,  что 

<?х-0.    9,=  О,    д,  =  о. 

т.  е.  ннкакнхъ  силъ  прикладывать  не  требовалось,  следовательно  равно- 
в*с1е  уже  существовало. 


*л^   — 


^^^^г>      ^^^ЧВ^^^  г  ^^^^^О^^^^У    ^ЧВ^^Я^^^^^^^^У      ^^^^^^^/^^^Щ1г    ^^К^Ч^^^Я^^ВН^  V    1^^^^^И9^ЯЦ^НВ^^Р    ^(^ШР 

и  ^^-41^ош'^но  гнгмытщ'^:  Ш9  тми  1ол$*%о  л^(И7К^т^^.  ск^л^пгм  то^екг  (упр^ 
^%лнн^'П  пощ$щпи^Щ'^^  цтлощъ  пип^ттн^^',кн%ъ  пл^м^ггу^ти,  то  перкая 

'^^/.^у  ^/1(^пш^,  Лу1П  Ш'рл^гго  Нла  ти  чш.ло,  ттг  илнитто  (й  64;,  равно 
ш^'ми.  Ллп  Ш'^шЛ  гп^пи  М^  тгрл}1Го  г\*л^%  ир^^^.мйп  И,,^п^,^Л^  могуть 
\шлуш^1  лиши  тШ  лтьч^^Ш^  шпорын  с^яггн^т^гнуипъ  сяг^йсшсяяымъ 
/М«  1Ш*р/1и^п  Нлп  1^ши*ытищ*^миы%  р'лШяыъ,  /1ги  услов1я  характсря- 
^ц^гки  чЬтг,  *по  шр^^щШрии^  итпоЛ  ктки  атитти  (гп*  одяяхъ  я  гЬхъже 
мм ^И1  и^^Ш'Щп/т*ичти%  ш%рнщ(щюи%,  яаг  кгтфмхг  тря  опр^^д'Ьляютъ  по- 
чрит^лши^^  м  гри  /^ругиль  мрн11итмьио(1  дяиж<?я1(*  гЬла.  Для  безконечно- 
им.11а«1Ь   м*'|1ми1|Ггм^и1М   мгм'1м»льяу(<1ИС11   формулаяя  для  скоростей  тнердаго 

/)1,  —  ^^''//,    Ц,      |^,у///.    в;,    -  !>,,.«/;  (776) 

(||1М'1м1И).  С/.  ии|/(»^  |||и||.  идргь  11(<  О  дЬПстпитпльномг  какомъ-лябо  движе- 
11|м  |Ь1и.  и  и  мимГфитипмпмг.  пмькп  иоиможиомъ  11ор(зм1ицон1и,  должно 
|1ийгмм||1мми(ь  МП  ю\мъ  11|И1|ни11РМ1п  ирпмппи,  а  лишь  какъ  произвольный 
<)м<М(имммни.мй.1мй  кимффтипмгь  11ри||орц1(И1илы1()сти  между  скоростью  и 
||м|м>м1\И11Ч<||>м11    Пи  форм)М1Цп,  1Ж.1Рр11  (Я  1Г>И): 


\ 

•ч  ' 

'"♦,  <'^. 

;.|- 

-   <\  (Т|, 

-  ^(.)* 

•"1 

'■«т,   ' 

""-  ( ^. 

5..) 

'»{  (ч 

Со). 

1 

••„.  • 

"•^  («1. 

ч..) 

«%({. 

-  д. 

11«Ч(  |(И>1ми  :чи  иы|»тмч|1и  1и.  ритмично  (,77»»).  «  1ит»п.  иг  условк»  (775), 

•''^'(♦.л"  <  •„,,11. » «•„  /.  <  «»5и'..    ^..■>>'..    (у.  -лоп*]-*- 
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§  485,  ф.  786. 


Д^ля  на  И  и  1фиш1мая  во  внимаЕ1е,  что 


\^  ^(П1^  \^  ^5»  ^Г1^  ">г 


(777) 


ЯВЛЯЮТСЯ    оощимн    множителяии   въ  стоящи  хъ   при    внхъ    выражен1яхъ. 

можемъ  написать: 

нля,  вводя  прнвятыя  уже  нами  въ  гдавЬ  XI  обозвачешл, 

1^0^  1^^  -н  1Ц Н^^  н-  ^^гЯг  ч-  ш^ ж.  -ь  о*^ Ж^  н-  ш^ М^^  =  0.      ( 779 ) 

485.  Условгя  равнов1сш  свободнаго  твердаго  ткла.  Если  твердое  гКло 
совершенно  свооодное,  ти  возможны  всякая  иоступательныя  и  всяшя 
вращатедьныя  !1ерем[;щен1я;  поэтому  кияематнческ1е  элементы  (777) 
ннкг1К11мн  услов1ями  между  сооош  не  связаны  н  моп'п»  поэтому  прнвикать 
каи1Я  угодно  лоложительныя  п  отрицательяыя  значен1я.  Но  въ  этомъ  слу- 
ча'Ь,  чтобы  услов1е  (779)  всегда  выполнялось,  каждый  изъ  шести  стати- 
ческихъ  8лементовъ 

В,,  Л^^,  В^,  3/^,  М^.  3/,  (780) 

въ  отд'Ьдьности  должеаъ  быть  равенъ  нулю.  Мы  прнходииъ  такнмъ  обра- 
зомъ  къ  извк'Тнымъ  уже  намъ  (§  Знн)  шести  у(:лов1ЯМъ  равнпв'Ьс1я  сво- 
боднаго  твердаго  гЬда: 

12.  =  О, 


(781) 

(782) 
(783) 
(784) 
(785) 
(786) 


1Н,  =  О, 
12,  =  0; 

5:  [(■п.-ъ)  2.  -  (!;  -  !;о)  н.]  =  о. 

5:[(1,-?о)Н,-(т,,-т„)2.]  =  0, 

Въ  посд'Кдннхъ  трехъ  ураЁнен1яхъ  коордиааты  $,,  т},,  ^,  опред'Ьлявш1я 
въ  кинематпк'Ь  ту  точку  гкла,  дв11жен1емъ  сотирой  оаредЬляется  его  по- 
ступательное движение,  теперь  является  координатами  центра  приве- 
ден1я  силъ  (§  38-1). 

Для  свободнаго  твердаго  гЬ-т.  вст1>дств1е  суп1ествоваа1я  уравиен1й 
(781),  (782)  и  (783),  оста.1ьиыя  три  услов1Я  равнов^т  упрощаются,  а 
именно 

^  [{^.  -  V  2,  -  с;  -  Са)  н.]  =  х  ^^^^x,  -  :;,н,)  -  щ1г,  -н  1;,5:  п.  = 

=  5:(').2.-;,нл 


—   461    —  §  488,  ф.   794. 

Это  услов1е,  по  произвольности  пяти  скоростей^  распадается  на  пять 
отд'Ьльныхъ: 

которыя  можно  написать  въ  сл'Ьдующемъ  бод^е  сииметричномъ  вид^: 
Д,       Е^       В,       М.       М^       М, 

488.  Составлеи1е  условМ  равновЪс1я  иесвободиаго  твердаго  т\а^  для 
н-Ъкоторыхъ  важн'кйшихъ  случаевъ. 

1)  ТЬяо  можетъ  совершать  только  поступательное  движен1е  па 
раллельно  оси  (С).  Услов1я  связей  (формулы  279  и  280): 

Условхе  (779)  им4етъ  видъ: 

и,  по  произвольности  V^^,  приводить  къ  условш  (§  398) 

Л^  =  Е2,  =  0.  (793) 

"» 

Для  равнов'Ьс1я  необходимо  и  достаточно,  что  сумма  проекц1й 
всЬхъ  силъ  на  направлен1е  поступательнаго  движенхя  равня- 
лась нулю. 

2)  Т'Ьло  можетъ  совершать  только  поступательное  движен1е  по 
направлен1ю,  которое  образуетъ  углы  а,  р,  у  съ  осями  коордп- 
натъ.  Услов1я  связей  (формулы  281) 

^06         %         Чг 


С08  а  С08^  С08^'  I  '  ^ 

Если  означить  каждое  изъ  трехъ   равныхъ  отношетй   черезъ  Л,   то 
услов1е  (779)  приводится  къ  виду: 

А:  {Ву  С08  а  -\-  Ву.со8^  н-  В^  со8-{)  =  О 

или,  по  произвольности  множителя  к: 

В.  С08  а  -\~  Ву.  С08  ^  -\-  Вг  С08  7  =  0.  (^94) 

Очевидно^  что  это  уравнен1е  опять  выражаетъ  результатъ,    формули- 
рованный въ  случае  1-мъ. 


М2 

К(/,тг1  Г/?--/  ;*гт;^гр^  5^       О,  /^  1=;  <л  ^  =  О,  Ускляе  (77'*.  хамить.: 

,1.1^  ул,цщ($ь\(%\п  п^*,и(9%ихшчи  п  лосгткгочпо.  чтобы  стмха  »о- 
щ**П1онг  н^Л%%  пцл%  оупоси-^с.липо  оси  »рашен1я  равнялась 
и  у  ^  |Г/, 

1;  'Иг;Г'/  Щ(гй(А^и  нраиг^гикп  уолипо  около  оси.  яапраыеше  кг/горой 
ощр^'ЛАШ'^и'М  1ГАНЫН  ^4  ?♦  т  и   к/яорая   проходить  череагь  точку  ^?^  V 

Ч  '^'^         '      %         ^    а^яа       ммр       со$^ 

П|Н^'Момь«  ук^ианиммг  случае  2-мг,  находимъ: 

Д/^  г/;/1г«   ♦-  Д/у  сон^   I    Д/^  со«7  =  ^^»  (796) 

гдЬ  Л/*»  Л/у ,  Л/г  мом<!ИТЫ  силг  ^гтиосит^ульно  оа}й,  параллельныхъ  коор- 
лииигими'ь  и  п(;оход)пцих1'  ч<?р<!нг  точку  (5^,  т)^,  1^0;.  Это  услов1е  совпа- 
т*'ти  п,  уг.лофмъ  случаи  1Мо  и  иожг^гь  быть  еще  такъ  выражено: 
Дли  |И1ИИо|г1м'-1и  и<'оГ|Ходимо  и  достаточно,  чтобы  11роекц1Я  на 
ог.||  И|И1.||1.ми1и  гланиаго  с/гатич^м*. каго  момента  относительно 
1П1И0Й  миОудь  точки,  ииитой  па  отой  оси,  была  равна  нулю. 

г»)  ТЬгК)  им1и'Г|,  нольиую  ось,  сонпадаютую  съ  осью  (С).  Усло- 
и1и  гмиирП  (фор»|улы  12Н()): 

г,,^       о,     ГЦ       о,     0)^  =  0,     0)^  =  0. 
КрпмЬ  тпгп  мпжио  прииип.  Е„      о,  т),,  =  о,  1^,  =  о.  Услов1с  (779)  даетъ: 

II,  пи  прииаипльпости  1\,^    и   О).,: 

•  • 

М^        ^:|(5,       {.)  II.       (т,,     7,,)  5.1-    1,д1^_^Д)  =  0- 


(797) 


Уо.10||1и  ри1тпп1и'1и  (мигоигь  такпмь  обра;и)мг   н:п»    совокупности 

и)  ТЬло   им1имь    110.1  Ы1  у н»   1ИМ..    на11ра1и1Чпо    которой  определяется 
упимн   1.  ,1  '^  и  на  ьоюроИ  находнпи  точка  ^с^,  т)^,  чо)-  Услов1Я  связей 


—   463   —  §  488,  ф.  803. 

(задача  205): 

\  %У1  %г 

^  —       '  —      ^  (798) 


С08  а         С08  Р  С08  7 

^    —       *   —      "  (799) 


(801) 


сова         С05  р  С08'{ 

Означая  отношешя  (798)  черезъ  к,  а  отношешя  (799)  черезъ  Л'  и 
подставляя  въ  услов1е  (779),  получаемы 

к  (Е^  -сов  а  ч-  -К^  С05  р  -+-  Л^  со8  у)  ч- 

ч-  *'  (Жр  С08  а-^  М^со8^ч-  Мг  сов  у)  =  О,  (800) 

гд"]^  Ж,  Ж^,  Л/^  моменты  относительно  осей,  параллельныхъ  координат- 
нымъ  и  проходящихъ  черезъ  точку  (Е^,  т)^,  ц^).  Коэффищенты  А:  и  А:'  зд'Ьсь 
совершенно  произвольны,  такъ  какъ  между  величинами  поступательной 
и  вращательной  скорости  Н'Ьтъ  никакой  зависимости;  поэтому  уравнеше 
(800)  распадается  на  два: 

В.  С08  а  ч-  -й^  С05  р  -+-  В^  сов  т  =  О, 

Ж^  сов  а  ч-  Ж^  сов  р  ч-  Ж-  со5  ^  =  0. 

7)  ТЬло  можетъ  совершать  только  определенное  винтовое  движе- 
н1е  около  оси  (^.  Пусть  будетъ  р  параметръ  винтовой  скорости;  тогда 
услов1я  связей  будутъ  (задача  206): 

\  =  О,     «;от|  =  О,      «>^'  =0,      а>^  =  О,     V^^^  —  ра>^  =  О, 
и  условхе  (779)  даетъ,  по  разд^леши  на  а>^: 

рЛ^ч-Ж^  =  0.  (802) 

8)  ТЬло  можетъ  совершать  винтовое  движен1е  съ  параметромъ  р 
около  оси,  проходящей  черезъ  точку  (5^,  тг]^,  ^)  и  образующей  углы  а,  р, 
7  съ  осями  координатъ.  Такъ  какъ  при  винтовомъ  движеши  векторы  г^  и 
о>  параллельны,  то 

(!)     ;=  Ц)  сов  а,        (О^  =  (!)  сов  Р,       (!)^  =  (1>  СОВ  ^(\ 
Го  =  р(!). 

Зд'Ьсь  заключается  пять  независи1шхъ  услов1й.  Принимая  ихъ  во 
вниман1е,  изъ  услов1я  (779)  получаемъ: 

(!)  [(^рВи  ч-  МЛ  сов  а  ч-  (рВу.  ч-  Ж^)  сов  р  ч-  (рВ^  ч-  Ж»)  со5  у]  =  О, 

а  по  произвольности  (!): 

(рВ,  ч-  Жр)  сова  ч-  (рЛ^  ч-  Ж^)  со5р  ч-  (1)-К^  ч-  Ж.)  со^^  =  0.    (803) 


—   464   — 

Зд'Ьсь  опять  ЗГр,  Му.,  М^  суть  моменты  относительно  осей,  парал- 
дельныхъ  координатнымъ,  но  проходящихъ  черезъ  точку  (5^,  т^^,  ^)  иди 
вообще  черезъ  какую-нибудь  точку,  лежащую  на  винтовой  оси. 

9)  ТЬло  им'Ьетъ  неподвижную  точку  ($о,  ^^^,  ^).  Услов1я  связей 
(задача  208): 

Услов1е  (779)  даетъ: 

31. а),  -н  Ж^<о^  -4-  Ж^<1>^  =  О, 

причемъ   (О.,   о>^,    (о^  остаются  произвольными;  поэтому: 

М^  =  2  [(-п,  -  7,о)  2,  -  (!;.  -  Со)  Н,]  =  о, 

Му^='^  [(!;.  -  ^о)  2,  -  ( 5,  -  е, )  2,]  =  о,  (804) 

Мг  =  2  [(I,  -  $о)  Н,  -  (71,    -  ,.)  2,]  =  0. 

Эти  услов1я  совпадаютъ  съ  услов1ями  (613),  §  395,  если  неподвиж- 
ная точка  гЬла  совпадаетъ  съ  началомъ  координатъ.  Для  равнов'Ьсхя 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  суммы  моментовъ  всЬхъ  силъ 
относительно  каждой  изъ  трехъ  осей,  проходящихъ  черезъ  не- 
подвижную точку,  равнялись  нулю. 

10)  ГЬло  можетъ  двигаться  только  параллельно  плоскости  (^у1). 
УСЛ0В1Я  связей  (формулы  289): 

Услов1е  (779)  принимаетъ  видъ: 

Л^\  -н  Ву^V^^  -ь  М^а>^  =  О 

и,   по  произвольности   V^^^  V^у.,   со^  даетъ  услов1я  равнов4с1я 

В.  =  ЕЕ,  =  О,  I 

(805) 
Л^  =  ЕН,=  0,  ) 

Л^.  =  Е  [(?,  -  5о)  Н,  -  (т|,  -  -По)  2,]  =  О, 

■» 

причемъ,  благодаря  первымъ  двумъ  изъ  этихъ  условШ,   последнее   упро- 

пщется: 

Л/.  =  Х  (Е,Н,  -  71,5,)  =  0.  (806) 

Для  равнов'Ьс1Я  необходимо  и  достаточно,  чтобы  равнялись 
нулю:  суммы  проекц1й  ъсЬхъ  силъ  на  два  направлен1я,  парал- 
лельныхъ  плоскости  двнжен1я,  и  сумма  моментовъ  всЬхъ  силъ 
относительно  какой-либо  оси,  перпендикулярной  къ  плоскости. 
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§  488,  ф.  т! 


И)  Т1|Л0  двигается  параллельно  плоскости,  ипредЪляелоб  ураввс- 

ЫН'МЪ:  , .         ,,  .т«-        ,, 

X,;  -Ь  Л/ч1  -+-  Л!»  =  0. 


Условия  связей  {формулы  290  н  291): 


1^0^  -*-  Мроп  "♦-  ^\'  =  О, 


«>► 


Г. 


м 


V 


Прннявъ  на  время  V^^,  Рщ  и  ш^  за  независимые  элеиевты,  можемъ 
услов1е  (779)  представить  такъ: 


1^6"  ]<^  ^:)  Ч"^  1  ^" N  ^с)  '"^( 


.У^  ш.  = 


(К 


И  ОНО  распадается  на  три: 


т 


и 


м 


в 


С807) 


3.  482.  Показать,  что  для  равповЬсхя  иа  вороге  Е13ГЖВ0,  чтобы  сила,  при 
ложовнаи  къ  рукоятк'Ь  и  перпеодвлуларнш!  къ  посм'Ьднеи^  тахгь  относвлась 
къ  подымаемому  грузу,  ка1гь  рад1усъ  поперечнаго  сЬчеаая  вала  относится  къ 
дл п п^  ру  иоятки. 

3.  4вЗ.  Состлвать  услои!»  равиов'Ьсш  лампы^  поди^шашю^  ва  крюк^  по- 
мощью твердаго  стсржйя,  оиаожеипаго  ушкомъ,  при  д^йствйт  каках'Ь-лпбо 
снлъ.  Для  р1ш1ен1а  нужно  принять  во  инимаше,  что  указанный  стержевъ 
км'Ьетъ  дв11  степени  свободы:  вращение  около  двухъ  гориэонтадьныхъ  осей, 
проходящихъ  черезъ  точку  касаи1я  ушка  стержня  к'ь  крюку. 

3.  484.  Р1\шит1.  предыдущую  задачу  »ъ  предположеош,  что  крюкъ,  ва  ко- 
торомъ  висит*!,  лампа  можегь  перем'кщаться  вдоль  горизонтальиой  балки. 

3.  485.  Винтовой  зажимъ,  у  котораго  парамотръ  вппта  равенъ  р,  паходится 
къ  равнов^спп  при  д'Ьиствги  иа  него  аары  сь  диввммъ  момевтомъ  ЛГ,  парал- 
лельны мъ  оси  ввита.  0пред11лить  давлен1е,  производимое  винтомъ. 

3.  488.  Горизонтальный  цидиидрическ1й  стержень  можотъ  вращатьеа  около 
иертикальноп  оси;  вдоль  него  скользить  безъ  трен1я  насаженное  на  него 
кольцо  съ  цилпцдрнчесвимъ  отнерстгемъ  такого  ше  дхаметра,  какъ  д1аметръ 
стержня.  Определить  число  сггепеней  с-вободы  и  составить  з^слошя  ра^иов^ЬсЁл. 

3.  487,  Точка  15<^,  Т|о,  Со)  твердаго  ткла  принуждена  оставатьсл  на  шаровой 
„оввр.ности  у^^,^г,._^^а 

Составить  усдов1я  ра8Новйс!я  твердаго  т^ла. 

3.  488,  Твердый  шарь,  радгусъ  котораго  г,  прикасаетса  безъ  тревтя  к'ь 
двутлъ  неподвижяымъ  шарамъ: 

Составить  условхя  его  равноп*с1я. 

п.  Со]|оуъ,— ОсиоРА1г1д  теор«т,  «еАдникм,  80 
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3.  489.  Дв'Ь  точки  твердаго  ткла  принуждены  оставаться  на  неподвижной 
плоскости.  Составить  условхя  равнов^с1я. 

3.  490.  Какой  общ1Й  видь  им'Ьютъ  услов1Я  равнов'кс1я  твердаго  т^ла  съ  одною 
степенью  свободы?  Отв.:  Если  пять  условхй  связей  составлены  въ  вид^  (791), 
то  условхе  равнов'^с1я  выражается  равенствомъ  нулю  определителя  шестого 
порядка,  пятью  строками  котораго  служатъ  коэффищенты  въ  условхяхъ  связей, 
а  шестою  строкою  статическ1е  элементы  (780). 

ПримФнен1е  принципа  вовможныхъ  перемФщешй  къ  твер- 
дому тфду  безъ  составден1а  общихъ  аналитичесвихъ  усдо- 

В1Й  равновФ01Я. 

489.  Общ1Я  соображен1я.  Очень  часто,  по  услов1ямъ  задачи,  бываетъ 
неудобно,  составляя  услов1я  равнов-Ьсхя,  додать  11риведен1е  силъ  къ  си- 
стем*  Декартовыхъ  прямоугодьныхъ  коордннатныхъ  осей;  въ  такихъ  слу- 
чаяхъ  принципъ  возможныхъ  перем'кщенхй  можетъ  оказать  большую  услугу. 
А  именно,  для  отыскан1я  зависимостей  между  силами,  какъ  вн'Ьшними. 
такъ  и  сопротивлен1ями,  оказывается  иногда  удобн-ке  определять  сумму 
элементарныхъ  работъ  не  относительно  поступательныхъ  перем^щетй 
вдоль  коордннатныхъ  осей  или  вращательныхъ  перем-ЬщенШ  около  этихъ 
осей,  а  относительно  другихъ,  бол-Ье  сложныхъ  и  конечно  также  возмож- 
ныхъ перем-ЬщенШ.  Давая  гЬлу  н-Ьсколько  такихъ  перем^Ьщетй,  притомъ 
независимыхъ  между  собою,  т.  е.  такихъ,  что  ни  одно  изъ  нихъ 
не  можетъ  быть  составлено  изъ  остальныхъ,  и  применяя  каждый 
разъ  принципъ  возможныхъ  перем^щенШ.  мы  и  получимъ  н-Ьсколько  за- 
висимостей между  силами.  Этотъ  пр1емъ  особенно  удобенъ  въ  гЬхъ  слу- 
чаяхъ,  когда  не  требуется  решать  вопроса  о  томъ,  существуетъ  ли  равно- 
в*с1е  или  н-Ьтъ,  а  нужно  лишь,  зная,  что  равнов*с!е  существуетъ,  отыскать 
зависимости  между  н-Ькоторыми  изъ  силъ:  тогда  можно  бываетъ  часто 
подыскать  такое  возможное  перем'Ьщен1е  твердаго  т*ла,  что  въ  выражеше 
суммы  элементарныхъ  работъ  войдутъ  лишь  силы,  иодлежап11я  разсмотр-Ь- 
шю,  а  работы  остальныхъ  силъ  будутъ  равны  нулю.  Примкнете  этого 
разсужден1я  будетъ  показано  на  второмъ  изъ  сл1кдующихъ  ниже  прим*- 
ровъ  (§  491);  первый  же  прим^ръ  относится  къ  составлешго  полнаго  числа 
усювШ  равнов-Ьсхя. 

490.  Прин-Ьръ  на  составден1е  подиаго  чисю  усдовМ  равиогкЫя.  Зада- 
ча 491.  Балка  длины  /  упирается  концомъ  Л  въ  вертикальную  сгЬну 
(фиг.  200)  и  кром!»  того  дмЬетъ  опору  на  горизонтальномъ  ребр*  С  дру- 
гой ст1.ны  въ  разстоянш  с  отъ  первой;  на  другомъ  конц*  В  балки  при- 
в^^шанъ  грузъ  Р.  Двпжен1е  балки  возможно  только  въ  вертикальной  пло- 
скости, перпендикулярной  къ  плоскостямъ  обЬихъ  сгЬнъ.  Определить  уело- 
в1я  равнов1.с1я  оалки,  пренебрегая  ея  собственнымъ  в-Ьсомъ  и  трешемъ 
В1.  точкахъ  опоры. 

РЬп1ен1е.    11оложен1е    балкп    будемъ   определять  длиною  АС  =  х,  а 
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§  490,  ф.  808. 


Фаг.  20Г|. 


высоту  ТОЧКИ  В  надъ  точкою  С  означшгь  черезъ  у.  При  отсутсипн  тре- 
шя  еопротивлон!»^  Л^!  ьъ  точкЛ  А  нормально  къ  сНн!.,  а  соиротнш1ен1е  Л^, 
пъ  то1К'^  с  периондикулйрно  къ  АВ, 
Въ  данномъ  случа-Ь,  соответственно  съ 
чнсломъ  степеней  свободы,  мы  должны 
написать  три  условия  равн01гЬс1я»  а  д.1я 
этого  разсмотр1»ть  трн  возможныхъ  пе- 
рехгЬщешя  твсфдаго  гЬла,  независи- 
мы хъ  между  собою.  Для  гУа  воз- 
можно  между  нрочимъ  такое  перомЬ- 
щен1е,  при  которомъ  точка  А  сколь- 
зить вдоль  ст1>ньи  а  балка  остается 
постоянно  въ  соприкосвовенш  съ  опо- 
рою С.   Элементарная   работа  сопроти- 

Ш1ен1Й  Л^,  и  Л^э  при  такомъ  перемете  иш  равна  нулю,  нотому-что  8ти  силы 
периевдикулярны  къ  иерем1,шон1Ямъ  ихъ  точекъ  црйложен1я*  Для  первой 
силы  это  очевидно,  а  для  второй  силы  это  следуе!^*  изъ  того,  'гго  было 
сказано  въ  §  483  относительно  перем-Ьщенгя  поверхности  по  поверхности. 
Итакъ,  у  васъ  остаетсд  только  работа  силы  Р; 

Ьр  =  Р.  ВВ\  С08  (ВВ\  Р)  =  -  Р.  01/. 

Начало  возможныхъ  перем*щен1Й  требуетъ:  Р  3^/  =  О  или 

оу  =  0.  (808) 

Это  показываетъ,  что  въ  с-туча'Ь  равнов1>с1я  балка  должна  находитьсл  въ 
такомъ  положен1н,  чтобы  при  указанномъ  безконечно-маломъ  перемЬпшши 
точка  В  перемЬп^алась  въ  горизонтальномъ  направ,1ен1н.  Посмотримъ,  ка- 
кое значете  должно  для  этого  им^Ьть  л?.  Изъ  ш)доб1я  треугольниковъ  А  ЕС 
п  ВВС: 


отсюда 


и  = 


ом  — 


(1~лг)  У^  — 1 


8йг. 


Такъ  какъ  знаменатель  не  можетъ  обратиться  въ  безконечность.  то  для 
удовлетвореи]я  требовандо  (808)  необходимо: 

{1с*  —  х")  йг  =  0. 

Но  5^1:  только  тогда  можетъ  быть  равно  нулю  (мля,  вЬрЕ^е,  безконечно- 
мадымъ  высшаго  порядка),  когда  балка  нмкетъ  горизонтальное  положен1е, 
которое  очевидно  не  есть  яоложенге  равнов11с1я;  поэтому 


к^ 


а-»  =  О. 


откуда 


X  =  |/  /с^ 


30' 


—  ч^  — 

Таипгь  ооразо1гь  яай1*!гжо  1'^20жеЕ:-г  разнозйс1я  оа^зж.  Ли  ог^е- 
х^гешя  ':о  ^ротЕВ^ен^й  агь  тоткагь  ■:::-:&ы  х^лугь  оалй  дза  дртгяхь 
з^^:^xожаьгIЪ  И'^^ж^.п^гшл:  гг-^пузлт'г^ьяое  ваерхъ  ж  аосттпат^лья:^  зю^ь 
газгой:  -га!»?-  Пт.пъ  чтхетъ  ^^  2грз1:е  2зъ  зткхь  и^грежйатежИ:  прж  зежъ: 

1.Г  =  0.     /^г  =  ^1  'С^  ♦  Л'^,  ^1  -'^у  =  Л\  -  ^.     Л»  =  —  ^^  ^у: 

.то  за^а^7  31>31юашыгь  И'^реж^шекИ: 


г 


1 


;''='"|  7 


Пря  йггороть  ж:згь  жазванныхъ  иерезгЪшен!!.  равнохъ  ^^^г 

Г.,  =  -  У  .  'лг.     Лт,  =  О.     Лэ  =  Р  «*  |Р.  ?Х1  гх  =  —  Р  ^ 

.7 .  Е^ч^^п  во:1можньлъ  11ереу1шеЕ11: 


|л-, ;-.'--) 


' ''-'"» 1,. 


глхуда 


.\.  =  А>»''-^  =  Р^ /''-*' 


С 


Г^ 


И.гь  рч.;<:хотр1вЕЬАХТ.  треть  перем1шен1д  хожеть  быть  составлено  всякое 
1^йерт<А'  йъ  л-1о«:кости  двихен1я:  позт»:'Мт  1фпх^неше  принонда  возмож- 
ныхг  :>р»'кгш*:шй  къ  какожу-дибо  новому  сереж^шетю  не  даю  бы  тже 

^^и^^лк^^г^'^  иоиаго  р^-зул;*тата. 


491.  ПржуЦгъ  на  о■реА^^еше  1дисм«ти  вешлу  оиии  <езъ  мета- 
меим  яодяаго  Ч0е;а  уелошй  равамксга.  Задача  492,  о  вяфшифмаъ  аед- 
•1с1«  Ьифидяря;^жъ  гюдккомъ  называется  связь^  состоящая  въ  тожъ,  что 
тяжело*:  г?ло  [10М0ШЫГ1  двтхъ  нерастяхнжыхъ  нитей  по1в1шано  къ  двтжъ 
н*  у.олну.жничъ  то^камъ.  Мы  буд^;жъ  предполагать,  что  г1ло  ижкеть  видь 
•»лН;\>^,'ЛЯ'лго  г:ри:$мг1ткчес1:аго  стержня  ОН  (фпг.  207).  что  точки  Л  и  А' 
укрьГгл^'Я1я  яит'-й  находятся  на  нежь  на  равныхъ  разстояшяхъ  :*  отъ  его 
ср^гдлнм.  410  длины  /  ннтей  равны  н  что  эти  нити  укр^п^ены  въ  точ- 
у^хъ  С  и  с  цл  одинаковой  высогЬ.  ВсхЬдств1е  этого  стержень,  при  д*й- 
•:тв1И  аной  только  «:илы  тяжеста.  принижаегь  въ  подожешн  равнов'к1я 
горизонта-тьно*'  положен!*'. 

Тр»гб;':тся  оп1>*/д1>лить  положен1е  равнов^с1я^  когда  стержень  выведенъ 


—   469   — 


§45Ь  Ф-  810. 


изъ  своего   естественваго   положеп1я   парою  силъ,  моневтъ  Б01Х)рой,  М, 
иагЬетъ  вертикальное  направлен!?. 

Р'Ьшен1е    Стержень  им11егь  здЬсь  четыре  степени  свободы,  такт,  какъ 
двнжен11'  его  ограничено  услот"ямп,  птобы  дв1^  точки  его,  Л  и  А\  остава- 


Фиг.  207, 

дксь  на  поверхностяхъ  двухъ  шаровъ,  им1ьющихъ  сбоине  цевтраш!  точки 
Си  С\  а  рад1усамй  длину  нитей;  а  эти  услов1я  выражаются  двумя  урав- 
нен1ямн  для  1Юординатъ  точекъ  А  и  А\  Бе11Я  ось  (х)  по  пря^шй  СС\ 
нгтио  коордииатъ  въ  средин!»  отрезка  СС\  ось  (г)  вертикально  вверхъ, 
полагая  СС*=2с  и  означая  черезъ  {ж,  у,  в)  и  {х\р\е*)  коорд1Гйаты  то- 
чекъ  А  и  А\  \\мЫ*т.  уелов1Я: 


(л:  — с)'Н-//М    г'=  Р,    I 


(йр'-нсГ  ч-У 


Р.   I 


(809) 


Отклоневное  парою  М  110Л0Жбв1е  равнов'Ьсгя  будетъ  таково,  что  стержень 

останется  горизонтальным^*,  а  средина  его  Е^^  подымется  вертикально 
вверхъ  н  заиметь  пололсен1е  Е.  Нтакъ»  хотя  стержень  им-Ьетъ  четыре 
степени  свободы,  но  ири  данныхъ  услов1яхъ  совершаетъ  определенное 
винтовое  движен1е,  разсмотр'Ьнгемъ  котораго  и  можно  ограничиться,  желая 
вывести  зависимость  между  М  и  а^  гдЬ  а  уголъ  отклонеюя.  ПреоСфазуемъ 
услов1я  ^^()9).  подставнвъ  туда 

х'^  —  8  со8Л^    У  ^=  —  ^  тп  а. 

Если  принять  еще  во  вннманк\  что  г'  :=  ^,  то  оба  условия  дадутъ  одну 
и  ту  же  зависимость: 

я*  Ч-  с^  — 2  8с  С05  а  =  Р  —  2'^  (ею) 

Чтобы   применить   начало   возможныхъ   перомещенШ,  нужно  представить 
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себ'Ь,  что  стержень,  выходя  изъ  того  положешя  равнов^ск  АА\  которое 
онъ  им'Ьетъ  при  д'Ьйствш  пары  3/,  полуадлъ  безконечно-малое  винтовое 
перем-Ьщенхе^  определяемое  вар1ащями  ба  и  Ьг,  Эти  вар1ац1и  связаны 
между  собою,  по  формул1^  (810),  зависимостью: 


5С  5гп  а  .  оа  = 


г  0^. 


(811) 


Такъ  какъ  работа  силы  тяжести  равна  —  Р.  6^,  гд*  Р  в-Ьсъ  стержня,  а 
работа  пары  равна  М  За,  то  по  принципу  возможныхъ  перемЬщетй: 


откуда,  при  услов1и  (811): 


Ж  За  —  Р  6^  =  О, 


М  згпа 

-^  =  8С . 

Р  2! 


а  это,  на  основанш  зависимости  (810)  даетъ: 

Р  8С  згпа 


М  = 


\/Р 


2  8С  С08  а 


Эта   формула   позволяетъ   определить  скручивающШ   моментъ  М,   если 
уголь  а  найденъ  изъ  наблюденШ. 

3.  493.  На  горизонтальной  плоскости  покоится  однородное  т^о,  состоящее 
(фиг.  208)  изъ  половины  прямого  кругового  цилиндра,  отс:Ьчениаго  плоскостью, 

проходящею  черезъ  его  ось,  и  изъ  прилегающей 
къ  нему  четырехгранной  прямоугольной  призмы, 
одна  грань  которой  совпадаетъ  съ  плоскостью  сЬ- 
чен1я  цилиндра.  Показать,  что  то  положехйе  тЬла, 
при  которомъ  прямая  С 'С,  соединяющая  центры 
массъ  об'Ьпхъ  его  составныхъ  частей  вертикальна, 
есть  положен1е  равнов^с1я  и  определить  пред-^лъ 
для  высоты  к  призмы,  до  котораго  равнов:Ьс1е  всего 
т-Ьла  остается  устойчивымъ.  Р4ш.:  Нужно  изсл-Ь- 
довать  двпжен1е  центра  массы  всего  тЬла;  онъ 
описываетъ  трохоиду  (§  126),  касательная  которой 
въ  центре  массы,  при  положен1и  равновЪс1я,  должна 
по  началу  возмояшыхъ  перемещен1й  быть  горизон- 
тальна. Для  устойчивости  равнов^схя  нужно,  чтобы  въ  этой  точкЬ  трохоида 
была  обращена  своею  выпуклостью  внизъ,  а  для  этого  центръ  массы  всего 
т-Ьла  долженъ  находиться  къ  полуокружности  поперечнаго  сечен1я  цилиндра 
ближе,  ч-Ьмъ  центръ  посл-Ьдией. 

3.  494.  Стержень  подв-Ьшанъ  на  двухъ  нитяхъ  неравной  длины.  Указать 
услов1е  для  его  положен1я  равнов^схн.  Отв.:  Центръ  массы  стержня  и  мгно- 
венный центръ  въ  его  движен1и,  опред^шяющШся  какъ  точка  пересечен1я  про- 
должен1я  нитей,  должны  находиться  на  одной  вертикали. 


:||11!1Л1|!1!1!1!'' 

Фиг.  208. 
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ГЛАВА    XVII. 

Принципъ  возможныхъ  первм1ЬщвН1й  въ  етатик* 
изм'Ьняемой  системы  матер1альныхъ  точекъ* 

Принципа  возможныхъ  перем^щенхй  для  системы 
твердыхъ  тйдъ, 

492.  Предполагаемые  вшду   иам^няемыхъ  оистемъ.  Въ  §§  471  и  472 

были  указаны  два  пути  д.]я  уст;шовлен1я  приндцда  возможныхъ  иерем^- 
щенхй;  мы  избрали  второй  путь,  состоящ1й  въ  томъ,  пто  мы  ирнннмаемъ 
этотъ  црянципъ  какъ  такое  основное  положеше,  которое  не  можетъ  быть 
доказано  т  всей  строгости  и  полногЬ,  независимо  оп,  вида  связей  между 
точками  системы,  иослЬдовятельао  разсматрииаемъ  его,  идя  птъ  про- 
сгЬйшихъ  случаенъ  къ  бол'Ье  сложнымъ,  и  цостепенно  у61ждае11ся  въ  его 
примЬннмостн  ко  вс'Ьмъ  случаямъ.  как1е  могуп»  намъ  гдЬ-либо  нредста- 
нитьгл.  Следуя  по  этому  пути  дальше,  мы  н  1*азсмотримъ  теперь  прин- 
ципъ возможныхъ  аерем'Ьщен1Й  для  такой  системы  материал ьныхъ  точекъ, 
въ  которой  разстоян1я  между  точками  могутъ  изменяться.  При  этомъ  мы 
будемъ  различать  два  случая:  1)  когда  существуют!*  отхЬльныя  группы 
точекъ,  изъ  которыхъ  въ  каждой  разстоян1я  между  точками  не  могугь 
изменяться,  а  могутъ  изменяться  только  разстояшя  между  точками  раз- 
.1ичныхъ  группъ;  2)  когда,  ио  услов1ямъ  связей,  могутъ  из^гЬняться  раз- 
СТ0ЯН1Я  и  между  отдельными  точками  системы,  Къ  нервому  изъ  этихъ 
случаевъ,  къ  которому  относится  система  нЬсколькихъ  твердыхъ  г1|Л..  обр^а- 
зующихъ,  наприм'Ьръ,  какой-нибудь  иеханнзмъ,  мы  теперь  н  перейдемъ, 
какъ  къ  случаю  ближе  стоящему  къ  изложенному  въ  предыдущей  главЬ. 

493,  Работа  сопротивлешй  связей  въ  систем*  твердыхъ  гЬлъ,  Связи, 
ограничивашпия  движение  такой  системы,  могут1>  быть  двухъ  родовъ:  Ш1И 
только  гЬла,  составляющш  систему,  связаны  какъ-либо  между  собою,  или 
движете  ихъ  ограничено  также  присутств1емъ  ностороннихъ  системъ  тЬлъ. 
Относительно  связей  послЬдняго  рода  вопросъ  разсматривался  уже  въ 
§  483.  Тамъ  было  показано,  что,  если  отсутствуетъ  треше,  то  сумма  ра- 
ботъ  всЬхъ  сопротивленШ,  которыя  оказываютъ  преграды,  равна  нулю 
при  вс^комъ  возможномъ  перем'Ьщен1и  твердаго  гЬла  *).  Покажемъ  те- 
перь, что  это  остается  в^рнымъ  и  относительно  связей,  существуюп1ихт» 
между  т'Ьлами  системы.  При  этомъ  мы  разсмотримъ  лишь  т*  случаи,  ко- 


^)  Мы  з'словшись  узке  раньше  ис1«лючятъ  нзъ  разсмотр1>и1а  связп  не  у  дер- 
жпвающ1Я^  т.  е.  так1я,  д:Ьйств1в  которыхъ  при  и^^которыхъ  перем^щен!яхъ 
тЪяа  прекращается  н  которые  вводятъ  нерадеяства  въ  выражен1е  прнвцкпА 
воаиожннхъ  переыЬщенШ. 
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торые  могутъ  на  практик-Ь  чаще  всего  встр'Ьтиться.  ВсЬ  же  друпе,  зд'Ьсь 
не  упоминаемые  случаи  могли  бы  быть  разобраны  аналогичнымъ  образомъ 

1)  Два  твердыхъ  гЬла  а?  и  5'  данной  системы,  находясь  оба  въ  дви- 
жен1и,  касаются  другь-друга  постоянно  въ  одной  и  той  же  точкЬ  М^: 
такъ-что  между  ними  не  происходить  ни  скольжен1я,  ни  каташя.  Взаимныя 
сопротивлен1я  Р  и  Р'  этихъ  т'Ьлъ,  будучи  равны,  прямо  противуположны 
и  приложены  въ  общей  обоимъ  гЬламъ  точк'Ь,  даютъ  работы  численно 
равный,  но  противупсложныхъ  знаковъ,  какое  бы  псрем-Ьщеше  ]\I^М  эта 
точка,  всл'Ьдств1е  перем'Ьщен1я  обоихъ  гЬлъ,  ни  совершала.  А  потому  сумма 
работъ  этихъ  сопротивленШ  равна  нулю. 

2)  Предположимъ,  что  при  возможности  одновременнаго  перем'Ьщетя 
обоихъ  гЬлъ   одно   изъ  нихъ  скользить  по  другому  безъ  трен1я.  Теперь 

точки  Л/о  и  Жд',  у  обоихъ  гЬлъ  совпа- 
давш1я,  получаютъ  различный  перем*ще- 
н1я,  М^М  и  М^М'  (фиг.  209).  Разложимъ 
второе  изъ  этихъ  перем^щешй  на  два: 


М^М'  =  М^М  н-  ММ\ 

Такъ    какъ    работа  относительно  какого 
либо  перем'Ьщен1я    равна    алгебраической 
сумм*  работъ  относительно  составляющихъ 
перем'Ьщешй,  то 

I^р^   =   I^  р*    Ч-    1^  Р*  >^ 

гд*   первый  членъ   представляетъ  работу 
силы  Р'  относительно  перем4щен1я  М^М. 

а   второй   членъ   работу   той  же   силы  относительно  перевгЬщен1я  ММ\ 

Итакъ 

I^Р   -Л"    Хр'    ^    1^Р  — |—   1^  р'    -\-    1*  р'\ 

НО,  согласно  разсмотр-Ьнному  выше  случаю  1): 

Хр  -ь  Х'р'  =  0; 

а  съ  другой  стороны  и 

XV'  =  О, 

такъ  какъ  это  есть  работа  при  скольжен1и  гЬла  5'  по  5  въ  предположе- 
н1и,  что  5  остается  неподвижнымъ.  Поэтому  и  теперь  сумма  работъ  обоихъ 
сопротивлешй  равна  нулю. 

3)  Пусть  гЬло  5'  можетъ  одновременно  и  скользить  и  катиться  по 
гЬлу  ^8.  находящемуся  въ  движен1и.  Разлагая,  подобно  предыдущему,  пе- 
рем1)Щеше  гЬла  5'  на  два  такнхъ,  чтобы  при  первомъ  изъ  нихъ  точка 
касан1я  обоихъ  гЬлъ  сохранялась  и  при  этомъ  гЬло  5  приходило  въ  свое 
надлежап^ее  положен1е,  а  при  второмъ  перем'Ьщешй  гЬло  ^'  катилось  бы 
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И  скользило  по  гк1у  *^',  остающемуся  уже  при  атомъ  неиодвижнымъ,  А1Ы 
находимъ,  что  при  порвомъ  перем*щен1и  сумма  работъ  обоихъ  сопротн- 
влеиШ  равна  нулю  согл^юно  случаю  1),  ^^  пр^^  второкъ  псрем]ицеаи1  ра- 
бота со11ропшл1'а1Я,  оказывасмаго  тйломъ  5'  на  г1ло  *Ь",  равна  нулк^  на 
осяовани!  того,  что  было  объ  этомъ  сказано  въ  §  483.  Такимъ  ооразомъ 
и  теперь  сумма  работъ  обоихъ  сопротивленШ  равна  ну-о*. 

ТТодобиымъ  оиразомъ  могутъ  быть  разсмотр[»ны  н  воЬ  друп'е  случаи, 
анаюгнчные  елучаямъ  §  483  н  отлпчающ1еся  огь  посл1>днихъ  лишь  т^мъ. 
что  оба  {фикасаюпиеся  другъ  къ  другу  т1зла  одновременно  находятся  въ 
движен1и. 

494.  Принципъ  еозмошныхъ  перемещений  для  системы  твердыхъ  тЬлъ. 

Предположим^,  что  эта  система  находится  въ  1К1ВНовЬс1И,  и  выдЬлпмъ  одно 
изъ  гКлъ  системы,  А'.,  удалнвъ  для  этого  дЬйствуюиря  на  него  связи,  ни 
црисоеднинвъ  взамЬнъ  этого  къ  внЬпзннмъ  снламъ  Р^,  1*"/, . . . ,  дЬйствую- 
щимъ  на  это  тФ,ло,  новъш  силы  Р,.  Р/, ...,  способныя  поддержать  равно- 
В'к1е  и  сл'Ьдовательно  опред1;ляющ1Я  собою  д^йств1е  устраненныхъ  связей. 
Мы  им^емъ  такимъ  образонъ  свободное  твердое  тЬло,  находящееся  въ 
равнов^С1П  при  д11Й€Тв1н  силъ  Р^^Р^\,,..  Р^,Р/,,».  По  началу  возмож- 
ныхъ  перем^щешй: 


То  же  самое  мы  иайдемъ  и  для  друглхъ  т1^лъ  системы;  а  поэтому,  въ  слу- 
чае равнов1|С1я  этой  системы,  сумма  работъ  всЬхъ  силъ,  какъ  вн-Ьшнихъ, 
такъ  п  соггротив.1ей1й  вс1;хъ  связей,  относительно  всякихъ  перемКщенШ 
равна  нулю,  т.  е. 

Е  (^Ьр)  Ч-  I  ГЕХр)  =  0.  (812) 

Поожемъ,  что  это  услов1е  равнов!  ^чя  нетолько  необходимое,  но  и  доста- 
точное, если  оно  выполняется  для  гигЬхъ  возможныхъ  для  системы 
1геремЬщен1й.  Если  бы  равновЬс1я  не  было,  то  система  твердыхъ  гЬлъ 
прппгла  бы  въ  двнжеяк»  и  различный  тпчни  системы  получили  бы  пере- 
м1;щен1я,  принадлежащая  конечно  къ  чиа1у  возможныхъ.  Очевидно,  »гго 
'можно  было  бы  воспрепятствовать  перемЬщбН1ю  о.^.  кащдой  гакой  точки  Л/., 
приложнвъ  къ  ней  н'Ькоторую  силу  у^,  прямо  п|ютннуположную  этому  не* 
ремЬщен1ю.  Возстановивъ  такимъ  образомъ  равнов1зс1е,  мы  могли  бы  по 
доказанному  выше  наппсать,  что 

>:  (Х  /^0  -ь  Е  (Х  /.р)  ч-  1 1.д  ^  О 

при  вс/Ьхъ  возможныхъ  перем1аден1яхъ,  а  поэтому  также  и  при  томъ,  ко- 
торое произошло  бы»  если  бы  силы  ^^  не  были  приложены.  Но  вместо 
этого,  на  основан1н  услов1я  (812),  можно  напйсать: 


-     474    -- 

II   11)11111  {.III!  1ГЛ1.И1-  1. 1    миШ'Ч.лл;! НИ' «мх    чап'нош}   11г)м'М'1.шгн1й>: 
V.  ■'•V        V.  '-ч  —  <«'.  '^•\  —  ...  =  (). 

ц»,   -       .1        ц*.    _^   п,  .     .   у    =   о.   . 
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ИмЬя  это  въ  виду,  мы  будемъ  себ*  представлять,  что  къ  двумъ  1Ч)П- 
камъ  ^^^^  и  З/з  двухъ  различныхъ  членовъ  механизма  приложены  двЬ 
СИЛ1.1,  Р^  и  Ь\,  удержнваюгшя  вс»)  систему  въ  равеовЬсги.  Зная  по  кд- 
нематическимъ  свойствамь  механизма,  въ  какомъ  отношенш  находятся 
и  какъ  направлены  безконечно  ыалыя  лерем*Ьшен1я  Ц  и  &|  нли  все- 
равнп  скорости  г^  л  е^  точекъ  3/,  и  М,^,  легко  найти  соотношеше  между 
силами.  По  началу  возможныхъ  ПрремЬщенШ: 


или 


1*"^  ад^  сон  {}\,  ^8^)  н-  }*\  и8^  сов  (Р^,  &,)  :=  О 
Р^  |'|  С08  (Р^,  г\)  -н  ^'з  «?,  С08  (1^21  *^э)  =  0. 


(814) 


(Отсюда  заключаелъ,  что  величин!.!  силъ  обратно  пропорд!Ональны  проек- 
шямъ  на  нихъ  скоростей  ихъ  гочекъ  11рнложев!'я.  Эта  зависимость  была 
установлена  Стевииомъ  и  Гал!1леемъ,  изъ  которыхъ  посл'Ьдн1й  выра- 
жалъ  ее  словами:  То,  что  выигрывается  въ  сил'Ь,  теряется  въ  скорости  *)> 
Мы  говорили  зд1;сь  объ  услов1ЯХЪ  равнов1>с1я,  между  гКмъ  какъ  обыкно 
венно  механизмы  разсматриваются  находя!1Щмнся  въ  состоян1и  движен1я, 
Мы  увидииъ  одна!%о  же  въ  сл-Ьдуюп^еЙ  главк,  что  еа1н  движен1е  системы 
«установившееся»,  т.  е.  если  оно  совершается  такъ,  какъ  бщ  оно  совер- 
шалось по  инерц[и  при  отсутст»1И  всякихъ  «вредныхъ  сопротинлен1й*^.  то 
тогда  вс'Ь  ириложенныя  къ  ней  силы  во  всякомъ  иоложеи1и  системы  на- 
ходятся въ  равмо81>.с1н:  гакъ-что  и  зд'Ьсь  оринцииъ  возможныхъ  иеремЬ- 
шенШ  остается  примкннмымъ. 

496.    Прим%ры,    пояс1<11101Ц1е   сказанное.   Задача   этого    параграфа   со- 
держап>    н'ЬсколЫ|0    иросг^.вшихъ  11рилол;еи1Й  предыдущихъ  разсуждешй 

3.  495,  Раэнов^сге  клина,  Предста- 
вямъ  себ-Ь  клннъ  ^8'  въ  вид'Ь  призмы  съ 
попервчнымъ  с^^ленхемъ,  им-Ьющаыъ  фор- 
му 1]ра1к[оугольн&го  треугольника  КЬМ 
(фиг.  210),  обращенной  своимъ  острымъ 
ребромъ  вявэъ  и  пом-кщенной  между  двумя 
горяаоитальвымн  брусками,  пзъ  которыхъ 
одпиъ,  арпмыкающш  }сь  вертшсвяьоому 
ватету  треугольника,  пеподвнжеяъ,  а  ДРУ- 
гой  6*'  мозкетъ  переи-Ьщаться  го  ризой- 
тальво  и  прижимается  къ  прлзм^  вв'^ш- 
аею,  д-кйствующею  горпзоитальио  силою  1*^,. 
Треп1емъ  будемъ  преаебрегать.  На  верх- 
июк>  грань  клина  дМствуегь  сила  ^^,  наг 
правлеишкя  вертикально  в нп^ъ.  Требуется 
опред'Ьлить  огношен1е  межд^^^  силамя  1^^ 
и  /•  5^  необходимое  для  раипов'Ьсхи  си<^гемы,  состоящей  изъ  тклъ  В  я  *'^'*-  Р'лгад^г 
При  оауснав1И  кдинн  винаъ  на  исч^ичину  аутя  б/в,  горизонтальный  брусь  о-^о* 


Фиг.  210. 


')  в-  ОаШе!.  В1всог»1  е  аешо118*гац21оп1  1п1огпо  а  Лив  хшоуе  втеп«е. 
4^иап^о  &1  диаг(1ад11а  с11  Гогга,  (ап^о  рег(18Г81  Ш  Vв1ос^^Ь>* 


476   — 


Л 


двигается  вправо^  проходя  путь  о^^,  который  такъ  относится  въ  05},  вакъ  осно- 
ван1е  треугольника  К1^  относится  къ  его  высоте  КМ:  поэтому 

0*1  =  6*2 .  ^9  7» 
гдЬ  -у  уголъ  при  остромъ  ребр^  клина.  Теперь 

Хл  =  —  -^1  ^«1^    -^л  =  -^^2  8*2; 

следовательно  по  началу  возможвыхъ  переи-ЬщенШ  (или  по  принципу  Стевина 
и  Галилея): 

3.  496.  Равнов'Ьс1е  шарнирнаго  четырехсторонника.  На  двухъ  параллель- 
ныхъ  осяхъ  О^  и  0^  (фиг.  211)  насажены  рукоятки  длины  7,  и  /3,  соедивенныя 

между  собою  стержнемъ  а,  который  пер- 
пендикуляренъ  къ  осямъ  и  им-^еть  на  вон- 
цахъ  оси  Л]  и  ^3)  который  параллельны 
осямъ  О]  и  О,  и  помощью  которыхъ  онъ 
можетъ  им-Ьть  вращеп1я  около  каждой  изъ 
рукоятокъ.  На  концахъ  рукоятокъ  прило- 
жены силы  2^2  и  Ь\^  остающ1яся  при  вся- 
комъ  положен1и  рукоятокъ  перпендику- 
лярными къ  посл^днимъ.  Пренебрегая  в-к- 
сомъ  членовъ  системы,  определить  поло- 
жен1е  ея  равновесхя.  Р^ш.:  Въ  задаче  117 
было  показано,  что  угловыя  скорости  ру> 
коятокъ  въ  какомъ-нибудь  положен1я  си- 
стемы относятся  обратно  вакъ  перпендиву- 
.1яры  0,В,  и  О2Б2,  опущенные  изъточекъ  О,  и  С^д  "^  прямую  А^Л^у  поэтоиу  пе- 
рем^щенгя  ов,  и  6«.^  точекъ  приложен1я  силъ  1*^  и  Р^  находятся  въ  отношен1и: 

0^1  7,0)1  1х  ■  ОаВд 

Тогда  для  равнов^с1я  не- 
обходимо, чтобы 


Фиг.  211. 


А 


О 


д 


1С 


1^ 


Д 


Е 


Фиг.  212. 


О 


АН 


Р 


т.  е.  разстояв1Я  точекъ 
О,  и  О,  отъ  прямой  Л^А^ 
да1жвы  быть  пропор1ио- 
н  а  льны  моментамъ  дан- 
ныхъ  силъ  относительно 
соотвЬтственныхъ  осей 
вращен1я. 

3.  497.  Равиов'Ьс1е  на 
в-Ьсахъ  Квинтенца  или 
десятичныхъ.  Эти  кЬсы 
состоять  въ  существенныхъ  частяхъ  изъ  рычага  АС  (фиг.  212\  вращающагося 
оволо  горизонтальной  оси  О  и  поддерживающаго  помощью  стержней  СБя  1>^, 
снабженныхъ  на  своихъ  концахъ  шарнирами,  дв'Ь  платформы  ЕН  и  РО,  изъ 
которыхъ  первая  опирается  на  неподвижное  ребро  Я.  а  вторая  на  ребро  О^ 
укр1^пленное    на    первой   платформ!^.  При  равнов'Ьс1И   в11С0въ  об^  платформы 
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приипмаютъ  горизонтальное  положен1е.  Бзв:Ьшиваеиов  огЬло  иожетъ  быть  по- 
ложено гд'Ь- нибудь  на  верхней  платформ'^,  а  гири  подвешиваются  въ  точ- 
к*  Л.  Определить  услов1я  равно лесхя.  Р-Ьш.:  Пусть  будетъ  Р  в^съ  гирь,  а 
^  в^съ  груза.  Когда  рычать  АС  поворачивается  на  безконечно-иалый  уголъ  80 
и  точка  Л  при  этомъ  опускается,  то  работа  силы  Р 

Ьр  =  Р.ОЛ.^Ь. 

Перемещеихе  точки  В,  центра  тяжести  взвЪшиваемаго  т^ла,  зависало  бы  отъ 
положеп1я  т1\ла  на  платформе,  еслибы  последняя  при  перемещении  не  остава- 
лась горизонтальною.  Для  сохраненхя  ея  горизонтальности  точки  ]Ри  (?  должны 
получать  одинаковыя  вертикальныя  перемещен1я.  Когда  в^сы  выходятъ  изъ 
положен1я  равновес1я,  то  безконечно-малыя  перемещен1я  этихъ  точекъ  соот- 
ветственно равны  перемещешямъ  точекъ  В  и  К^  где  К  проекц1я  точки  О  на 
прямую  ЕН-^  также  равны  между  собою  и  перемещен1я  точекъ  Е  ж  С.  Итак7»: 


вО'=КК' 
съ  другой  стороны: 

КК'  =  ЕЕ 


ЕЕ'=ВВ'  =  ОП.Щ 


КН  _  КН 

Ёы-^^   Ей' 


ВП'  =  СО' 


ОВ 
ОС' 


поэтому  должно  быть: 


ОВ  __  кн^ 

ОС  —  ЁН ' 
Если  это  услов1е  выполнено,  то 

ВВ'  =  вв'  =  ВВ'  =  ОВ .  88. 
и  следовательно 

ьд=  ^  д . вв=^—  (^ ,  ОВ .1Ь,  ^р  —  Р.Ал^  =  р,олль. 

Въ  случае  равповес1я  сумма  этихъ  работъ  равна  нулю;  поэтому 

^  -^  ОВ 
весы  будутъ  „десятичные",  если  отношепхе  ОА  къ  ОВ  равно  10. 

3.  498.  Равнов'Ьс1е  сложнаго  колеснаго  привода.    Пусть  система  состоитъ 
изъ  четырехъ    паръ   зубчатыхъ   колесъ  (фиг.  213),  вращающихся  около  четы- 


Фиг.  213. 

рехъ  паряллельныхъ   осей,  причемъ   большое  и  малое  колесо  на  каждой  осп 
соединены   между  собою  неизменнымч>   обравомъ.  По  касательной  къ  окру  ж- 
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110СТЯ  первого  большого  колеса  приложена  сила  Р,  а  по  касательной  къ  окруж- 
ности посл-Ьдняго  малаго  колеса  —  сила  (^.  Определить  условхе  равнов-Ъсхн, 
пренебрегая  тронхемъ  зубцовъ  и  трсн1емъ  на  осяхъ.  Пусть  будутъ  И^,  В.,.  1\,  7^, 
рад1усы  большпхъ,  а  г,,  г,,  г,,  7\  радхусы  малыхъ  колесъ.  Чтобы  найти  отноше- 
п1е  между  безкопечно-малыми  псрем*щен1ямп  АЛ'  и  ВВ'  точекъ  приложен1я 
данпыхъ  сплъ,  означпмъ  черезъ  о^?1,  б^^,  о.*з  перем-Ьщенхя  точекъ  (7,  Ь.  Ь\  въ  ко- 
торыхъ  происходятъ  давлен1я  зубцовъ  одного  колеса  на  зубцы  другого  колеса. 
Хотя  ра.чстояп1я  точки  касап1я  зубцовъ  отъ  соотвЪтственпыхъ  осей  вращенхя 
во  время  двпжен1я  зубчатыхъ  колесъ  изменяется,  но  эти  пзм-Ьнепхя  не  прс- 
восходятъ  высоты  зубцовъ,  и  ими  можно  пренебрегать  въ  сравненхи  съ  ра- 
дхусами  колесъ.  Поэтому  можно  написать: 


08ч 


, 

Го 


0^2 
б*. 


5^  ~77' 


откуда 


АА[_В^В^В^ 
ВВ'  ~~     г,г.,г^г. 


По  началу  возможныхъ  перемещенШ  Р,ЛА'  -  ^,ВВ^=^0,  й  поэтому 


С 


в,в,в,п. 


3.  499.  Найти  помощью  принципа  возможныхъ  перемещепп!  отпотенгя 
между  силами  на  полиспасте  (системе  сложи  ыхъ  блоковъ). 

Задача  500.  Показать,  что  въ  случа1;  равнов'Ьс1я  системы  матер1аль- 
ныхъ  точекъ  при  д-Ьйствп!  силы  тяжести  высота  центра  тяжести  (или 
центра  ма<:сы)  есть  максимумъ  или  мипимумъ  въ  сравнен1и  съ  смежными 
его  положешями.  Р4шен1е:  Работа  силы  тяжести  равна  произве- 
ден1ю  в'Ьса  всей  системы  на  проекц1ю  перем'Ьщен1Я  ея  центра 
тяжести  на  направлен1е  вертикально  внизъ.  А  именно,  если  ось  (^^) 
направить  внизъ,  то 

Е  X/»  =  2  тд  г;;  =  (/5 1 М1^  =  }^д  о^е-  (в1 5) 

По  принципу  возможныгь  перем'Ьщешй  для  равновЬсхя  необходимо,  чтобы 
ата  работа  равнялась  нулю,  т.  е.  о?^  =  О,  а  для  этого  нужно,  чтобы  ка- 
сательная къ  траектор1и   центра  тяжести 
въ  иоложеши  равнов'Ьс1я  системы  была  го- 
ризон1'альна. 

3.  Б01.  Четыре  тяжелыхъ  однородныхъ 
стержня  7,,  7о,  7з,  ^4  (фиг.  214)  соединены  по- 
сл-Кдовательно  шарнирами,  причемъ  крайн1е 
члены  своими  концами  подв-Ьшаны,  тоже  на 
шарнирахъ,  въ  двухъ  неподвижныхъ  точ- 
кахъ  0^  и  0._„  паходяидихся  на  одинаковой 
высоте.    Кром*]-»    того    предполагается. 


что 


Фиг.  214. 


/^^=/^,    ^а— /д    по   длин*  и   по  в-Ьсу,  и  прини- 


мается за  очевидное,  что  въ  положеши  равно- 

■схема  прлнпмаетъ  положен !е,  симметричное  относительно  вертикальной 

юходящеи  черезъ  средн111  шарпнръ.  ОпредЬлнть  углы  я,  п  я^-.  которые 

••■I»  равиов^*1я   стержни   ^^  и  7_.  образу ютъ-  съ  горизонтомъ.    Р*ш.: 

Т**  -^1  н  Рч  я*са  стержней  /^  и  /._,  и  я  разстоян1е  центра  мпссы  всей 
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еастеиы  оть  горизонтальной  прямоп  О^О,.  Прилагая  ч?еореиу  о  1глос1соствыхъ 
моментахъ,  можно  наппсать: 

2  (/^,  -+-  Ра)  «  =^  Л^  *•«  «1  Н-  Д  (2*1  «»я  «1  н-  /д  яьп  а^). 
Чтобы  8  было  ьсаксвмумъ  влн  мивимумъ  (задача  500),  необходимо: 

Съ  другой  стороны 

21,  со*  0(1  '+-  2/^  гт  а,  —  0^0,  (811) 

п  поэтому  ,     , 

11  зъ  этого  уравненга  и  взъ  уривнеп1л  (81в)  ваходимъ: 

Это  ураанен1е  вмести  съ  уравнен1вмъ  (817)  п  опрвд4ля«тъ  углы  а,  н  от,. 


Принцижъ  воаможныхъ  нерем'^^ щен1й  для  какой  нвбудь 
системы  матер1адьныхъ  точекъ. 

497.  Случай,  когда  принимаштся  во  вн14111ан1е  сопротивлен!»  св»зей*  Обра- 
щаясь ко  второму  виду  5ттер1альиых1.  топекъ  (§  11*2),  ризсмотримъ  прин- 
ципъ  возможны хъ  перем1щеа1Й  опять  съ  двухъ  стороаъ:  со  ыа1юч*?н1емъ 
сопротимешй  связей  и  безъ  со11ротивл1Ш1й;  причемъ  выяснен'ш  его  во  В1Ч)- 
ромъ  1'луча1*  опять  приведется  къ  тому,  1Тобы  показать,  что  сумна  ра- 
богъ  вс'Ьхъ  сопротнвденШ  связей  относительно  всЬхъ  возможныхъ  пере- 
м1яден[й  въ  отдЬльности  равна  нулю.  Мы  будем!»  при  этомъ  опять  пред- 
полагать, что  вс'Ь  связи  удорживаюпия.  т.  е.  что  ви  при  какихъ  перем*- 
Шен1яхъ  системы  дМствге  пхъ  не  прекращается. 

Итакъ,  покажемъ  сначала,  что  если  система  матер^альныхъ  точекъ  на- 
ходится въ  равновЬс1И,  то  сумма  работъ  вс^эХъ  силъ.  какъ  внЬтнихъ. 
та1гь  и  сопротивлешй,  равна  нулю  относительно  вс'Ьхъ  возможныхъ  пе- 
ремЬщен1й  системы.  Какую-либо  точку  Л/^  системы  можно  разсматриватъ 
какъ  свободную,  если,  удаливъ  ея  связи  съ  оста.1ЬНЫми  точками  системы, 
ввести  силы  Л^^,  Л;',...  который  могли  бы,  вм'ЬсгЬ  съ  д'Ьйствук»щеЙ  на  нее 
внЬпшей  силою  1"^^  удержать  ее  въ  положенш  равнов'Ьс1я.  Эти  силы  цред- 
сгавляютъ  собою  сопротивлен1я,  съ  которыми  дЬйствопали  на  точку  Ж, 
уда.!генныя  теперь  связи.  Согласно  показанному  д^ш  свободной  матер1аль- 
ной  точки  (§  173),  игЬемъ  въ  случае  равновЬсгя: 

Применяя  то  же  разсужден^е  къ  каждой  точк1^  системы  и  суммируя,  на- 
ходимъ  необходимое  условге  равнов4с1й: 


2:^г,'*-5:(2^'.у,)  =  о. 


(818) 


;1л»и   4..;*    *<-,   г^*и^    лпии-и    Г|*    п  лй1:аь"Н1*    :I1Н'ч♦^^:^    1пггд   :-^1*--'1Т1:п-5Ш1: 
^^^^ .   ':1.лл  >^  '',{ ^  111111111   а111тиг  псложныи  сг;   П'?1н«гши-лш!171.   3  •':- 

^/.  "-^    —  <Г.  "'^■^  —     -  ~  '>- 

ти(«слл/й<&.  .^(ингиКЬ'.т  ;л;<^  -^т'^'^'''^^'^'^^^^  ^  лаавита  кутала. 

44№.  С4уп«#,  «где»  М>№1  €т99ттмШ  чшвшЛ  роак  арн.  Г^гх^оь 
л-/;«<''г"'.1^  :'^^м(/.  0'ат'л'Г;к  .«<Л1{>«.^.'Я,  №.«»*  хх  ^гтжжт  ралотъ  аг&хь   :п1го»)тз- 

;|А/,«,  йг>4|#.  т,  '.'ггл4иск,г:г4  ^м  уг^го.  ллгь  ;1Т0  '^ылп  так  тжазаяо  зъ  ;;  472. 
./шг'.ти.мл";.    ,/)1;1.   ;|?Г14,.  лхи  Л1,т,^>игъ  Я1тр*>'К'П»  80  оджгь  ве  Егр&ацптъ 

г.х  /м*гяГ'.  и.г'м-/.!.   и'Г'|роЛ  11)тг.,  ии  паясижъ  ограшпяты!^  пвре'ш^ииагемгь 
г4;|11«'Ь4ти/>,  т.г^Л-.ч.»"»*]^^  I.  ^г.ь  гграк  гигк.'|1  г^ч;и!агь-  вгъ  всоторьггь 

1^1 /.у,;  =•>'  ^^^^-^^ 

I;     |'.м»:г|.   '.йм'-И1.«    ^^гГ-игТ'-Я    Яа   Я0*:0ЛГ)ТН0    ГХиКОЙ    110В1?р1Н0СТИ. 
^,    1',-1«/|    'ИМ'*И1.1    1МЛ»).1ИГ':Л    На   яог.оЛ/ГИо    ГХ1ДК0Й   ЛИШИ. 

,,   |||г|,.1м,|   ||.л;1  11Хо.г;гш1я  1гь  «:(>г;г:1йг  г:иг;п?яи,  какизгь-ли6«)  образомъ 

11|||1)..14  -1ГИ  и    М.    11>'ио  1|1ИЖ11ЫМ'1.    111X4)11.. 

«О    ||м    ик'рлыхь    гиа,    нхоляшш    ш.  согггав-ь    гжггезш,  прикасаются 

1||;|  I.    I.  I.     1||у|  у      И    Г     .1, 

|'.11).и1пп  ||\.|||,  раоигь  (:»>проти1игн1Й  «л.  лтнхъ  (иучаяхъ  было  уже 
|ни<1.шг  пми.идии  (Й5  1-50,  Г-^.Ч  и  [\УЛ).  Кглн  встрЬтятся  новые  случаи, 
1м  ип.  прнк'пи  р.игмотр^.ть.  раньпи'  тЬмъ  прилагать  къ  ниъ  пришшпъ 
1м.)и««жиы\1.  игргч  1.1и»'1т1;  но  »'два  ли  на  ирактикЬ  могуть  встр-Ьтиться 
.луч11И,  НС  нримоипцим'Я  кь  ра.1Г)|огрЬннымъ  раньше. 

499.  Слунаа  неудержнвающихъ  сизей.  Въ  55Й  47Г>.  476.  477  и  481 
•  »ы.1и  рли  Ч'Ч'р1.н1л  *луч:1н,  кит  услон1я  гвязей  содержиъ  знакъ  вера- 
иенггна   и"ми.и1  нг>  иржинампил).  Тамъ  на  двухъ  иросгЬйшихъ  случаягь 


—   481    - 


500,  ф.  822. 


было  выяснено,  что  нъ  выражен1И  начала  возможжыгь  перемЬщстй  тогда 
иояиллетсл  знакъ  нераоснстна 

и  былъ  указанъ  ходъ  разсужденШ,  который  въ  такнхъ  стучалхъ  ведеп. 
къ  доказательству  атого  начала.  Мы  этнмъ  удовольствуемся  и  не  було^п^ 
распространять  обобЩ1Ш1Я  этого  принципа  на  какую-либо  систему  мате- 
р|альныхъ  точекъ  при  какихъ-лнбо  неудерживашщнхг  связяхъ.  Па  это 
обпГ|Щ1^а1е  было  впервые  ука-зано  Фурье  (Гоиг1ег)  н  Огтроградскнмъ, 
Имеиами  этих1,  хчгныхъ  и  папываотсп  иногда  этогь обобщенный  принщшъ. 


Составлен1е  анаяитичесвихъ  услов1й  равнов'1&с1а  какой- 
либо  системы  матерхальныхъ  точекъ  на  основаши  прин 
ципа  возможныхъ  перем'бщешй.  безъ  включен1я  въ  нихъ 
соиротивленш  связей. 

500.  УслоЫя  равновЪс1я  въ  прямоугольнухъ  Декартовы  хъ  коордияатахъ. 

Иредположнмъ,  что  система  состоитъ  изъ  п  матер1а1ькыгь  точекъ,  и  пуст1| 
будут!.  ;^,  -п^,  ц^  координаты  одной  п:п^  ннхъ,  а  Е^,  Н^,  2.  ироекши  дЬй- 
ствующей  на  нее  внЬшнеЙ  силы  Г.,  Прннцлпъ  во;шожныхъ  11ерем'ЬщеВ1Й 
выразится  тогда  такъ: 


4=^ 


2  (-/^^\  -ь  И.Ч  -+-  /^^X.)  ^  0. 


(821) 


1:^1 


При  раввов*с111  это  услов1е  выполняется  для  всЬхг  возможныхъ,  т.  е. 
дстускаемыхъ  связями  перем^щешй;  это  значить,  что  оно  выполняется 
при  вс'Ьхъ  гакихъ  значешяхъ  вар1ац1й  11^.  от)^,  5^,  который  не  противо- 
рЬчатъ  условгямъ  связей.  Аналитически  всякое  гакое  услов!е,  если  связь 
удерживающая,  представляется  }фавнешез1ъ  меаду  координатами  нЬ* 
скольБихг  точекг  системы.  Положимъ,  дано  к  таких1>  зависимостей: 


(822) 


Конечно»  т»  каэщую  изъ  атихъ  зависимостей  не  будутъ  непремЬпно  вхо- 
дить координаты  всЬхъ*  точекъ  системы,  гакъ  какь  кож^дая  отдельная 
связь  обнимаетъ  собою  вообще  говоря  только  некоторую  группу  точекъ 
все!  системы.  Во  всякомъ  случа*,  нри  существовав1и  к  связей  (822), 
к  координатъ  изъ  всего  числа  Зп  координа!^  всЬхтэ  точекъ  сисгемы  мо- 
гу'гь  быть  по  уравнепшмъ  (^^2)  0[1ред1ляемы  въ  функшп  пстальныгь 
Зл  —  к  координагь,  остающихся  уже  совершенно  произвольными,  У  по* 
требляя   выражеше,  введенное  первоначально  д.1Я  твердаго  ткта,  мы  мо- 


<?$,              дт1,             ^,             (?$, 

<?1,         ^,        <^,        (>г. 

.-^г^=«. 
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жемъ  сказать,  что  система  матер1альныхъ  точекъ  изгЬегь  въ  этомъ  слу- 
ча-Ь  Ъп-  к  степеней  свободы. 

Вар1а1ци  координатъ,  опред'Ьляющ1я  возможный  перем4щен1я  отд'Ьдь- 
ныхъ  точекъ  системы,  тоже  связаны  между  собою  к  зависимостями,  ко- 
торый получаются  дифференцировашемъ  услов1Й  (822): 


(823) 


Такъ  какъ  по  этимъ  зависимостямъ  к  вар1ацШ  могутъ  быть  выражены 
черезъ  остальныя  Зм  —  к  вархацШ,  то  въ  выраженш  (821)  только  Ъп  —  к 
вар1ащй  можно  считать  произвольными.  Он^  останутся  множителями  въ 
выраженш  (821),  если  изъ  него  исключить  к  вархацШ  при  помопщ  зави- 
симостей (823).  По  произвольности  этигь  множителей  услов1е  (821)  мо- 
жетъ  удовлетворяться  только  тогда,  когда  каждый  изъ  коэффищентовъ, 
стоящихъ  при  этихъ  множителяхъ,  въ  отд'Ьльности  будетъ  равенъ  нулю. 
Услов1е  (821)  распадается  такимъ  образомъ  на  Ъп  —  к  отд'Ьльныхъ  ура- 
вненШ,  услов1Й  равнов'Ьсхя,  и  мы  находимъ,  какъ  это  было  и  въ  случае 
равнов'Ьс1Я  твердаго  гЬла,  что  полное  число  услов1й  равнов-Ьсхя  ка- 
кой-либо системы  матер1альныхъ  точекъ  всегда  равно  числу  ея 
степеней  свободы. 

Если  задача  состоигь  въ  томъ,  чтобы  определить  гЬ  положен1я  то- 
чекъ системы,  при  которыхъ  она  остается  въ  равнов^сш,  то  им^юп^ихся 
у  насъ  уравнен1й  для  этого  достаточно.  А  именно,  кром*  Ъп — к  уравне- 
н1й,  связывающихъ  проекщи  силъ  и  координаты  точекъ  системы,  мы 
им1>емъ  еще  к  уравненШ  (822),  т.  е.  всего  Ъп  уравненШ  для  опред*лен1я 
Ъп  неизв^стныхъ. 

Конечно,  проекщи  данныхъ  силъ  предполагаются  при  этомъ  функтцями 
только  координатъ.  Случаи,  когда  силы  суть  функцш  времени  или  ско- 
рости, мы  исключаемъ  теперь  изъ  разсмотр-Ьшя,  такъ  какъ  ограничиваемся 
пока  случаями  статическаго  равнов'Ьс1я,  т.  е.  предполагаемъ,  что  си- 
стема въ  случа*  равнов'Ьс1я  остается  въ  поко*. 

501.  ПригЬръ,  П0ЯСНЯЮ1Ц1Й  сказанное.  Иллюстращею  предыдущихъ  раз- 
сужден1й  могутъ  служить  примеры,  разсмотр^нные  въ  глав*  XVI,  гд4  при- 
лагалось начало  возможныхъ  перем^щенШ  къ  равнов^сш  твердаго  гЬла 
при  различномъ  числ*  его  степеней  свободы.  Для  лучшего  уяснешя  при- 

!демъ  еще  одинъ  прим-Ьръ,  который  будетъ  намъ  служить  еще  и  въ  даль- 

1Йшемъ. 
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§  501,  ф.  826. 


Задача  502,  Система  состонп!  нзъ  двухъ  матер1а.1ьныхъ  точекъ,  АГ, 
н  М^^  связанныхъ  между  собою  нерастяжпмою  нитью  длины  1;  эти  точки 
находятся  на  абсолютно  гладкихъ  прямых!»  лишяхъ,  опред'1;ляе1Шхь  урав- 
нениями: 

Пусть  будугь  т^  и  т^  массы  точекъ,  и  предположим!.,  что  на  ннхъ  дНй- 
ствуегь  сила  тяжести.  Определить  ноложен1я  равнов-Ьсхя.  Р^шен^е,  По- 
лагая, что  ось  (>)  направлена  вертикально  вверхъ,  нм^бмъ: 

Е,  =  О,     И,  =  и,     Т.,  =  -  т^д, 
Н,  =  О,     Н,  =  О,     2^  =  —  т.^\ 

а  нринципъ  возможныхъ  перем'Ьщен1й  даетъ: 

ш^^^!  -ь  т/З?,  =  о,  (825) 

Шесть  коордпнатъ  данныхъ  точекъ  удовлетворяж1Тъ  пяти  услов1ямъ  свя- 
зей, а  именно  уравнея1ямъ  (824)  и  зависимости 

(;,  -  I,)'  -н  (ги  -  щГ  'Ь  (С,  -  у^  -  Р  =  а  (826) 

Въ  этомъ  послЬднемъ  условги  знакъ  неравенства  отброшенъ,  ибо  напе- 
редъ  можно  сказать,  что  равнйвкге,  если  об*  лрямыя  не  горизонтальны, 
возможно  только  при  натянутой  нити:  въ  протявномъ  случае  ничего 
не  препятствовало  бы  скольжен!»)  точекъ  М^  и  М^  но  игь  прямымъ 
вннвъ  до  гЬхъ  поръ,  пока  нить  не  натанетсд.  Если  же  прямыя  горизон- 
тальны, то  всякое  положен1е  системы,  при  которогкгь  разстоян1е  между 
точками  не  цревосходитъ  I  есть  очевидно  положение  равнов'1кчя,  и  атотъ 
случай  можно  исключить  изъ  разсмотр!>н1я.  Итакъ,  благодаря  5  условгямъ, 
только  одна  вар1ац1я  остаетс^я  произвольною.  Пусть  будетъ  бСа  эта  ва* 
ргащя.  Дифферендирован1е  условий  связей  даегь: 

о?,  —  а^Зг^!  =  о,     ^!з  —  аД,  =  О, 

Ц^  —  С^  0^^  =  О,      ОТ^з  —  СдОСа  =  О, 

(?1  -  5»)  («?!  -  ^К)  -^  (%  -  ъ)  (Щ1  —  Щг)  -ь  (С,  -  У  (5С,  -  гс,)  =  0. 

Исключая  отсюда  85|^  Ьу\^,  Ы^,  Ц^,  находимъ: 

?г  —  Да  (^1  —  ?а)  -ь  Сд  Ых  —  щ,)  -ь  (;,  —  Сд)  .^ 

^'  ~  «1  (?|  -  Е.)  -ь  с,  и,  -  -п.)  -ь  (С  -  д  '^' 

и  ;слов1(з  (825)  прияимаетъ  видъ: 

{ »»1  К  (м  —  '»)  •*■  с.  (т11  —  Т1»)  -»-  (С,  —  С,)] 

-»-  т,  [а,  («,  —  Е,)  -ь  с,  [1Г),  —  ч,)  -^  (;,  —  С,)]}  З;,  =  О 

31» 


\ 
\ 
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и,  по  произвольности  ЗСо?  даетъ: 

Число  степеней  свободы  Зн — А:  =  1,  и  мы  получили  одно  услов1е  равно- 
в'Ьсхя.  Црисоединяя  къ  нему  уравнен1Я  (824)  и  (826),  можно  определить 
[  вс^   шесть   координатъ  системы.  Такъ   какъ   изъ   шести  уравнен1й  одно 

I  квадратное,  а  остальныя  линейныя,  то  мы  находнмъ  два  положешя  равно- 

'  в'Ьс1я. 

3.  503.  При   тЬхъ  же    услов1яхъ   определить  положен1Я  равнов^схя  трехъ 
матер1альныхъ   точекъ,  свазанпыхъ  нитями,  причемъ  дв'Ь  точки  находятся  на 
абсолютно    гладкихъ  прямыхъ  линхяхъ,  а  третья  точка  на  абсолютно  гладкой 
'  плоскости. 

:  3.  504.  Три   точки    находятся   въ  абсолютно   гладкой  вертикальной  плос- 

Г  кости,   причемъ    одна  изъ  нихъ  удерживается  неподвижною.   Точки  связаны 

условхемъ,  что  образуемый  ими  треугольнпкъ  постоянно  остается  подобнымъ 
»  самому  себгЬ.  На  точки   д-Ьйствуетъ   сила  тяжести  и  кром-Ь  того  онгЬ  взаимно 

1  притягиваются  силами,  прямо  пропорщональными  ихъ  разстоян1амъ.  Составить 

I  услов1я  равновЬс1я   системы.  Для  р'ешен1я  нужно  зам-Ьтить,  что  если  плос- 

кость движеи1я  взять  за  плоскость  ($7)),  то  услов1я  связей  теперь  сл-Ьдуюпця: 

5,  =:  пост.,        Т|1  ==  пост., 

(^2  -  ^з)' -^  (^2  -  V  =  ^5»_-^^1'±_(!!^г-_Л1.)^  ^  (^1  -  ^2Г  -ь  (^1  -  Ъ? , 

П,''  «3^  п,^ 

гд^   п^^  п.2,  п,   постоянпыя    числа,    пропорц]ональныя    длинамъ    сторонъ   тре- 
угольника. 

3.  505.  Написать  условхя  равнов'Ьс1я  твердаго  т-Ьла,  въ  трехъ  точкахъ  ко- 
тораго,  3^5,  Л/^,  Л/з,  не  лежащихъ  па  одной  прямой,  приложены  данпыя  силы, 
причемъ  атп  три  точки  принуждены  оставаться  на  трехъ  данныхъ  поверх- 
ностяхъ: 

Л  ($1,  V  С^)  ^  О,    Л(;„1Г]2,Са)^0,    /з(?„Т1„С,)  =  0. 

Принципъ  возможныхъ  перемФщешй  въ  невависимыхъ 
параметрахъ  Лагранжа. 


502.  Выводъ  УСЛ0В1Й  равнов-Ьсея  въ  Лагранжевыхъ  лараиетрахъ.  Понятхе 
о  независимых!,  параметрахъ  Лагранжа  было  дано  въ  §  190.  Если  поло- 
жен1е  системы  матер1альныхъ  точекъ  определяется  этими  параметрами 

7п  7а,  .••  (//  (828) 

при  1^'дп  —  к;  то  всякое  возможное  для  системы  безконечно-малое  пе- 
рем'Ьп^ен1е  опред'Ьляется  ихъ  изм'Ьнен1ями;  и  эти  изм'Ьнен1я  или  вар1а1ци 
8^/1,  бг/а, . . .  ор/  могутъ  предполагаться  совершенно  произвольными.  Выражая 
черезъ  параметры  (828)  Декартовы  координаты  точекъ  системы  по  зави- 
симостямъ,  которыя  можно  предполагать  данными,  можемъ  для  всякой 
точки  Л/,  наиисать: 


—   485   — 


§  503,  ф.  833. 


дЕ, 


^^.  =  ^%-^хг^»  -» 


д1, 


*/а 


0^1. 


Н=^т^^9, -+-,1ГГ''9 


-♦- 


««» 


*=; 


Щ 


^. 


-т> 


Н-1 
к-1 


Щ 


А-1 


г</ 


А^ 


^9/ 


^(7* 


(829) 


При  статическомъ  равнонЬс!»  проекцш  силъ  могугь  быть  разсматрнваемы 
только  какъ  фуикцш  координатъ  точекъ  системы  1ии,  въ  частности,  быть 
постоянными;  поэтому  оц1^  могугь  быть  представлены  какъ  фупкчии  пе- 
ремГ,нныхъ  (82ь),  Такнмъ  образомг  условие  (в21),  если  таиъ,  пведя  па- 
раметры Лагранжа,  собрать  члены,  умвоженные  на  одн*  я  гЬ  же  вар1ацш 
этвхъ  аерехгЬнныхъ,  представляется  въ  слЬдующемъ  вид4: 

А-1 

«I  «9.  -^-  <?.  ^2  -ь  , , .  -н  (?,6д,  =  V  д^бгу,  =  О,  (830) 

гд'Ь  (^1,  ^3,  'Я{  н4*которыя  функц1и  Лагранжевыхъ  параметровъ.  По 
произвольности  вс*хъ  стонщихъ  здЬсь  вар^ащй  это  услов1в  распадается 
на  /  уравненШ: 

О,  =0,     а,  =  0,  ..,  д,  =  0,  (831) 

которыя  и  иредставл^штъ  полное  число  усдовШ  равнов'Ьсгя.  Эти  уравне- 
Н1Я  позволяють  опред1»лпть  соотвЬтствующ1я  раввов11С1ю  значенгя  пере- 
М'Ьнныхъ  (826)  и  такпмъ  образом!»  найтп  положен1Я  равновкля  системы. 

503.  Случай»  когда  силы  и||^ютъ  потенц1альную  фуннд1Ю*  При  употре- 
блен1н  Лагранжевыхъ  параметровъ  особеннаго  вниман1я  засл)^иваеть  слу- 
чай, когда  для  вс/Ьхъ  внЬшппхъ  силъ  существуетъ  потеящалъная  фуекщя 
(§  207  и  сл1»дуюЩ1е).  Если  для  силы  1\  имЬется  такая  функция  17^,  то 

м  если  таЕ1Я  функц1и  существуюгь  для  вс^xъ  силъ,  д1йствующнхъ  на  си* 

стему,  то 

=  д1С/,  =  т,  (832) 

При  введеши  Лагранжевыхъ  параметровъ  и  V  представится  какъ  функщл 
пхъ.  такъ  что  будетъ 

По  началу  возможныхъ  псрем11щенШ  (821)  теперь 

1и  =  0;  (833) 


—  486  — 

поэтому,  по  произвольности  множителей  3^^,  Ц2^.^Л^^,  это  услов1е  распа- 
дается на  I  отд-Ьльныхъ  уравненШ — условШ  равнов^с1я: 

;^  =  О,     ^—  =  О,  . . .  ^-  =  0. 
д^,  Од^  дд^ 

Услов1е  (833)  можно  разсматривать  какъ  необходимое,  но  еще  не  до- 
статочное услов1е,  чтобы  значен1е  функщи  II  было  максимумъ  или  ми- 
нимумъ.  Поэтому  можно  сказать:  Если  для  силъ,  д'Ьйствующихъ  на 
систему  матер1альныхъ  точекъ,  существуетъ  общая  потенц1адь- 
ная  функц1я,  то  так1я  положен1я  системы,  при  которыхъ  эта 
функц1я  принимаетъ  значен1е  максимумъ  или  минимумъ,  бу- 
дутъ  непрем']^нно  положен1ями  равнов'Ьс1я. 

Отсюда  конечно  не  сл'Ьдуетъ,  что  всякому  положенш  равнов-Ьсхя  си- 
стемы непременно  будетъ  соответствовать  значенхе  максимумъ  или  ми- 
нимумъ функщи  II;  потому-что  условхе  (833),  необходимое  и  достаточное 
для  равновес1я,  не  есть  еще  достаточное  для  существован1я  максимума 
или  минимума. 

3.  506.  Написать  условЫ  равнов^с1а  свободнаго  твердаго  т']Ьла,  определяя 
его  положеше  кинеиатичесвими  элементами  5о»  ''|о>  Со»  8»  <?,  ^-  Отв.:  Выразивъ 
координаты  вс^хъ  точевъ  приложены  данныхъ  силъ  и  проекц1и  этихъ  силъ 
въ  функщи  этихъ  параметровъ  по  формул амъ  кинематики  (§  65),  найдемъ: 

«,  8Ео  -^  Я,^У\о  -ь  ЯгК  -4-  ^4  8»  -*-  «5  0?  -*-  «вОф  =  О, 
гдЬ  ^1,  «а, . . .  ^^  будутъ   функщями   тЬхъ  же  параметровъ.  Отсюда,  по  произ- 
вольности вс^хъ  вар1ац1Й,  выводимъ: 

3.  507.  Матерхальная  точка  М  находится  въ  вертикальной  плоскости  на 
абсолютно  гладкомъ  эллипсЬ 

1-н^=1,  (836) 

причемъ  а>с.  На  нее  д-Ьйствуютъ  дв-Ь  притягательный  силы  Р^  и  Р,,  напраг 
вленныя  къ  фокусамъ  С^^  С,  эллипса  и  обратно  пропорц1ональныя  квадратамъ 
!  разстоянхй    матерхальной    точки    отъ   этихъ   фокусовъ.  Определить  положен1Я 

;  равнов'^с1я  точки.  Р-Ьш.:  Силы  им^ютъ  потенцхальнуго  функц1ю  (задача  266): 


\Г1         Га  У 


гд-Ь  Г1  =  ЗГС71,  Г2=  МС^^  Паюженхе  точки  определяется  однимъ  параметромъ  ^^^ 
благодаря  двумъ  услов1ямъ  связей:  условш  (835)  и  условхю  Т|=:0.  Примемъ 
за  этотъ  параметръ  2^  =  г,.  Въ  функщи  этой  независимой  перем'Ьнной  можетъ 
быть  выражена  функц1я  С7,  если  принять  во  внимаше,  что  по  свойству  эллипса 
г^-ы^^  2а.  Итакъ: 

V  г,        2а  -Г1/ 
а  услов1в  равнов^»с1я: 

откуда  опред-Ьлится  г^  и  всЬ  положен1я  равнов'Ьс1я. 


—   487   — 


§  504,  ф.  836. 


ОпредфдбН1б  сопротиблешд  СБявей. 

504.  Вспомогательные  множители  Лагранжа.  При  р^ш^^ши  воироса  о 
равнов'Ьс!»  указанными  въ  этой  главЬ  сяосогЗами,  со11ротивлен1я  связей 
оставались  кеизвктными.  Лагранжъ  далъ  11р1емъ,  при  помоиди  котораго 
одновременно  рЬнгается  вопросъ  о  11оло/кен1яхъ  равповЬс1я  системы  и  опре- 
д+ишются  величины  и  наиравлен1н  всКхъ  сопротивленШ  связей.  Это  вводить 
ВТ.  разсмотр'Ьн1е,  понятнымъ  образомь,  большее  число  уравненШ,  но  спо- 
собъ  Лаграпжа  пмЬегъ  еще  другое  вшкное  преимущество  иередъ  сиосо- 
бомъ  §  500:  н11Т*ь  надобности  заранЬе  принимать  однЬ  координаты  за  не- 
зависимьш,  друг1я  за  зависимый.  Мы  увидимъ,  что  въ  вьгражен1яхъ  уело- 
вШ  равнов'Ьс1я  всЬ  координаты  войдутъ  аналогтныш>  образомъ,  всл^д- 
ств1е  чего  уравнеи1Я  пршбр'Ьтутт.  бол1е  симметричный  вндъ. 

Пусть  опять  уравнен1я  (ь22)  иредставляшгь  усювЫ  связей,  а  уравне- 
ния (823)  нхъ  диффер€нд1альную  форму.  Умножимъ  иервыя  части  этихъ 
иослЬднихъ  уравнен1Й  на  нсонред'Ьленные  пока  множители  Х^,  Х^^, ...Х^  и 
орпложимъ  по-1ученныя  произведсн1Я  кг  первой  части  уравнен1я  (821). 
Соедиш1въ   въ  скобки  члены,  умноженные  на  тФ  же  вар1аД1я,  ааходимъ: 


("'"*"^>  д(  '*'^'  ^"^ 

..н-..|)«, 

^(Н,^Х,   ^'-нХ,   -^1  +  . 

-^.^,)Н 

.|г,  +  .,<-...|;+. 

....-|)а, 

[2.-НХ.  ^-  ~ьХ,  ^ 


1:)^-"- 


(836) 


Конечно,  некоторые  нзъ  стоящигь  зд*сь  членовъ  могутъ  оказаться 
ну.1ями,  ес^ш  не  всЬ  координаты  входятъ  въ  которое  .шбо  нзъ  услов1й 
связей. 

Мы  знаемъ,  что  число  независимыхъ  координат'ь  Зм— Дг;  выберемъ 
только  временко  кашя-нибудь  3«  —  к  координатъ,  а  следовательно  и 
соотв-^тствующ^я  нагь  вар1ацш,  за  незавнсимыя.  Ооложнмъ,  что  это  бу- 
дутъ  первыя,  СТ0ЯЩ1Я  по  порядку  въ  уравнаши  (836)  дп  —  к  вар1ац1Й: 

0^1,   бтг^^.   й^^^,   <*;„ 


Съ  другой  стороны,  имЬя  к  цроизвольныхъ  ивожителей  X,  можно  ими 
распорядиться  такъ,   чтобы  были  равны  нулю  многочлены,   стоящее   въ 


—  48а  — 


Если  смзь  (838)  ус^Ч)ннпть,  то  равнов'Ьсю  системы  нарушится;  дли 
Д-1Я  11оддержан1я  его  потребуется  во  всЬхъ  точкахъ  системы,  который 
обнимастъ  связь  (838),  приложить  добавочныя  силы  Лу,  N^'\  ,,.  N^^*\  ... 
который  и  выражаютъ  собою  д11йств1е  связи  (838).  Въ  частности,  и  къ 
точк*  Ж,  придется  приложить  такую  силу  ^^^*^.  Составляя  посд^Ь  этого 
опять  у1>аынен1я  вида  (837)  и  выбирая  въ  нихъ  три  уравнен1я,  соотв'Ьт* 
ствукишя  точк1*  М.,  мы  найдемъ: 


л;^  <о 


н-^.  ^-<-^,  ^-^н- 


Н. 


■^    •'  ^     *1      1_ 


Ч  1^  =  о, 


(841) 


прпчемъ  сюда  члены  (839)  уже  входить  не  будутъ.  Сравнивая  уравнен1я 
(840)  и  (841),  который  относятся  къ  одному  и  тому  же  случаю  равнов'Ь- 
с1я,  мы  и  получасмъ: 


ДГ  Л*)  —  1^       N    *'^ 


(812) 


3.  508.  Опред'Ьлить  содротив.1ен1я  связей  въ  задачек  502.   Р^шен^е. 
Услов1е 

1  (Е/.г,  ^  Н,Ц,  -I-  2Д,1  =  О 


въ  этой  задаче  нужно  теперь  написать  въ  полиомъ  вид'Ь: 

—  ш^д^^^  —  т^Ь^  =  О. 


(843) 


Въ  уравнешп  (825)  оба  члена  были  разделены  на — д:  но  при  опре- 
д*лен1Н  сопротиилев1Й  этого  сдклать  нельзя.  ПослЬ  этого,  умножая  днф- 
ференша.1ьныя  условгя  связей  задачи  502  на  X,,  Х^,  Х^,  Х^  и  Х^,  при1^1а- 
дывая  произведен1я  къ  членамъ  (В43),  отбирая  члены^  умноженные  на 
ту  же  вар^ащю,  въ  отдельный  суммы  и  приравнивая  всЬ  так1я  сумкы 
нулю,  получаемъ  сл'Ьдующ1я  3/*  ^  О  условШ  равнов'Ьс1я: 

^1    -Ь    ^.    (5»    —    Ч)  =   О, 

>^а  -»-  ^»  (-^11  —  Ъ)  =  0> 
—  а^Х^  —  СдХ,  н-  Х^  (С,  —  Са)  —  т^д  =  О, 

^,  —  »^.  (5»  -  5»)  =  О. 

^4    —   ^4   (^1    —   ^2^   =    О, 


(844) 


Псключйвъ  отсюда   X^^   Хз,    Х^,    Х^, 


и   Х^,   мы  нашли  бы  полученное 


раньше  услов1е  равновк1я  (827);  определи  въ  же  эти  множители  изъ 


к?,    ^5^^-,    -.' =П:^:^П1г2^Ж1Ь     ^"  ^    I    -Г''      1Г-1ЬЖ   Л10К±     Зш^ВиЕ^ 


|г^  1аг,г.  лши^шл:г»  1:^.<у>:ш2сг>  аадж'утг?^ 
'^    "^     V    •^    ^-г     *:    о^аигл-г    — ^^    I    * 

п^'Г-.  ^>4  I  >ГА1«*'Шъ-гС2ЛйТЗ.  юшшкх!:  15ал1  шсашанЕЕЬ.  Нх  9П»  от- 

-гг-Д!  ;аа|11   гдь-    '•:й1«вк   'Лв^И:  Гк   МП 


/  I  ^>^.■^^^!лт^ляа  Г'  гг.  ьп  язииг? 

>^я 

па  'л::д»г..г;ЕГ^.  ; 

/:,  ^  .А  = 

1Г,  —  ^г*  =  :. 

/с,    -'*'    ш  И   -^      . 

3?,-^Е=Ч 

/-,  .   »/.  =  .. 

М.-*-шТ=^к 

1и  -^  ё  /^  4  /-  : .    .    1Г;  --  >,  —  1.    Лу  -♦-  А»  =  <)1   Ж*  -I-  >^  =  а 


507,  ф.  845. 

Зд^сь  Х^  н  Хз  суть  проекц1я  того  содротявлевхя,  которое  увжтгожаетъ 
слагаемую  равнодействующей,  перпендикулярную  1гь  направлеош  двнжеа1н; 
Х||  Х^»  Х^  суть  слагаемыя  момента  той  пары,  которая  увичтожаетъ  равнод^^^- 
ствующую  н&ру  да1шыхъ  енлъ. 

3.  бШ,  Определить  подобнымъ  ще  обраэомъ  сопротввлешл  въ  остальаыхъ 
задачахъ  §   488. 


ГЛАВА     ХПП. 

Принципъ  возможныхъ  первм'Ьщенхй  въ  динамик'Ь 
системъ  матер1альныхъ  точекъ. 

принципъ  Дадамбера. 

507.  Выяснен)е  принципа  Даламбера.  Принципъ  возможныхъ  перемЬ- 
щен1й,  ведупуй,  какъ  мы  уже  лниемъ,  къ  общей  метод'к  д,тя  составленхя 
услов1Й  равнов1*с1я  какой-либо  системы  матрр1альныхъ  тонекъ,  служить 
вм-ЬстЬ  съ  гЬмъ  и  осиован1емъ  для  составлен1я  днфференц1альныгь  ура- 
внещй  снстсми  матер1альнихъ  точс^къ.  А  именно,  всякая  задача  динамики 
можетъ  быль  нредставлена  какъ  задача  о  равнив'к]п  между  нЬкоторымл. 
только  уже  не  данными  силами.  Иринцннъ,  на  основанги  котораго  это 
можетъ  быть  сдЬлано,  называется  принципомъ  Даламбера  (В'Ак»тЬег1, 
1717 — 1783  г.).  Онъ  состоитъ  въ  сл'Ьдующемъ. 

Выд^лимъ  въ  ДВНЖ0Н1И  какой-нибудь  системы  матергальнтахъ  точекъ 
какую-нибудь  одну  точку  М^.  КрогЬ  внешней  силы  Г^  на  ел  массу  т^ 
д-Ьйствуютъ  сояротпвлен1Я  связей,  существующнхъ  между  этою  точкою  и 
другими  точками  системы  или  также  посторонними  д,1я  системы  гЬлами* 
Для  каждой  точки  эти  соаротивлен1Я  можно  представнть  себ'Ь  зам-Ьнен- 
нымн  однямъ  равнод!.йствую1Ц1!мъ  сопротивлешемъ  Л^.,  Если  бы  точка  3/. 
была  свободна,  то  ея  ускорен1е  определялось  бы,  по  сигЬ  /'^,  отиоше- 
нгемъ  этой  силы  къ  т^  и  им'Ьло  бы  направление  этой  силы;  но  на  самомъ 
д'Ьл'Ь  ускорение  ея  другое  всл'Ьдств!е  присутствия  соиротивлен1я  Л^^.  При- 
м'Ьнимъ  къ  данной  точп±  аринципъ  освобождаемости  (§  366),  т.  е. 
устранимъ  дЬйствуюния  на  нее  механическая  связи,  а  для  того,  чтобы 
движен1е  этой  точки  не  изменилось,  присоединимъ  кт>  даннымъ  ви'Ьшнимъ 
силамъ  такую  силу  Л^^,  которая  измеряла  бы  собою  дЬйств^е  бывшихъ 
связей.  Посл'Ь  этого  можно  точку  3/,  считать  свободною  ч  сказать,  что 
ея  ускорен1е  ^г-  обусловливается  совокупностью  силъ  Г^  и  Л'.,  такъ  что 
по  принципу  Ньютона:         

причемъ  въ  этомъ  равенствЬ  конечно  предполагается,  что  т^и\  есть  век- 

торъ,  отложенный    по  направлен1ю  ускорены  иг.   Эту  зависимость  можно 

такъ  представить:  ^-  _^ 

{Г,  —  ти^^)  ^  N,  =  0. 


—   АП   — 
ИооОрлзим!.  сео!.  сп.п*  _^ 

д1.йствуюшу1.»  по  па111)а1;лон11«»  уск1ф':^1пя  плкп  3/,:  это  такая  сила,  ко- 
торая вызвала  чы  у  точки  Л.  ускор»'Н1г  /г.  еслппы  точка  была  сво- 
Ооднйь,.  Условимся  такун)  сплу  называть  дипгательною.  Тогда  завн- 
спжм.ть  1*-1Г))  II  аналогпчныя  гй  для  другихъ  точг1:ъ  спсп»мы  можш» 
ист-лп.пвать  елГ.дуь^тпмъ  опразомъ:  вь  каждый  моментъ  времинп  В1.  каж- 
дой Т'.'ЧкЬ  «-псп^мы  д1.пствун»1ио^'  въ  г»тиП  точк1.  сопротивление  связей  ура- 

ВН|.'В1.П111ВапТСЯ    СПЛ:.»1ч  _  

(?,  =  /V  — »^Vг.  г.- 16) 

К"Тйр:1я  равна  г»'Ометрич»ч'кой  ра'*.ности  между  данною  силою  н  двига- 
тельное!. Оту  геом»'трич**скую  разность  ДаламОеръ  называеп,  потерян- 
Н'!*'  сил«.1ю  на  томъ  основан1и.  что  она  уничтожается  соиротнвлен1емъ 
свя;.!еп  и  сл1.д«'Вательн1»  на  движен1е  точки  непосредственно  вл1ян1я  не 
оказывает  I. 

Если  въ  каждой  точк1.  суи1ествуе1'ъ  равновЬс1е  нЬкоторыхъ  сил!.,  то 
«•но  «-ущ^.'ствуетъ  и  хтя  всей  системы  матер1альныхъ  точекъ.  Птакъ.  при 
всяк"мъ  двпжен1и  системрл  матер1альныхъ  точекъ  вс1.  потерян- 
ный силы  вь  каждый  моментъ  времени  находятся  въ  равно- 
в1.с1и  со  всЬмп  спиротивлен1ями  связей.  Въ  зтомъ  и  состонп.  ирнн- 
пнпъ  ДаламОера. 

508.  СоеАИнен1е  принципа  Даламбера  съ  принципогь  возношныхъ  пере- 
■"Ьщен!!!.  Понятно,  что  здЬсь  н1.тъ  рЬчи  о  равнов1л-1П  системы  точекъ, 
такъ  какъ  точки  ея  н«'  только  находятся  въ  движен1и,  но  обладаюгь  и 
ускорен1ЯМИ.  съ  другой  же  стороны,  данный  силы  не  уравновЬшива»»тся 
ни  между  собою  ни  съ  сопротивлен1ями  сняз*:-п.  ТЬмъ  не  менЬе  къ  си- 
ламъ  потеряннымъ,  уравнов1|ШИваюи1имся  съ  сопротнвлен1ямп  связей,  нри- 
дожимо  начало  возможныхъ  перем1^щен1й,  и  притомъ  ,гля  всякаго  задан- 
наго  момента  времени.  Поэтому  можно  сказать: 

Въ  каждомъ  иоложен1и  двигающейся  системы  матер! аль- 
яыхъ  точекъ  сумма  работъ  вс1,хъ  потерянныхъ  силъ  и  вс*хъ 
сопротпвленШ  связей  относительно  всякихъ  перем1.щен1й.  ко- 
торые можно  было  бы  дать  точкамъ  системы  изъ  данныхъ  ио- 
лохенШ  въ  иоложен1я  безконечно  близк1я,  равна  нулю. 

X  Лу  н-  1  Ал  =  О. 

Эти  возможный,  но  только  вО':'бражаемь!я   перем1>п1ёН1я  не  сл1иуетъ 

сх1ш1нвать  съ  д'Ьйствительнымъ    иерем1.П1енЬ'Мъ,  которое   совершаегъ 

^  наъ  ея  положенхя  въ  моменп.  /  въ  положгп!».*  въ  м^'ментъ  /ч-Л/, 

шосл^днее  перемШеше.  понятн".  находится  въ  числ1.  возможныхъ. 

$мтивмн1е  уравненМ   динамики  системы   матерЁальныхъ  точекъ. 

асе  въ  глав!.  ХМ1  о  соста1иен1и  условш  равновкйя  системы 
ъ  точекъ  можетъ  быть,  благодаря   принципу  Даламбера,  ие- 
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ренесено  на  составлен  10  уравненШ  динамики.  Обратимся  къ  области  гЬхъ 
случабнъ,  когда  сумма  работъ  со11ротивлен1Й  связей,  взятая  отдельно, 
равна  нулю.  Въ  предыдущей  главЬ  мы  видЬли»  насколько  обширна  эта 
область.  Если  мы  и  ее  можемъ  утверждать  съ  достов1рностью,  что  сюда 
подходить  вс'Ь  случаи,  то  всотаки  еа  практикЬ  намъ  только  съ  такими 
случаями  и  приходится  пвгЬть  д1ио,  если  исключить  изъ  разсмогр1н1я 
трен1е,  или  если  трен1е  включать  въ  число  внЬшннхъ  силъ  (§  477),  По- 
этому мы  и  будемъ  принимать,  что  въ  отдЬльности 

А  прииимая  во  вниманп*  формулу  (846),  можно  написать: 


(.,     „, •^)«,  .,(„,_,.,, ^.),,^(,,_,5)е;, 


=  0.       1847) 


Зд1.сь  вар1ащи  коордпиагь  П[)и  всякомъ  положен1и  системы  должны 
удовлетворять  условЫмъ  связей.  Если  число  этихъ  условЕЙ  равно  к,  а 
чпаю  точекъ  системы  равно  п.  то,  какъ  мы  видЬли  улсе  въ  предыдущей 
глав^,  Зя  —  А*  вар^афй  остаются  произвольными.  Это  приводить  къ  за- 
Едюченш,  что  услов1е  (847)  распадается  на  3«  — ^  отд^льныхъ  уравнешЙ 
(§  500).  Эти  уравнен1я  теперь  дифч1)еренц1альныя  уравяен1я  вто- 
рого порядка,  Притомъ  они  совокупный,  такъ  какъ  каждое  яаъ  нихъ 
въ  оищемъ  случаГ.  содержит!»  оЬсколько  коордннап!  и  ихъ  пропзвпдныхъ 
по  времени.  Задача  динамики  приводится  къ  интегрированию  этихъ 
уравнен1й,  такъ  какъ  она  только  тогда  можегь  считаться  р-Ьшевною, 
когда  самый  координаты  будутъ  найдены  въ  функщи  времени  Число 
всЬхъ  интегрироваи1й,  а  поэтому  и  число  всКхъ  проиавольныхъ  постоян- 
иыхъ,  который  при  этомъ  появляются,  равно 

2  (Зп  —  1с)  =  йп  —  2к% 

510.  Опред^лен1е  сопротивленж  связей  въ  дикаммк^*  Подобио  тону 
какъ  въ  статигЬ^  для  атого  можетъ  с*1ужить  одннъ  изъ  двухъ  првеновъ: 
I)  включенш  сопротивлений  въ  уравнения  динамики  на  освован1и  прин- 
ципа освобождаемости,  2)  пргемъ  *4агран;ка,  основанный  на  введеши  въ 
уравнешя  динамики  вспомогательныхъ  множн1^лей.  Пользуясь  посл'Ьднммъ 
ир1емомъ,  мы  можемъ  написать  уравнен1я  динамики  аналогично  уравне- 
Н1ямъ  (837),  зам'Ьнивъ  ли]иь  проекши  данныхъ  силъ  проекциями  поте- 
рянкыхъ  силъ.  Это  даегъ  3^*  уравнений  вида: 


т 


т 


1  'А 

(11'           '         '  (Ь)^         *  <Ь), 

X    < 

X    ^'^ 

(848) 


кСк. 
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Ь'иорыя  нм'Ьс'г!.  с'ь  /:  у(;лон1ями  (мшз^.'й  и  могутъ  служить  для  опред'Ьлешя 
■и*  -ь  /:  ю^тиЬлпыхъ  функ1ий:  Нп  координатъ  п  А*  множителей  X.  По- 
нятно, что  иосл'Ьдп!^*  моп'тъ  тгчюрь  оказаться  не  только  функц1ями  коор- 
линагь,  но  и  ([)упк1иямн  ьремени. 

Разсуждяя  сонерИ1епно  такъ  же,  какъ  это  д'Ьлалось  въ  §  505,  можно 
ш,1ч  бы  показать,  что  сопротнвлен1я  связей  опредЬляются,  какъ 
и  иъ  статик'Ь.  формулами  (842). 

3.  511.  Дп1;  тяжслмхъ  матор1альпых7>  точки  Л/^  п  Л/о,  съ  массами  т^  и  т,, 
^  1!я:;ан14  м(;:1:лу  сопок»  тпердымъ  стсржпемъ  длины  7,  массою  котораго  будемъ 

пренебрегать.    Точка  Л^!    мо- 
I  М  Р  жетъ    скользить    безъ    трешя 

.  _  ^^  горизонтальной  прямой  АВ 

(фиг.  215),  а  Л/,  можеть  дви- 
гаться безъ  трен1я  по  гори- 
зонтальной плоскости,  содер- 
жащей прямую  ЛВ,  Опреде- 
лить движен1е  системы,  посл^ 
того  какъ  ей  сообщены  горп- 
:»о11тплы1ыя  скорости  с,оПГ2,..  Р^Ьш.:  Прпнявъ  прямую  ЛВ  за  ось  (5),  им^емь 
уггловЬ!  свя:юи: 

7),:.-:  о,      С1--^0,      :,.:=:  0,      (5,  -  ^г)^  Ч-СТ),  -  Т),)' ^  Г^  =  0. 

По  принципу  Даламбера: 

■О  по  7сдов1ю  связей: 
81),  =  0,    8^=0,     8С,  =  0,     (5,-50  (ог,-0;1).+.  (7)3- Т10  (Зт). -0710  =  0; 

)Г|  бслн  аа  яевависимыя  оар1ац1и  принять  §;,  и  о^^: 


Фиг.  215. 


По  пронаводьностн  8(1  и  85а  получаемъ: 


5.-51    ^Т^а_о 
'     71,        --  "  ^ ' 


<И' 


^5._58-5,  ^12 _о 
л-        "71,      лз  ~^- 

тгрярован1я  введемъ  уголъ  з  =  ^^  (3/,3/з,  5^;  тогда 


(849) 


5,  1^-  51  -*-  ^  сое  а,     7,5  —  2  .«^/п  я. 


(/-  Х1И  а 


^  _  '''''51   .      <'^'  соя  X     ^^\.    _  .  </- 
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и  уравнен1а  (849)  получаютъ  видь: 


^  91П  а 


аг^ 


ч-  Ша  I  со%д  а       ,  .^     =  0. 


Отсюда  легко  получить  следующее  р-Ьшенхе: 

(т^  •+-  Шз)  $1  -4-  т^1  сов  а  =  С^^  -ь  Сг, 


^^А-' 


Жа  соа^  а  .  (1а  -Н  ^4, 


гд-Ь  С?!,  Сз,  Сз,  С4  произвольный  постоянный,  который  могутъ  быть  определены 
по  начал ьнымъ  услов1ямъ  движен1я.  Посл^днхй  инте- 
гралъ  эллиптичесшй  и  не  можетъ  быть  выраженъ  въ 
ковечноиъ  видЬ. 

3.  512.  Ввести  въ  уравнешя  динамики  предыду- 
щей задачи  сопротивлвн1я  связей,  т.  е.  сопротивленхе 
плоскости,  сопротивлеше  горизонтальной  прямой  и 
натяжен1е  стержня. 

3.  513.  Стержень,  массою  котораго  будемъ  прене- 
брегать, можетъ  вращаться  безъ  трен1я  около  гори- 
зонтальной оси  О;  на  немъ  находятся  двгЬ  матерхаль- 
ныя  точки  М^  и  М^  съ  массами  т^  и  т,.  Опред'клить 
движение  системы  при  д'Ьйствхп  силы  тяжести.  Р'Ьш.: 
Эту  задачу  мы  будемъ  решать  безъ  помощи  Декар- 
товыхъ  координатъ,  прим'княя  непосредственно  прин- 
ципъ  Даламбера.  Пусть  будутъ  (фиг.  216)  ОМ^  =  ?„ 
ОМ^  =  I,  и  &   уголь,   образуемый  стержнемъ  съ  вер- 

тикальнымъ  направлен1емъ  внизъ.  Тавъ  вакъ  движенХе  точекъ  совершается 
по  кругамъ,  то,  разлагая  ихъ  ускореи1я  на  тангенц1альныя  и  нормальныя,  мо- 
жемъ  принять,  что  имъ  соотв^тствуютъ  сл1^дующ1я  слагаемый  двигательныхъ 
силъ  т^ю^  и  щщ:  тангенщальныя 


и  нормальный 


т.г.  {^)\      тл  (^) 


^У 


Для  равнов^схя  системы  было  бы  необходимо,  чтобы  алгебраическая  сумма 
статическихъ  моментовъ  вс^хъ  вн'Ьпшихъ  силъ  относительно  оси  вращенхя 
была  равна  нулю;  теперь  то  же  самое  нужно  сказать  относительно  потеря- 
ныхъ  силъ: 

Это  даетъ 

(ш,?!^  -♦-  та?2^)  -^  -н  (т^?1  -♦-  ш,?,)  д  ппЬ  =  0. 

Для  дальн^йшаго  р^шенхя  нужно  сравнить  это  уравнен1е  съ  уравнен1емъ 
движен!я  математичесваго  маятника,  для  котораго  было  (3.309): 


'»т1^и'-д1' титл  ,1»!иж^  мл    г-^г-г^у^^л  ^  катяжАН1й  яйггрг  ('^маппгяа''  Л  г  зуда  .    Ралх.: 

.г.    |.  г,       /    -  т:г.  Яэ^л» 

Лп^,^,г'^,г'ппп;9уи    углою^    ^пяни  ^^^/))   и  ^^н*»;ш  множитель   Лаграыжа.    н*- 

ГГГТГГГ^'^У  г, 


И'1  уг-чии^р!  '^шп*^V1 


1|»|»'|1    'им|м  у|»мгм|1Ч||и   днптргНи  г.уд^уч'^ь: 

в  те  *||'|11»п.  г»|м|п.  111»|м'ит1\  П1  1|Гим».'11от11и  гпГжаи  однородная  нпть. 
Ипр»' |1.;т11,  |м|  пшмпчИи  11)111  дЫ1»  г"1п  «'п.мы  тижогтн.  ГЬш.:  Пусть  будетъ  к 
М1ич'п  шптпцм  1Ч1П11.1  ппги.  имди  )(|/|/л  п|м»д«'П11и1ть  иЬоъ  бсакопочио  малаго 
?*м  гц^мшии  ПирР'\Ь-1им  П1»;11«:И1Ч||«»  мою  .|;|гмонта  ра:и^О]П110МЪ  ого  *,  пли  я^ 
01-1    11«'и<и  импиНм   МП  111  П.  июкимь.  ПО  прпмнпму  Длллмбора  иуЬомъ: 

у,1л,г.^1»     ьл  '''''.:  "^г^л  <  1:,  :<;/.'^«     ы^?  '^/^Н'з  -  ^^ 

гл!"  П1'|м>пм  1\  ммл  рп«-ирО|<1  рп11мг1ч'м  ЦП  1Ь'"К  ."хпомонты  одной  части  веревкп.  а 

1»1"<^рчп    •ЛММП    п»    1»|Ч'      МОМ1МПМ     \р\  1>М1    О:.    МЛчЧН.     'Г:ПС1>    КЛКЪ    ПО    СВОЙСТВУ    ДаВ« 

ло<*  |-п«1ч*  (чЛ«  |4  1^>1т.>.|   11гроч<  {ь\01пм  ьгГчг  лломонтчч«ъ  вс]Ч»вкп  рявны  п  прн> 


'»>.\ 

.    .1';^. 

\' 

/'  /7^? 

.-».<      , 

..г 

*"' 

V 

Л* 
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аришгмш!  еще  во  виииан1в,  что 


ыожеиъ  п&пксать: 


ар 


д^а  —  Еаус^*, 


гд^  первая  сумип  распросграаяется  па  всю  дппву  /  пита.  Озвячия  череаъ  х^ 
н  х^  дяиЕЕЫ  Ц'Ьлмхъ  висящшгь  колцовъ  оитп  и  приникая  по  1пшман!е,  что 
ускорешхг  всЬхъ  элемеатовъ  иитп  равны,  находш^гь; 

гд^  г  рад1усъ  блока.  Такъ  какъ  йш^  =:  ёх^^  то  оковчательао 

Это  уравнен  1е,  еслн  ввести  нерем^ьвпую 

пнтегрвруедся  тахъ  же,  кавъ  ураввем10  §  280,  опред^шающее  двяжевХе  мате* 
рхалыюй  ТОЧШ1  при  дЬпств1и  силы,  прямо  пропорцхональной  первой  степепя 
разстоян1я.  Оковчательн^эе  р^шен1е  выращав1ч*я  следовательно  показательною 
фу11КЦ1вю  отъ  времени. 

Принц ипъ  Гамильтона* 

511.  Выяснен1е  принципа,  Гамильгонг  (НатШоп)  далъ  другой  дрин- 
цйпъ  динамно  (1835  г.).  равнозначущ1й  съ  иринципоиъ  Даламбера* 
Чтобы  его  формулировать,  нужно  дать  нЬсколыш  ирс^дварительныхъ  цо- 
ясн<?н1Й.  Представиздъ  себЬ  положонш  Л\  и  5а  двигающейся  системы  й? 
матер1ь1льныхъ  гочекъ,  соотвЬтствуюпця  двумъ  произвольно  взятымъ  мо- 
ментамъ  времени  1^  и  1^.  Подъ  Д'ЬЙ- 
стй1е11ъ  данныхъ  сялъ  каждая  точка 
М  системы  11зъ  аерваго  цоложен1Я 
М^  во  второе  Л/э  переходить  до  опре* 
д'ЬлеявоЙ  трарктор1и  АВ  (фиг.  217) 
II  заннмаеп.  па  ней   во  всякШ   мо- 

ментъ  (  определенное  положен1е.  Представимъ  себ*  для  той  же  точки  си- 
стемы движете,  безконечно-мало  отклоненное  отт»  предыдушаго  и  удовле- 
творяк1П1ее  притомъ  сл1;дутщпш.  тслов1ямъ:  1)  Въ  моменты  1^  и  (^  по- 
ложен1я  Т0Ч1Л1  сов1и1Д<^ютъ  С7.  иоложен1ями  М^  и  М^  иъ  д1шствптельно11Ъ 
ДВНЖСЯ1И;  2)  во  ВСЯК1Й  моментъ  и  1ЛЯ  котораго  ^4  <  /  <  ^31  отклоненное 
положен1е  Л^*  безконечно  близко  къ  действительному  Л/,  соответствую- 
щему тому  же  моменту  времени;  3)  перемещение  ММ'  =  Ц  которое 
точка  М  должна  была  бы  совершить,  «ггобы  перейти  изъ  какого-нибудь 
хЬйстнптельнаго    положешя    въ  отклоненное,   соответствующее   тому 
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же  моменту  времени,  принадлежитъ  къ  таслу  возможныхъ,  т.  е.  не 
противор'Ьчитъ  услов1ямъ  связей.  Составимъ  выражеше 

Т=  \'^ШV\  (851) 

гд*  сумма  распространяется  на  всЬ  матерхальныя  точки  системы  5.  Мы 
будемъ  ее  называть  кинетическою  эяерг1ею  системы.  Во  всякШ  мо- 
ментъ  времени  кинетическая  энерпя  Т'  въ  отклоненномъ  движенхи  отли- 
чается отъ  Т  для  того  же  момента  времени,  потому  что  всякая  точка  въ 
отклоненномъ  движенш  проходитъ  въ  тотъ  же  промежутокъ  времени 
^3 — 1у  иной  путь,  ч'Ьмъ  въ  д4йствительномъ  движенш,  а  следовательно  и 
скорости   въ   этихъ  движен1яхъ   во  всякШ   моментъ   времени   различны. 

Итакъ 

Г  =  Г  -ь  6Т. 

Дал4е,  представимъ  себЬ  элементарную  работу  вн'Ьшнихъ  силъ: 

6Ь  =  Ц^'.  05  .  С05  {Р,  05),  (852) 

которая  получилась  бы,  если  бы  всЬ  точки  системы  въ  моментъ  I  изъ 
д'Ьйствительныхъ  положешй  перешли  въ  отклоненный.  Разобьемъ  проме- 
жутокъ времени  1^ — 1^  на  п  частей  промежуточными  моментами  ^,  Г, . . . 
^♦•-1)  и  составимъ  сумму 


2(2У- 


гд*  значения  ЬТ  и  ЬЬ  соотв^тствуютъ  началу  каждаго  изъ  промежутковъ 
времени  и  гд*  предполагается  ^*^  =  1^,  ^®^  =  1^,  Переходя  къ  пределу 
увеличешемъ  числа  п  и  уменьшешемъ  каждаго  промежутка,  получимъ: 


=/< 


(о7  -+-  ьь)  аг,  (853) 

Приндипъ  Гамильтона  состоитъ  сл'Ьдующемъ: 

При  движенхи  системы  матер1альныхъ  точекъ 


/' 


(оГ  4-  8/.)  Л  =  О  (854) 

между  всякими  произвольно  взятыми  моментами  времени  1^  и  1^. 

512.  ПривеАеи1е  принципа  Гамильтона  къ  принципу  Далаабера.  Чтобы 
показать,  что  эти  принципы  равнозначущи,  выразимъ  интегралъ  (854) 
въ  Декартовыхъ  координатахъ.  Для  этого  напишемъ: 

Т  =  \  ^ш  {1'^  -н  Т1'^  ч-  С'),  (в^^) 
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гд'Ь  для  краткости  положено: 


^-^'     й^-"»'    й7-^-  <^^^> 

Прн  отклоненномъ  движенш  кинетическая  энерг1я  отличается  отъ  перво- 
начальной въ  каждый  моментъ  вар1ащею: 

оТ  =  Хш  ($'«'  -н  7|'87|'  -ь  те').  (857) 

Такъ  какъ  при  зам'Ьн'Ь  д^йствительнаго  движетя  отклоненнымъ  изм*- 
нешя  положенШ  точекъ  и  ея  скоростей  разсматриваются  для  одного  и 
того  же  момента  времени,  т.  е.  I  считается  при  этомъ  постояняымъ,  то, 
по  правиламъ  дифференщальнаго  исчислетя,  порядокъ  дифференцирова- 
шя  по  ^  и  дифференцирован1я,  соотв'Ьтствующаго  отклоненному  движенш, 
можетъ  быть  изм'Ьненъ;  такъ  что 

«■=«'з)='^.  ^^=^1=^,  ^■=4^=-1-  <"« 

Если  подставить  это  въ  выражеше  (857),  то  можно  написать: 

*.  «.  *. 

Интегрируя  по  частямъ,  находимъ: 

Зд'Ьсь  проинтегрированная  часть  при  значен1яхъ  1=11  ^  ^  =  ^а  равна 
нулю,  .такъ  какъ,  согласно  сделанному  съ  самаго  начала  предположенш, 
въ  эти  моменты  времени  отклоненный  положешя  совпадаютъ  съ  д'Ьйстви- 
тельными;  но  тогда  85  =  0.  Такимъ  образомъ: 


,Л'1^<«=-/5«- 


Преобразовывая  подобнымъ  же  образомъ  два  друг1е  интеграла,  найдемъ: 

32* 
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Принимая  во  вниман1е,  что 

Ы  =  1Р.Ъ8  .С08  {Р,  &)  =  Е  (35$  -+-  Н8т)  -н  26^, 

находимъ  для  интеграла  (853)  сл-Ьдующее  выражен1е: 

Но  этотъ  интегралъ  дЬйствительно  равенъ  нулю   на  основан1и  принвдиа 
Даламбера. 

Чтобы  показать,  что  принципъ  Гамильтона  вполн*  равносиленъ  прин- 
ципу Даламбера,  остается  показать,  что  предположеше  (854)  влечетъ  за 
собою  равенство  нулю  суммы,  стоящей  подъ  знакомъ  интеграла  (859). 
Но  это  сл'Ьдуетъ  изъ  сд'Ьланнаго  въ  принцип*  Гамильтона  предположе- 
н1я,  что  услов1е  (854)  оправдывается  при  всякихъ  пред-Ьлахъ  интегриро- 
ван1я:  это  предположея1е  возможно  только  въ  томъ  случае,  если  выра- 
жен1е,  стоящее  подъ  знакомъ  интеграла  (859),  равно  нулю. 

Уравнеша  динамики  въ  параметрахъ  Лагранжа. 

513.  Составлен1е  Лагранжевыхъ  уравиеиШ  помощью  принципа  Гамиль- 
тона. Въ  §§  502  и  503  было  показано,  какъ  составить  услов1я  равнов*с1я 
системы  матер1альныхъ  точекъ,  когда  положеехе  системы  определяется  / 
независимыми  между  собою  параметрами  Цу,  (/з,  .  .  ,  ^^.  Чтобы  составить 
уравнен1я  динамики  въ  этихъ  перемЬнныхъ,  можно  было  бы  сделать  ире- 
образован1е  иеремЬнныхъ  въ  уравнен1яхъ  (848)  по  правиламъ  дифферен- 
щальнаго  исчислен1я  и  принимая  во  вниман1е,  что  въ  Лагранжевыхъ  па- 
раметрахъ услов1я  связей  обращаются  въ  тождества.  Но  принципъ  Га- 
мильтона, выражен1е  котораго  не  зависитъ  отъ  выбора  той  или  другой 
координатной  системы,  даетъ  возможность  непосредственно  составить  ура- 
внен1я  динамики  въ  независимыхъ  перем'Ьнныхъ  Лагранжа.  Для  этого 
выразимъ  кинетическую  энерпю  въ  этихъ  перем^нныхъ.  Принимая  во 
вниман1е,  что  вс^  Декартовы  координаты  точекъ  системы  суть  функщи 
перем^нныхъ  ^^,  ц.^,  ...(//,  им^емъ: 


'^^  =  ...''  '^Ч:  -•-  А^:-  2'?.  -«-  • .    75Г  8<г,  =  >^  ХГ  3<7-.'  (8<Ю) 


^''    п'-^^''    «'-I-  '^'■-    о'— V     '^^•-    п'  ГЙКП 


гц-Ь  положено 


с11'~'^'"' 


I 

г 


§  513,  ф.  864. 


н  подобнгйя  же  выражен1я  д.1я  дт^^,  1^,  т^/,  ^/  Подсгавивп»  выряжсЕ]я 
(861)  въ  формулу  (855),  шл  найдемъ,  что  Т  представится  функц1ею  0П| 
Лагранжевыхъ  координатъ  и  ихъ  производныхг  по  времени,  иричеигь  по- 
с-1'Ьдн1я,  ВЪ  виду  лвнейнаго  вида  ааписнмогт4?й  (861  к  будз^гь  во  всЬхъ  чле- 
нахъ  входить  въ  двухъ  из1гЬрен1яхъ,  1акъ  что  Т  представится  по  отно- 
шенш  къ  д/,  9э'т  •  •  <  ^/  однородною  квадратичною  функц1ею.  При 
отклоненномъ  двнжеа1и  въ  топ.  же  самый  мож^п.  координаты  и  ихъ 
производный  отличаются  отъ  ирежнихъ  величинами  ?7м,  "  Чт\  ^  ^^' 
этому:  ^1  ^^1 

прпчемъ  иропзводныя  огь  Т  во  второй  суммФ,  будуп>  линейными  одно- 
родными функдщми  оп.  '/,/, '^а'^  "*'/|'-  Подобио  равенствамъ  (858),  можно 
написать:  _  .  '^-^  _ '%„ 

~       ^1    ~     А1    ' 


(862) 


ч. 


а  иоатому  нятргрироваше  по  частямт.  дастъ: 


Гот  ^    ,     .^       ГдТ    <«,/»    ,.      1*^Т  ,    \       Г. 


Ш 
й1 


<и. 


При   (  =  1^  и  <  =  /,.  согласно   принципу    Гамильтона,  '^^^  =  О,  а  сл-Ьдо- 


вательно 


^1 


аг. 


*,  *. 

Въ  §  502   было   показано  (формула  830),    что  адеиентарнаа  работа] 

8Х.  =2  ел.,  {вба1 


вн^шнихъ  силъ: 


т-1 


гд'Ь  Еоэффищенты  ^^,  въ  ел  у  на*  статическаго  равнов'кс1я  предполагадио! 
функц1ями  только  координатъ,  въ  общемъ  же  случа*  могутъ  зависгЪ^ 
такаве  и  отъ  ихъ  пронзводныхъ  по  /  (есдк  силы  зависятъ  отъ  скоростейГ 


пронзводныхъ 

а  также  и  отъ  самого  (*  На  основаши  этой  формулы  принципъ  Гамидьтов 
принимаетъ  видъ:  ^у 


.)  Цш  =  о 


и  даетъ,  такъ  какъ  пределы  нвтегриро8ав1я  произвольны: 
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Такъ  какъ  всЬ  Лагранжевы  координаты  независимы,  то  всЬ  Ц^  про- 
извольны, а  поэтому  услов1е  (864)  распадается  на  I  отд*льныхъ  ура- 
вненШ:  дТ 

"^<^~"^~^-"*^'    ("'  =  1'2'--^  (®65) 

которыя  и  представлявотъ  собою  Лагранжевы  диффвренц1альныя 
уравнен1я  динамики. 

Эти  уравнетя  линейныя  второго  порядка,  такъ  какъ  дТ1д2^  линейны 
относительно  ^^\  д^\  . . .  д/. 

Интегрированхе  I  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнен1й  вводить 
21  произвольныхъ  постоянныхъ,  которыя  могутъ  быть  опред'Ьлены  по  на- 
чальнымъ  услов1ямъ  движен1я,  т.  е.  если  даны 

?10'  ?ао»  •  •  •  Зю  и  9105  9^20»  •  •  •  9ю' 

514.  Случай,  когда  существуетъ  потенц1алы1ая  фунщ1я.  Въ  §  503  было 
указано,  что  если  силы  имЬютъ  потенщальную  функцш,  то 

Сравнеше  съ  формулою  (863),  въ  виду  произвольности  всЬхъ  множите- 
лей 8д^,  даетъ: 

е.=^.  («ад 

и  уравнен1я  (865)  принииаютъ  видъ: 

^^_Щ^  =  0.     (.=  1,2;..^  (867) 

3  817.  Составить  уравнен1я  динамики  свободной  матер1альной  точки  въ 
подярныхъ  координатахъ.  Р^ш.:  По  формуле  (91): 

Г  =  1  т  (р'з  -+-  р»»'«  -ь  р«  лп«  в  .  9'2);  (868) 

поатому,  принимая  ^^  =:  р,  9а  =  ^*  Яш  ^  ?«  °^  формуле  (865)  находимъ: 

-[5-Чж)'-р--»©1=«.- 

" Л =  %• 

гд*  о  ,  ^л ,  д  коэффищенты  при  ор,  6&,  0(р  въ  выражен1и  элементарной  ра- 
боты вн'Ьшнихъ  силъ  въ  полярпыхъ  координатахъ. 

8.  618.  Составить  уравнен1Я  движешя  матер1альной  точки   по  абсолютно 
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кой-нибудь  точки  системы  относительно  этихъ  осей;  такъ  что: 

?  =  с. -+-$',     -п  =  -п,-Н7|',     ь  =  !;,н-ь'.  (871) 

Дифференцируя  эти  равенства  по  /,  найдемъ  для  скорости  той  же  точки: 

^\  =    ^с^  -Ь-  ^\>        ^7)  =  ^гТ]  -+-  ^'т).         «^(;   =  \  -*-   ^''г-  (в'72) 

Возвышая  въ  квадратъ  об*  части  перваго  изъ  этихъ  равенствъ,  умножая 
ихъ  на  массу  той  же  точки  и  беря  сумму  такихъ  произведен1й  для  всЬхъ 
точекъ  системы,  получаемъ: 

=  ^-^с^  -*-  2«;,.1:жг  '  -н  Лтг'^.  (873) 

Но  такъ  какъ,  по  свойству  центра  массы  (§  450): 

Хш^'  =  &/г  (5  —  у  =  Ет?  —  {хЕ,  =  О,  (874) 

то 

I  тV^  =  0; 

а  поэтому  равенство  (873)  и  два  другихъ,  ему  аналогичяыхъ,  даютъ: 
2  тг?р^  =  [IV ^^^  -+-  2  п^V^^, 

сл1>довательно 

"^"*  Т=Г,ч-Г,  (875) 

гд*  Т^  кинетическая  энерг1я  центра  массы,  а  Т*  кинетическая  энерпя 
въ  двнжен1и  системы  относительно  центра  массы,  т.  е.  въ  такомъ  дви- 
жен1и  системы,  которое  получится,  если  отнять  у  нея  поступательное  дви- 
жен1с,  определяемое  движсн1емъ  центра  массы. 

3.  622.  Колесо  катится   по   дорогЬ   прямолинейно  и  равнои^рно.  Опреде- 
лить его  кппетпческую  эперпю.  Р^ш.: 

гд!-,  »/  моментъ  пнерщи  колеса  относительно  его  оси;  если  г  рад1усъ  колеса, 
то,  при  отсутствии  скольжеши,  шгс^гг^;  поэтому 


г=1,.=  (..Д. 


8.  Б23.    По    вн^шиеп    стороне    окружности    неподвижнаго  круга  катится 
сплошной  однородный  кружокъ  рад1уса  г.  Каковъ  долженъ  быть  рад1усъ  не- 


^^^^^^^^^^^^~    —   50Ь   —  8  Ь\1,  ф.  878. 

подвлзкнаго  круга,  чтобы  полная  кинетическая  эиерНя  крушка  был»  въ  пол- 
тора раза  больше  кинетической  энергш  его  »ращея1Я  около  его  центра?  Для 
р^шеатя  см,  задачу  474. 

516.  Количество  Авижен1Я  системы  111атер1альныхъ  точекъ.  Представать 

^  Е—1  т(\  (876) 

геометрическую  сумму  количествъ  двнжен1я  всЬхг  матер1альныхъ 
точекъ  снстамы.  Мы  будеш»  его  называть  лросто  киличествомъ  движе- 
Н1Я  системы.  Его  слагаемый  на  осшсъ  координатъ: 

Е^=}:  тг^,     ^^  =  5:  тг^,     Е^  =  I  тV^.  (877) 

Теорема.  Количество  движения  системы  геометрически  равно 

количеству  движения  его  центра  массы,  если  предполагать,  что 
въ  немъ  сосредоточена  масса  всей  системы,  ^1;1я  доказательства 
нм'Ьемъ  форл1улы  для  координатъ  центра  массы  (§  450): 

Дифференцировангомъ  этпхъ  равенствъ  по  /  прямо  и  находимъ: 

Е^  =  р/;^,     Е^^  =  Р1Ц,     ^г.  =  ^1«;,^.  (878) 

Сл'Ьдств1е,  Если  количество  движенш  системы  равно  нулю,  то  центръ 
массы  остается  неподаижпымъ.  Обратное  заключен1е  очевидно  тоже  спра- 
ведливо. 

3«  524.  Количество  двишснгя  катящагося  колеса  (апдача  522)  вав^^ство.  Ооре- 
Д'к1ить  скорость  его  центра  массы. 

3.  ЫЬ.  Система  состонтъ  изъ  двухъ  иатер1алы1ыхъ  точевъ  съ  масс&нп  т^ 
н  ту.  Зная  скорость  одной  пзъ  точекъ  и  скорость  центра  масс^ы,  построить 
скорость  другой  точки. 

517.  Мошеитъ   ноличествъ   двитен1в   системы    11атер»ал1>иыхъ    точекъ. 

Въ  §  263  мы  разсматривали  момевп>  количества  движен1я  отд'Ьльной  ма- 
тер1альной  точки;  обобщимъ  это  понят1е  на  систему  точекъ  сл1'»дующимъ 
обраюмъ,  Построииъ  для  каждой  материальной  точки  системы  моментъ  ея 
количества  движения  относительно  начала  координатъ  въ  вид-Ь  вектора 
по  общему  правилу  для  изображения  момента  вектора;  слагаемыя  такого 
вектора  будутТ): 

т  (т11у  —  1,г^),     т  (С??^  —  ЬАу     П1  {Ь^^  —  тг)!;^). 

Складывая  всЬ  эти  векторы  геометрически,  мы  цолучимъ  векторъ  Л',  для 
котораго 


—   506  — 

Векторъ  К  мы  и  будемъ  называть  моментомъ  количествъ  движен1я 
системы  матерхальныхъ  точекъ  относительно  начала  коорди- 
натъ.  Подобнымъ  же  образомъ  можно  себ*  представить  моментъ  коли- 
чествъ движешя  системы  вообще  относительно  какой-нибудь  данной  точки 
(^05  ^0»  Ьо).  Для  его  проекцШ  нужно  было  бы  въ  выражешя  (879)  вм-Ьсто 
координатъ  каждой  точки  подставить  разности:  Е  —  Е^,  т)  —  т)^,  ь  —  ъо- 

Теорема.  Моментъ  количествъ  движен1я  системы  относи- 
тельно какой-нибудь  точки  слагается  геометрически  изъ  мо- 
мента, относительно  той  же  точки,  количества  движен1я  центра 
массы,  въ  предположенхи,  что  въ  немъ  сосредоточена  масса 
всего  т'Ьла,  и  изъ  момента  количествъ  движен1я  системы  отно- 
сительно центра  массы  въ  ея  движен1и  по  отношен1ю  къ  этому 
центру. 

По  формуламъ  (871)  и  (872)  им1>емъ: 

поэтому  К^  =  \^  (^Аг  —  ^с^^)  -+-  2т  (т)'!;/  —  С^^') 

но  четыре  посл-Ьднихъ  члена  равны  нулю  по  свойству  центра  массъ  [фор- 
мула (884)].  Итакъ 

К^  =  К,^^К^,  (880) 

'^*  А;^  =  ^(1Г1л,-С,г;^)  (881) 

слагаемая  вектора  К^,  момента  количества  движешя  центра  массы  отно- 
сительно начала  координатъ,  а 

^Г.'  =  1ш(71'<-!;'г;^0  (882) 

слагаемая  момента  количествъ  движен1я  системы  относительно  центра 
массы,  такъ  какъ  зд'Ьсь  входятъ  координаты  относительно  осей,  парал- 
лельныхъ  даннымъ,  но  проведенныхъ  черезъ  центръ  массы  и  слагаемыя 
скорости  въ  движенш  точекъ  системы  относительно  центра  массы.  При- 
соединяя къ  уравяенш  (880)  еще  два  подобныхъ  же 

К^  =  К^-,-  К^\      Кг^  =  К,г^ -ь  Кг\  (883) 

выводимъ  геометрическую  зависимость: 

К  =  К^  -I-  К\  (884) 

3.  626.  Опрод'к.1ить  момснть  ко.7ичестпа  дввжеы1я  въ  задаче  522  отноеи- 
тельио  начальной  точки  касан1я  колеса  къ  ирямой  лпнш,  по  которой  оио  ка- 
тится. Отв.: 


""екторъ  К  иериепдикуляренъ  къ  плоскости  колеса. 


—    Ь07    — 


§  518,  ф.  887. 


3.  627.  Опред-кяпть  иомеятъ  количества  Д11ИЯ{ен1я  одыородваго  кружка,  ка- 
тящагося  по  внЬтеей  сторон1ь  окружности  пеподввжпаго  крупц  прлчемъ 
пзв-Ьсхна  угловая  скорость  ш  движе1ня  центра  массы  кружка.  От  в,: 


^^:  =  ш  Кх  (Г1  -ь  г.р  ч-  '"^  |/    , 


гд"^  Г|  п  г^  рад1усы  обояхъ  круговъ,  а  ^  моментъ  цнерцш  кружка  отасентельно 
перпендикулараой  къ  нему  осщ  проходящей  черезъ  цеатръ  его  массы. 

3,  528*  Р'Ьшпть  ту  же  задачу  въ  преддоаожеа1п  гипоциклжчесшию  двяже- 

Н1Я,    О  ТВ» 

Завонъ  работы  и  кинетической  энершн* 

518.  Уравненш,  связывающее  работу  и  кинетичаснум!»  эхерг1ю.  Ип.  числа 
ВОЗМОЖНЫХ!*  безконъ^чво-малыхъ  перемЬщёнШ.  иото|)Ын  можетъ  получить 
система  матор1а.1ьнихъ  точекг  изъ  положения,  занима^маго  ею  въ  мо- 
ментъ ?,  разслготримъ  то,  которое  ояа  совершаеть  въ  течение  времени  А^ 
въ  дМствительности  оод!.  вл1ЯН1емъ  дЬйствушщихъ  на  нее  снлъ,  Аиалн* 
тически  это  выразится  предг1олпжен1емъ^  что  для  вслкой  точки  системы 


ЙЕ  ==  ЙЕ  =  г?р  а^         Щ  ^=  (!Г1  1==:  17^  г//, 

Тогд^!  въ  формул*  (847)  можно  наиисать: 


о;  =  ^ 


«у  <!(. 


~\^\ 


01' 


^\^^  '^^01 


а1^  '^ 


1'^ 


^'а^-^ 


\  йг.г  =  2  «*  (у  "^  *Ц'  "*"  \*^  ^  **  (1 "  Г 


И  принципъ  Даламбера  даетъ: 


1 


<11  ;  ш«»  =  V  (Н.е/;.  -I-  В,аг1,  -+■  2. о. 


(885) 


Первая  часть  этого  равенства  1федставляетт,  ириращепк'  кинетической 
энерг111  снглеиы,  гф1обрЬта1'Мое  ею  при  гЗезконечно-маломт.,  действительно 
происходящемъ  11ерем+ацен1|1  ея,  а  вторая  пасть  есть  сумма  рябогь  ввЬш- 
вихъ  силъ,  соотвЬтствующая  этому  перемЬгцен1ю.  Зависимость  (885)  или 

ЛТ=1.1',(и,.со8{Г^,  (&^  (886) 

называется  уравнев1еиъ  работы  и  9нерг1и. 

Прилагая  зто  равенство  къ  пос^гЬдовательному  ряду  безконечно-малыхъ 
перем'{1щсн1й  и  суммируя,  мы  найдемъ  въ  первой  части  конечное  прира- 
щен1е  кинетической  энерг1и,  а  во  второй  части  сумму  работь  для  консч- 
наго  Еерем{)Щеи1я  системы: 

Т—Т^  =  Е1.  (И87) 


—   509   — 


§  521,  ф.  ^113. 


вообще  говоря  не  можетъ  быть  иронитегрировано.  Мы  получшзш»  инте- 
гралъ,  только  если  вторая  'теть  сгановнтся  поднымъ  дифференщалоуъ 
некоторой  фуйкщн  отъ  координат!.: 

Въ  этомъ  елуча'Ь 

Т  =  г7  -н  С;  (8У0> 

гтриче^п.  ттропзвольная  постояннгш  може!!.  быть  опред1;лена  по  нача-ть- 
нымъ  услов1ямъ  дввя{ен!я:  если  подставить  въ  Т  пачальныя  скорости,  а 
въ  6^  нача,1ьныя  координаты,  то  нмЬемъ: 

Г,  ^  1\  -ь  С, 
и  поэтому 


т-т^  =  и-и^. 


(891 


Это  равенство,  которое  въ  §  267  было  найдено  для  одной  матер1алвной 
точки,  и  теперь,  для  системы  матер1альныхъ  точекъ,  мы  будемъ  называть 
загсоно51ъ  энергп!. 

Нужно  помнить,  что  только  тогда  можно  написать  интегральную  за- 
висимость (>^90)^  когда  въ  1]отенц1а.1ьную  функцк)  не  входить  явнымъ 
образом^»  перем'Ьнная  I,  Въ  противномъ  случае,  т.  е.  если  бы,  при  су- 
ществованш  потенщальной  функгии.  проекши  силт.  явнымъ  образомъ  за- 
висали отъ  времени,  полный  диффереиц1алъ  г/[/  содержалъ  бы  членъ 


дЬ 


аи 


и  нельзя  было  бы  написать  равенства  (8В9), 

521.  Законъ  €0хранен1Я  энерпи.  Законъ  энергш  иредставляютт*  иногда 
въ  видЬ  закона  сох  ране П1п  эисргпь  Это  только  другая  форма  того  же 
закпаа  механики.  Значенге  функции  V  изменяется  съ  изм1.нен1емъ  поло- 
жен1я  системы.  Пусть  будетъ  С',  наибольшее  значеяге,  котораго  можетъ 
достигать  функц1я  II  въ  данномъ  движенш  системы*  Разность  11^ — ^^7  на- 
зывается потенц1альеою  анерг1ею  системы,  Назвав1е  это  объясняется 
т1шъ,  что,  на  осяован1и  формулы  (8&9),  разность  двухъ  какихъ-либо  зна- 
чен1й  потенц1альноЙ  фун1щ1и  измЬряетъ  работу  силъ  между  двумя  соот- 
вЪтственпымп  полож1'Н1ямн  системы;  поэтому  и^  —  11^  можно  разсматри- 
вать  какь  всю  работу^  которую  вообще  могуть  произвести  силы  въ  дан- 
номъ движеши,  а  П—Н^  какъ  работу  уже  произведенную; 

V,  -  ГТ  =  (V,  -  и,)  -Щ-  и,)  (892) 

предств^вляется   поэтому  какъ  запасъ  работы,  какъ  работа,  которая  еще 
можетъ  быть  произведена,  Представивъ  уравнен1е  (891)  въ  вид*: 


гч  {11^-и)  =  т,^^(и,  —  и^1 


(693) 


можно  сказать: 


—   510  — 

Во  все  время  движенхя  системы  сумма  кинетической  и  по- 
тенц1альной  энергхй  остается  постоянною. 

Въ  такомъ  внд-Ь  законъ  энерпи  часто  разсматривается  въ  физик*, 
въ  вопросахъ  о  иреобразованш  энерпи  одного  рода  въ  энерпю  другого 
рода,  напр.  тепла  въ  работу,  работу  въ  электрическую  энерпю  и  т.  п. 

3.  529.  Составить  выраженге  закона  энерг1и  при  д-Ьйствхн  силы 
тяжести  на  систему  матер1альныхъ  точекъ.  Отв.:  Считая  ось  (I)  на- 
праа1енною  вертикально  внизъ,  им-Ьемъ: 

Т—Т,  =  1  тд^  —  Утд;,  =  ^д  с;,  -  ;;о),  (894) 

гд*  ^1  масса  всей  системы,  а  ^^  координата  центра  массы. 

3.  530.  Решить  задачу  динамики  системы  матер1альныхъ  то- 
чекъ, им-Ьющей  одну  степень  свободы,  въ  предположеши,  что  силы 
им^ютъ  потенщальную  функщю,  независящую  отъ  времени.  Р-Ьш.:  Если 
система  им-Ьетъ  одну  степень  свободы,  то  координаты  всЬхъ  ея  точекъ 
могутъ  быть  выражены  въ  функдш  одной  независимой  (Лагранжевой)  не- 
рем-Ьнной  ^\  тогда  кинетическая  энерг1я  будетъ  им*ть  такой  видъ: 

Т=/-(?)(§)^  (895) 

И  потенщальная  функщя  можетъ  быть  тоже  выражена  въ  функщи  пере- 
менной ^•.  и  =  ^(я)- 
Итакъ,  мы  им*емъ  дифференщальное  уравненхе: 

откуда  ,^ 

гд*  с  произвольная  постоянная,  опред1>ляемая  по  начальнымъ  услов1ямъ 
движен1я. 

3,  531.  Составить  уравнен1е  движен1я  твердаго  гЬла,  вращающагося 
около  горизонтальной  оси  при  д-Ьйствш  силы  тяжести  (физическ1й  маят- 
никъ).  Р-Ьш.:  По  формул*  (718): 

гд*  ^  моментъ  ияерц1и  маятника  относительно  его  оси  вращешя.  Опре- 
деляя положеше  маятника  угломъ  в,  который  плоскость,  цроходяпхая  че- 
резъ  ось  вращен1я  и  черезъ  центръ  массы,  образуетъ  съ  вертикальною 
плоскостью,  и  считая  ось  (ъ)  направленною  вертикально  внизъ,  а  начало 
1СОординатъ  на  оси  вращен1я,  имеемъ: 

ЛЬ       __  ^  ,^ 

(О  =  ^ ,     I  =  \^д^^  =  \1д8  С08  Ь,  (897) 


_   511   _       "^^И"        8  522 

гд'Ь  г*  хтзстоян1с  центра  массы  отъ  оси  вращеа^я,  Предиодагал,  что  въ 
начальный  момев-гъ  мнятникъ  былъ  отклоиенъ  на  угол,  й^  отъ  положен!» 
равновЬсш  и  находился  въ  поь*о1ь  по  уравнен1ю  (^94)  по,тучаемъ: 

I  (^1  =  2\>.д$  {€03  %  —  со8  %).  (898) 

Это  уравнен1е  ло  своему  виду  совпадаетъ  съ  уравнен1емъ  двнжен1я  мате* 
матнческаго  маятника.  А  именно,  применяя  къ  последнему  законъ  энерпи, 

можемъ  написать: 


т= 


1\  —  \=2д  {ео8  6  —  ст  %\  (899) 

гд'Ь  I  длина  математическаго  маятника  (для  сравнения  см*  §  322)*  Урав- 
нен1Я  (898)  и  (899)  сделаются  тождественными,  если  принять 

/=    -*  (900) 

Это   выражение   называется   длиною   физическаго   маятника*   Бол'Ье 
подробное  изсл1*доваше  о  фпзнческомъ  маятнисЬ  см.  въ  §§  552  и  553. 

Устойчивость  и  неустойчивость  равнов^сха  системы 
матерхальных'Ь  точекъ. 

522.  110НйТ1е  объ  устойчивости  и  неустойчивости  раввов'Ьс1я,  Отпоен- 
тельно  этого  вопроса  нужно  различать  нЬсколько  случаенъ.  I)  Еслп  иск 
или  н-Ькоторыл  точки  яакой-либо  системы  будутъ  весьма  мало  отклонены 
отъ  ихъ  положен1й  равнов'Ьс1я  и  %дуп.  предоставлены  самимъ  себЬ,  то 
можетъ  с.1учиться,  что  он^  будутъ  возвращаться  въ  иоложен1я  равновЬсш 
и,  нройдя  черезъ  нихъ  вследств1е  уже  пр1обр!.тенныхъ  скоростей,  опить 
весьма  мало  отклонятся  отъ  положен1й  равнов'Ьс1л,  поагк  чего  опять 
начнутъ  приближаться  къ  этимъ  положенгямъ  и  т.  д.,  т.  е.  будуп.  совер- 
шать колебатгиьныя  движен]я,  проходя  при  этомъ  черезъ  положен1я  равно- 
в1\с1я.  2)  Отклоненныя  точки  могугь  и  не  возвращаться  въ  положешя 
равнов'Ьс1я.  но  двигаться,  оставаясь  все  В1»емя  весьма  близкими  къ  этимъ 
положен1ямъ.  То  же  самое  можетъ  случиться,  если  точкамъ,  поел*  откло- 
нен1Л  ихъ  огь  положенШ  равное! с1я,  будутъ  сообщены  весьма  малыя  ско* 
рости.  Этотъ  поагЬднШ  случай  заключаетъ  въ  себ*  нредЕлдуийе  кавъ  ча- 
стные. Если  такое  движение  произойдетъ  при  вся  к  ихъ  возможныхъ 
отклонен1яхъ,  то  равнов1»с1е,  въ  которомъ  раньше  находилась  си- 
стена,  называется  устойннвымъ.  3)  Точки  системы  могугь,  поел* 
весьма  малаго  отклонения  нхъ  отъ  положен1й  равновЬс1и,  продолжать  отъ 
нихъ  удаляться*  Если  это  случитсл  при  всякихъ  возможныхъ  отклоне- 
Н1яхъ,  то  бывшее  равнов'Ьс1е  называется  неустойчивымъ.  4)  Точки 
системы  могуп.  въ  отклоненныхъ  положен1Яхъ  остаться  въ  иоко^Ь.  Въ  э1ч>мъ 


—   513   — 


524.  ф.  902. 


I  Т  и   V.  и  но  ;^кону  энергш  будеть: 

т=  Г  -^  V  -  иг. 

тому 

НИ!  равенства  (1Ю1). 


и  функцу!  координатъ;  поэтому  безконечно-ма-юй  разности 
фунищи  соотн'ЬтствувзП!  и  безконечЕО-иалыя  разности  зна- 
Атъ,  Отсюда  и  сл1>дуетъ,  что  во  всякое  время  посл'Ь  сооб- 
и*  двпжей1Я  ея  точки  остаются  безкояечно-близкимя  къ  нп. 
анновк-1я, 

оичивость  равноа-ксЕя.  Строго  доказаннаго  признака  яе- 
авнов'Ьсш  привести  нельзя;  но  в^которыя  соображения  ука- 
шачг'шя  минимума  потепгиальиой  функцЫ  соотв'Ьтствуштъ. 
.  неустойчивому  раинов1*с1Ю.  Покажемъ  это  дяшь  для  болЬе 
ш  отклонешя  изъ  положенш  равновМя:  когда  точки,  вы- 
положентя  равнов-Ьс!!»,  удерживаются  въ  состоян1н  покоя 
^оставляются  самнмг  себ1,.  Когда  система  выходить  изъ  со- 
то ея  кинетич*пжая  7>верги1  во  вслкомъ  случае  возрастаетъ, 
.  раньше  [равнялась  нудю;  но,  по  закону  энерпи,  эта  ки- 
?рГ1Я  изм1.ряоп1  теперь  прюизведештуш  силами  работу,  ко-^ 
аргому  непременно  положительная.  Пгакъ 


1Т  —П'>  0; 


(902) 


ЙШТО 

рЯЛйоложенш.  что  въ  положешн  равнов1»с1Я  системы  11=^  Л 

(902)  показываетъ,  что  при  выход'Ь  отклоненной  системы 
яокоя   потенц1альная   функхия   продолжаетъ  возра- 
иоказынаегь,  что   точки   системы,  въ  средиемъ.  продол- 
жен отъ  положеаШ  равнов'Ьс1Я. 

ое  разсужден1е  вызываетъ  ви|ючемъ  существенное  возраже- 
иеизвЬстнымъ»  до  какихъ  предкювъ  будегь  происхудить 
инетической  эверпи  и  соответствующее  этому  отк,1онен1е 
дожен1я  равновес1я,  и  пршбретаеп»  ли  это  отклонея1е  ко- 
пя,—что  собственно  только  и  можетъ  служить  признакомъ 
а  равнов1".с1я, — или  оно  осшется  безконечно-малымъ* 


Оююам!!!  теорет«  ««хьпмяи. 


н:) 
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случае  равнов!>с1е  называется  безразличнымъ.  5)  Можетъ  слу- 
читься, что  при  однихъ  отклонешяхъ  систе1гы  движете  ея  будетъ 
удовлетворять  признаку  устойчивости,  а  при  другихъ  отклонешяхъ  этого 
не  будетъ. 

523.  АналтпескШ  признакъ  устойчивочти  равиов^сая  для  е]|учая,  когда 
В1гЬши1я  смы  шшЬють  потенц1ал>ную  функ41Ю.  Изучен1е  этой  функцш  въ 
связи  съ  закономъ  энерпи  можетъ  служить  для  установления  сл^дующаго 
признака  устойчивости  равнов'Ьс1я. 

Въ  §  503  мы  вид-Ьли,  что  въ  случа-Ь  существован1я  потеншальной 
функщн  услов1е  равновЪс1я  состоять  въ  томъ,  чтобы  при  вс'Ьхъ  юахоог* 
ныхъ  перем^щешяхъ  ея  было  о(7=0.  Но  условхе,  чтобы  при  безко»«и&- 
малыхъ  изм-Ьненхяхъ  перем^нныхъ  дифференщалъ  перваго  порядка  флв* 
щи  этихъ  перем1^нныхъ,  при  данныхъ  значен1яхъ  посл1^днихъ,  равнялся 
нулю,  есть  необходимое,  но  еще  недостаточное  услов1е  того,  чтобы  функ- 
щя  при  этихъ  значешяхъ  перем^нныхъ  им-Ьла  значеше  максимумъ  или 
минимумъ.  Такимъ  образомъ,  во  всЬхъ  положешяхъ  системы,  при  ко- 
торыхъ  потенщальная  функц1я  получаетъ  одно  нзъ  своихъ  значешй  ма- 
ксимума или  минимума,  эта  система  находится  въ  равнов^сш.  Лагранжъ 
зам'Ьтилъ,  что  значен1ямъ  максимумовъ  потенц1альной  функции 
соотв'Ьтствуютъ  положен1я  устойчиваго  равнов'Ьс1я  системы. 
Строгое  доказательство  этого  далъ  потомъ  Лежёнъ-Дирихлё  (Ье|еипе- 
1Лг1сЫе1).  Оно  состоитъ  въ  с.1'Ьдующемъ. 

Пусть  будетъ  и  одно  изъ  максимальныхъ  значенШ  потенщальной  функ- 
щн и  ^/^,  г/з, ...(//  соотв-Ётствующхя  ему  значен1я  независимыхъ  (Лагран- 
жевыхъ)  координатъ,  II'  —  значен1е  той  же  функщн  при  безконечно-ма- 
ломъ  отклонен  1и  системы  отъ  этого  положешя.  Согласно  предположение) 
нм'1,емъ:  _ 

при  этомъ  II —  и'  безконечно-малая  величина  не  ниже  второго  порядка, 
потому-что,  при  разложен1и  этого  приращен1я  по  формул*  Тейлора,  первые 
»ыены,  ]11)едставляющ1е  дифференщалъ  перваго  порядка,  окажутся  ра- 
вными нулю  по  услов1ю  равнов'Ьс1я.  Сообпшмъ  точкамъ  отклоненной  си- 
стемы безконечно- малый  скорости  того  же  порядка  малости,  какъ  и  самыя 
от1и10нен1я,  и  пусть  будетъ  Т'  соответствующее  этому  значеше  кинетиче- 
ской энерг1н.  Эта  величина,  зависящая  только  отъ  квадратовъ  скоростей, 
будетъ  безконечно-малою  второго  порядка;  притомъ  она  существенно  по- 
ложительная, поэтому  можно  написать: 

Г  -к  17  —  6^'  =  а\  (901) 

гд'Ь  а  некоторая  безконечно-малая  перваго  порядка.  По  прошеств1и  ка- 
кого-либо конечнаго  промежутка  времени  послЬ  сообщеннаго  систем*  дви- 
жен1я  кинетическая  энерг1и  и  потенгиальная  функщя  примутъ  некоторый 
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нойыя  значен1я  Т  м  Г,  и  яо  закону  днерг1и  будегь: 

V  >  1Г  —  Г 


Но  Т  >  0;  поэтому 

ЦДЛ 


пли,  на  осЕоваиш  {твенства  (901): 
111И  наконедъ 

П  непре|>ывная  фуны1!я  коорд1шггп>;  поэтому  безконечно-малой  разности 
:?начен1й  ^той  функдЁп  соотп+»тствуюп.  п  пезковечно-малыя  разности  зна- 
чен! Й  координатъ.  Отсюда  и  сл'Ьдуетъ,  что  во  всякое  время  поел*  сооб- 
щснпаго  систс^м1*  движ(зн1я  ея  точки  остаются  безконечно-блнзкими  къ  ихъ 

П0ЛОЖен[ЯМЪ    раВН01|11С1Я. 

52Ф,  Неустойчивость  ра^ков^с^я*  Строго  дока:тцнаго  признака  не- 
устойчиписти  равповЬ'  1я  прпт'сти  нельзя;  но  н1»которыя  соооражешя  ука- 
уываюгь,  что  значеи1я  минимума  потенд1альной  функц1и  соотв^тствуютъ, 
воог*ще  говоря,  неустой чиоому  равеовк'1ю.  Покажеш!  это  лишь  д,1я  оол'Ье 
частнаго  случая  от1аонен1Я  изъ  положоя1я  равновЬсЫ:  когда  точки,  вы- 
внденныя  иаъ  полпжен1Я  равнов'Ьс1Я,  удр])живавлч:я  въ  состоян1и  покоя 
и  потомъ  П1)С доставляются  самимг  себЬ.  Когда  система  выходить  кзъ  со- 
СТ0ЯН1Я  покоя,  то  ея  кияетич«тт.ая  г>нерпя  во  всякомъ  случаЬ  возрастаетъ. 
такъ  какъ  она  раньпп."  1>авнялась  нулю;  но.  по  закону  эяерпп.  эта  ки- 
нетическая ?»нерг1я  изм'Ьряетъ  11?перь  произведенную  силами  работу,  ко- 
торая будетъ  поэтому  непременно  положительная.  Итакъ 

П  —  П'  >  О;  (902) 

но  согласно  предпо.1ожей1ю.  что  въ  положенш  равновЬсш  системы  1Т=  II 
есть  минимумъ   нм'Ьемъ 

Г7'  —  Г  >  О, 

и  неравенство  (902)  показываетъ,  что  при  выходЬ  от1{лоненной  системы 
изъ  состояшя  покоя  потенц1альная  функц1я  продолжаетъ  возра- 
стать; а  это  показьшаетъ,  что  точки  системы,  въ  среднемъ,  продол- 
жаютъ  удаляться  отъ  положен1Й  равнов-Ьсгя. 

Приведенное  разсуждеше  вызывае^'ь  впрочемъ  существенное  возраже- 
Н1е:  остается  неизвЬстныиъ,  до  какихъ  п1>ед-к1овъ  будетъ  н1юнсходить 
аозрасташе  кинетической  энерг1н  и  соотв'Ьтствующее  этому  отклонен1е 
точекъ  огь  (голоженш  равновЬсья,  и  прюбр^таетъ  ли  это  отклонен1е  ко- 
нечный значения, — чтб  собственно  только  и  можетъ  служить  признакомъ 
неустойчивости  равнпв1.с1Я, — или  оно  остается  безконечво-малымъ. 


и.  Ооноап».— Оемамш)»  г^^цкт*  мсха^ицк». 


аа 
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3.  532.  На  неподвижной  цилиидрпческой  поверхности  съ  горизонтальнызш 
образующими  покоится  тяжелое  твердое  т^ло,  ограниченное  тоже  цилиндри- 
ческою поверхностью,  образующхя  которой  параллельны  образующимъ  первой 
поверхности,  причемъ  поверхность  по  поверхности  могутъ  совершать  только 
катан1е.  Опред'Ьлить  услов1е  устойчивости  равнов'Ьсгя  этого  гЬла.  Р-Ьш.:  Во- 
просъ  о  равнов^сш  этого  т-Ьла  сводится  очевидно  1гь  вопросу  о  равнов^Ьсш 
плоской  фигуры,  находящейся  въ  вертикальной  плоскости,  которая  перпен- 
дикулярна къ  образуюпщмъ  об-Ьихъ  цилиндрическихъ  поверхностей,  ограни- 
ченной н-Ькоторою  лин1ею  в,  которая  касается  къ  другой  лин1и  о,  неподвиж- 
ной и  находящейся  въ  той  же  вертикальной  плоскости.  Эта  плоская  фигу^ра 
будетъ  тогда  находиться  въ  положенш  равнов-Ьсхя,  когда  ея  центръ  тяжести 
и  точка  касан1я  лин1й  ^^  и  а  будутъ  находиться  на  одной  вертикальной  пря- 
мой. Эта  прямая,  по  свойству  катан1я,  служитъ  нормалью  къ  траектор1и  центра 
тяжести.  Если  нормаль  вертикальна,  то  касательная  къ  этой  траектор1и  гори- 
зонтальна, а  поэтому  въ  положенш  равнов^с1я  высота  центра  тяжести  или 
максиму мъ  или  минимумъ.  Равнов'Ьс1е  будетъ  устойчивое,  если  при  этомъ 
траектор1я  центра  тяжести  будетъ  обращена  своею  выпуклостью  внизъ,  что 
соотв^тствуетъ  максимуму  потенщальной  функцш  силы  тяжести  [см.  форму- 
лу (897)].  Чтобы  узнать,  будетъ  ли  это  услов1е  выполнено  въ  каждомъ  отд^ль- 
номъ  сяуча*,  нужно  определить  кругъ  перегибовъ  (§§  178  и  179)  и  посмотреть, 
будетъ  ли  центръ  тяжести  находиться  внутри  его  или  н-Ьтъ. 

3.  533.  На  горизонтальное  круглое  бревно  данной  толщины  положенъ  приз- 
матическ1й  брусокъ  съ  прямоугольнымъ  поперечпымъ  скченхемъ  такъ.  что 
въ  положен1и  равновес1я  его  боковыя  ребра  горизонтальны  и  перпендикулярны 
къ  направлешю  бруска.  При  какой  высоте  поперечнаго  сечен1я  бруска  его 
положеше  равнов-Ьсхя  будетъ  устойчивое?  Для  решвн1я  воспользоваться 
соображеп1ями  задачи  175. 

3.  534.  На  горизонтальной  плоскости  лежитъ  однородное  гЬло,  состоящее 
изъ  полушар1я  и  изъ  прямого  кругового  цилиндра,  осиован1емъ  которому  еду* 
житъ  площадь,  кото])ая  отд^ляетъ  полушар1е  отъ  ц^лаго  шара.  Т4ло  касается 
къ  плоскости  шаровою  поверхностью.  Опред'клить  высоту  цилиндра,  при  ко- 
торой раниовес1е  данпаго  тЬла  перестаетъ  быть  устойчивымъ.  При  р^шенхи 
см.  задачу  465. 

525.  Колебательное  Авижен1е  системы  около  положен1я  устойчиваго 
равнов'Ьс1я  въ  случа-Ь  одной  степени  свободы.  Предполагая,  что  система 
им'Ьетъ  одну  степень  свободы,  можно  иоложен1е  ея  опред'Ьлять  однимъ  не- 
зависимымъ  ( Л агранжевымъ)  параметромъ  ^,  Пусть  6удет1>  д  его  значе- 
Н1е  въ  положени!  устойчпваго  равнов'Ьсгя  системы  и  И1=и  (д)  соответ- 
ствующее этому  значен1е  потенщальной  функц1и.  Разности  д — д  и  II — Ц 
остаются,  въ  случаЬ  устойчивости,  весьма  малыми.  Введя  переменную 

а  =  д-   (I 
въ  выражен1е  (895),  можно  написать 

Г(ич-х)  =  Пч)  -^  ~  Г  (0)  -ь  ,4,  Г  (0)  -•-  ... 

и  принять  „,        ^.        /  ,/я\* 


'■='■'"(5) 
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пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ.  Такъ  какъ  Т  су- 
щественно положительная,  то  /"(з)>0,  и  можно  положить: 

Съ  другой  стороны 

гд-Ь  чертк  надъ   производными  отъ  И  означаетъ,   что   туда  подставлено 
ц  =  г/.  По  УСЛ0В1Ю  равнов'Ьая 

а  по  условш  устойчивости  О — 17<0]  поэтому  можно,  пренебрегая  без- 
конечно-малыми высшихъ  порядковъ,  принять: 

и  =  й  -  ыа\ 

гд'Ь  _ 

2    д^^ 

Составимг  теперь  уравнеше  движен1я  въ  Лагранжевой  фори^  (867): 

,^ 

сИ  да         да 

^,    -Н  ^  а  =  0.  (903) 

Это  уравнеше  опред^ляеть  гармоническое  движете  (§§  281  и  282).  По- 
этому его  р*шен1е  можетъ  быть  написано  прямо  по  формул*  (417): 

Пер1одъ  каждаго  колебан1я 

^,  =  2г|.  (905) 

Двнжен1е  системы  матерхальныхъ  точекъ,  имеющей  бол'Ье  одной  сте- 
пени свободы,  около  положешя  устойчиваго  равнов'Ьс1я,  состоять  тоже  изъ 
гармоническихъ  колебанШ,  но  только  уже  сложныхъ,  получающихся  отъ 
сложен1я  н-Ьсколькихъ  простыхъ  гармоническихъ  колебанШ  различныхъ  пе- 
рюдовъ.  Р'Ьшенхе  этого  вопроса  основано  на  интегрирован1и  системы  ли- 
нейныхъ  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнен1й  второго  порядка. 

3.  536.  Однородное  полушар1еэ  покоющееса  на  негладкой  горизонтальной 
плоскости  своею  выпуклою  стороною,  весьма  мало  отклонено  отъ  положенхя 
равнов*с1я  и  предоставлено  самому  себ*.  Определить  его  движен1е.  Для  р-Ь- 
шен1я  нужно  принять  во  вниман1е,  что  при  данныхъ  услои1яхъ  весьма  малое 
колебан1о  полушар1я  около  положен1я  равно в'Ьс1я    можно  разематривать  какъ 

33* 
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вра1цев1е  около  горизонтальной  оси,  проходящей  черезъ  точку  касан1я  иолу* 
шар1я  съ  плоскостью.  Означая  черезъ  а  уголъ  отклонен1я  прямой,  проходящей 
черезъ  О  центръ  шара,  и  черезъ  С\  центръ  массы  полушар1я,  отъ  вертикаль- 
ной липш,  им'Ьемъ: 

гд-Ь  <7,  моментъ  инерщи  полушар1я  относительно  оси  вращен1я.  можетъ  быть 
опред-Ьленъ  по  формул-Ь  (746),  которая  дастъ  для  момента  инерщи  полушар1я 
относительно  оси,  проходящей  черезъ  центръ  шара 

3  2 

но  /'  =  /,-*-  |1с',  гд*  с  =  ОС  ^:г  в  (задача  465),  а  [^•  =  ^  ^  й^.    Отсюда    можно 

опред-Ьдить  ^с  и  потомъ  «7"=/^-|-р,(Д  —  с)'-*.  Дал^е 
Посл-Ь  этого  остается  приложить  формулы  §  525. 

Законъ  двиавеша  центра  масоъ. 


526.  Случай  свободной  системы  |1атер1альиыхъ  точекъ.  Предположимъ, 
что  въ  числ'Ь  возможныхъ  для  системы  перем'Ьщен1й  находятся  вся  к!  я 
иоступательныя  перем'Ьщенхя;  тогда  между  различными  предположе- 
Н1ЯМИ  относительно  возможныхъ  вархацШ  (д^?фференщаловъ)  коордннатъ 
можно  сд'Ьлать  так1я: 

0^1  =  г?а  =  о$з  =  .  .  .   =  о5^, 

ОТ),  =  ОТ],  =  07)3=  ...  =  от|^,  (900) 

0^1  =  0^2=0^3=  .  .  .  =оС^; 

потому- что  поступательное  пе1)ем'Ьщен1е  ха1)актеризуется  равснствомъ  пе- 
1)ем'Ьщен1Й  всЬхъ  точекъ  системы.  Применяя  равенства  (906)  къ  выра- 
жен1ю  (847)  принципа  Даламбера  и  вынося  равные  множители  за  знакъ 
суммы,  можно  написать: 

г^я  ^  (Н.  -    о,  §)  ч-  ?,.!  (Н,  -    ш,  ^^^  -ь  оС.1  (2,  -  Ч  5^)  =  0. 

Такъ  какъ  п1)едполагается  возможнымъ  поступательное  перем'Ьщен1е  по 
всякому  направлен1ю,  то  о^^,  от)^,  о^^  остаются  произвольными^  а  по- 
дтему предыдущая  зависимость  распадается  на  три  отд'Ьльныхъ  уравнен1я: 


(907) 


—   йП    — 


§  527.  ф.  911. 


Цусть  будеть  (*  масса  всей  системы.  Въ  форнулахъ  для  аен1'ра  массы; 

въ  которыхъ  ?,,  \,  ъ,  суть  координаты  центра  иассы,  ложно  эти  коор- 
динаты разсматрнцать  какъ  опродУеяныи  функшн  времени,  зависяш1я 
(Щ.  того,  какъ  происходить  движея1е  вс1.Х'|.  гочекъ  системы.  Дифферен- 
цируя равенства  (908)  два  раза  по  I,  оолучняъ: 


1т. 


^  _     ^ 


ае 


=>Ж-    -'"' 


^-,.^\ 


Л» 


=  }^ 


г/С' 


1т. 


^~      ^ 


лс 


ле 


(909) 


Построииъ  векторъ  Л,  для  иотораго 

его  можяо  разсиатривать  какъ  равоодЬОстнуюшую  всЬхъ  действу ющихъ 
на  систему  силъ,  паралле.1ьнп  иеренесенвыхъ  въ  одну  точку.  Въ  виду 
равенствъ  (90'Л  н  (910)  уравнен1л  (!Ю7)  припнлаюп.  видъ: 

(1'' 


(9П) 


и  ныражаштъ  собою  законъ  двнж«:*н]}1  центра  массъ: 

Если  для  системы  матер^альныхъ  точекъ  возможны  всякгя 
постуоательныя  перемещения,  то  центръ  »ассы  системы  дни- 
гаетси  какъ  свободная  материальная  точка,  масса  которой 
равна  масс'Ь  всей  системы  и  къ  которой  приложены  силы,  гео- 
метрпчйски  равный  сяламъ,  д^йствуюшимъ  на  различный  точки 
системы. 

527.  Случай  несвободной  системы  11атер1алы1ыхъ  точенъ,  Законъ  дни- 
жен1я  центра  массъ  люжетъ  быть  прнложенъ  н  кь  случаю  движения  не- 
свободной системы,  если  только  между  ея  иерем1иден1ями  находится  по- 
ступательное по  какому-либо  направлен1вк  Беря  по  этому  направлешю 
ось  (;)?  можно  въ  вринцииЬ  Даламбера  сд*Ьлать  сд1ауюпця  цредположен1я: 

81,  =  55,  =  5Е,  =  .  .  .  =  5$., 


|[  мы  найдемъ: 


5»),  =  5-11,  =  5»1,  =  .       =  8ц.,  =  О, 

5С,  =  зс,  =  §;,  =  . . .  =  й!;.  =  о, 


—   51% 

или,  во  пчуь^Л  и'л  форнтл.  (^9091  е  1910,»: 

Итагь,  ио  тому  в'<трнъл^в1ю.  по  Еоторомт  возможно  госту- 
иат^льно^  хъиж^вун  системы,  иентръ  массы  движется  кагъ  ма- 
тер1альна4  точса  съ  массою  всей  системы  при  д^^ств^Е  силы, 
равной  сумм!  проекций  вс1хъ  данныхъ  сидъ  на  это  назра- 
вден1е, 

Легсе  та1ике  у61диться,  что  есди  ддя  системы  в(«зможны  всяс1я  п«> 
^лтиательнын  перем1а1ешя  параддедьно  н1Еоторой  пдосности.  то  и  при 
гак/>мг  двиаи.'Н1и  оправдывается  засонъ  двихея1я  центра  хассъ.  прпчемъ 
нужно  п[манолагать,  что  на  ату  точку  д*йствуегь  геометрическая  сумма 
и1р(^И1Шй  данныхъ  сидъ  на  плоскость.  Есди  ату  плоскость  принять  за 
п.ькк^к1ь  (Ь^1  то  законъ  выразится  двумя  первыми  изъ  уравненШ  (1^11 ). 

528.  Зиаченве  аанана  двмшетя  центра  маееъ  въ  нехатгЬ. 

а;  '{аь'онъ  движения  центра  массъ  выясняетъ  намъ  истинное  поня- 
тно о  матер|альной  точк*.  Устанавливая  это  поняле  (§  213 к  мы 
условились  ;$ам1нять  Нло  матгф|ально1Г|  точкою  не  только  въ  томъ  сду- 
ча1,  когда  ра:5м1ры  т1.ла  очень  ма.1Ы  въ  сравненш  съ  проходимыми  его 
точками  путими,  но  также  и  тогда,  когда  совершаемое  имъ  движете  во- 
обще можно  считать  поступательнымъ  и  следовательно  определять  это 
д1ШЖ^'И1е  движен1емъ  одной  какой-нибудь  его  точки.  Теперь  мы  видимъ, 
что.  предполагая  всЬ  д1йствуюш1Я  на  7*Ьло  силы  приложенными  въ  этой 
точкЬ.  с.11дуегь  принимать  за  такую  точку  центръ  массы. 

Ь)  »{аконъ  диижен1я  центра  массъ  показываетъ,  что  изучен1е  двнже- 
Н1Я  Ш'.якой  сиооодной  системы  матер1а.тьныхъ  точекъ  можетъ  быть 
сведено  на  два  отдельных!»  вопроса:  на  задачу  динамики  матерхальной 
точки  (центра  ма<хы;  и  на  пзучен1е  такого  движен1я  системы,  въ  кото- 
ром!* г)дна  ей  точка  (центръ  массы)  остается  неподвижною.  Наприм^ръ, 
(•(•ди  иопросъ  идегь  о  свободномъ  движеши  твердаго  гЬда,  то.  посхк 
011рсд1..!ен1я  днижгчпя  (ТО  цоитра  массы,  остается  изучать  только  его 
вращательное  движ''Н1(*  около  центра  массы. 

е)  Инутренн1л  силы  системы  не  могутъ  вл1ить  на  движен1е 
ел  центра  массы:  потому  что  нхъ  всегда  можно  свести  на  силы,  по- 
парно равный  и  прямо-противупо.тожно  направленный,  такъ  что  суммы 
проекц|||  пх'ь  на  координатных'ь  ослхъ  всегда  равны  нулю;  а  поэтому 
Лр,  Л^ ,  Л-,  сголпмл  в'ь  уравжчплх'ь  (911).  оп>  нихъ  зависать  не  мо- 
гугь.  'Гакимь  оораном'ь.  если  во  время  движен1я  свободной  системы  воз- 
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никають  новыя  связи  между  ея  точками  илп  уничтожаются  связи,  суще- 
ствовайшш  раньше,  то  это  нисколько  не  в,11яегь  на  двнжен1е  центра 
массы. 

529.  Законъ  сохраненш  движения  центра  массъ.  Если  въ  свободной 
систем!»  матер1альныхъ  точеЕЪ  д11Йствуютъ  только  внутренн1я 
СИЛУ,  то 

В.  =  О,    к^  =  О,    в.  =  о, 

%  Ч  -, 

и  уравнен1я  (911)  иока^ываютъ.  что  тогда  дентръ  массъ  не  им'Ьетъ 
ускорешя,  т,  е.  онъ  двигается  прямолинейно  и  равномЬрно.  Этогь 
результатъ  называется  закономъ  сохранен1я  движен1я  центра 
массъ. 

Помимо  того,  что  0Н1.  служить  для  объяснентя  различныхъ  явленШ 
(§  530),  онъ  им*етъ  важное  значете  для  аналитической  механики,  по- 
тому что  уравнен1Я  (907)  даютъ  теперь  шесть  интеграловъ  уравненШ 
динамики: 

т,Е,  =  С^  -4-  С,.     т,11,  =  С,1  ^  С,,     т.ц,  =  С\1  н-  С„      (913) 

гд!,  ироизвольныя  иостояняыя  могут1>  быть  оиред^Ьлены  но  начальнымъ 
услов1ямъ  движения. 

530.  Частные  выводы.  Закон!»  движен1я  центра  массъ  имкеп*  множе- 
ство ириложеиАЙ  при  выяснеши  ринличныхъ  случаевъ  движен1я  т1лъ  въ 
природе.  Приведемъ  несколько  примЬровъ. 

а)  Изъ  астроеомическихъ  наг1тоден1й  извф.стно,  что  вся  солнечная 
система  находится  въ  посту иательномь  дв11жен1и  по  направлеп»»)  к'ь  со- 
зв'Ьзд[ю  Геркулеса,  Это  н)"жно  понимать  гактэ,  что  центръ  массы  всей 
системы,  состоящей  изъ  солнца  и  иланегъ  съ  нхъ  спутниками  движется 
по  направлен1ю  къ  созвФадю  Геркулеса;  отд'ктьныя  же  т+>ла  солнечной 
системы  двигаются  разлнчнымъ  образомч*  вокругъ  этого  центра  массы. 

Ь)  Если  разсматривать  движен1е  земди  съ  луною  около  солнца  и  не 
обращать  внпмаи1я  на  притягательное  дЬЙств1е  остальныхъ  иланегь,  то 
нулшо  принимать,  что  не  центръ  земли  слЬдуетъ  законамъ  Кеплера,  а 
центръ  массы  системы,  состоящей  изъ  земли  и  луны. 

С)  При  движеши  тЬла  около  земной  поверхности  при  дКйствги  только 
силы  тяжести  (т.  е.  если  нренегЗрегагь  соаротивдешемъ  воздуха)  ценгръ 
массы  гЬла  онисываетъ  параболу  (§§  275  и  276).  ЫапримЬръ,  если  бро- 
сить систему  шаровъ,  связанныхъ  Ш1тями»  то,  ка^5ое  бы  сложное  двнже- 
Н1е  шары  при  этомъ  ни  соверщали,  общШ  центръ  массы  нхъ  будете  опи- 
сывать параболу.  Если  въ  начали  движен1я  нити  не  были  нагипуты,  то 
центръ  массы  каждаго  шара  и  центръ  массы  всей  системы  начинаютъ 
описывать  параболы;  въ  тотъ  момеатъ,   когда  нити  между  шарами  аатя- 
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-Счлг^т   гзк-Енится.    ио    центра 
:;1<:ь;Ейгь   прежнюю  сара^?лт. 
ъл   ::1ра<'га27есЕ1я  двяхени 
:;о  ;|Ч.;л;г1Ямит,   йй.::/^..ч-г-л..1Кл:   --гь-.ръ  хг   К1.:*:ь;   в»:»гй    системы  будеп- 

^];  Мгя.й':Яр:--й  ;;г-т:д.  -.-:;.'  Нл  г.  яа.т;:5:т'.я  м^зит  точЕг1ХВ  системы 
й'^  й;/■^^^г  -я  .:=;;:г:-я:;{.  н.  ч:г7Т7.  ."■•й.1:;1Гь  на  хзижеше  центра  иассъ. 
гг^л^ну  7Т0  янля'л/:  я  //.Ллч/.  ?,яут:>гняям;г,  :т.1И1аЯ':ь  огъ  обыкновеяныгь 
силг  только  яят-г:.;;г.чй.ть*.  ;?  :;р1г;-;>:ть&>  1ЬЙ':твй1  «$235).  Если  на- 
г:рич1.рг  ?г;,  пгауЛ  гггчроьг  ль;*  гггу^р^!  в-.-  Бр».-мя  полета  сталкиваются  п 
ухл]}Я^.л<'/л  лругъ  г-  .труга.  !•'•  С'Е'.р-.  т:;  птъ  г1«5гЕ1р«5Вгь  сразу  получаютъ 
лц'л'шильния  ;?.;и7.я':Н1Я  г:о  рл-лпкнь  н  по  направл»='шю:  но  это  не  вл1яеть 
ня  лвиж'-И!'-  ::еи7р;1  иа^гом  в^;':й  сиот-мь:.  Если  артплдер1йск1й  снарялъ 
во  вр'-мя  [1ол"1а  в:;рив;1'.т-:я  к  ра-а-.-татт^я  на  мелие  кускп,  то  центрь 
М'лг.си  г-го  всо-7а1;и  11р'|,Кгли;а»:п.  св'>;  пр».'жнее  движение.  Конечно  это  бу- 
м-т\.  сирав'ативо  только  при  томг  пр»;дположенш,  что  сопротиа1ен1е  воз- 
духа н<г  01;а:;мва<'Т7.  вл]ян1Я  на  законъ  дв11жен1я. 

^•)  Кг:л11  п''Я7ръ  ма'гоы  двнгаюш'/йггя  системы  находится  въ  поко'Ь,  то 
при  д|.йпв1И  ОДНИХ!,  толы.о  внутр^^ннихъ  силъ  онъ  не  можетъ  придти 
\\ъ  движ<'И1<'.  Кс:ли  ч<мовЬ]п,  иаходится  въ  иоксЬ  на  абсолютно  гладкой 
гори:10нпиьпой  плоскости,  то  от,  нн  можетъ  перемЬстить  своего  центра 
гижегли  1п.  гори:1он1альномъ  направлен1и.  такъ  какъ  проекцЁя  силы  тя- 
жи'-.ти  и  иорм;иьпаго  г:опрогив.1ен1я  плоскости  на  всякое  горизонтальное 
иапраил1'Н1'*  рампа  нулк/,  а  силы  мускуловъ  —  силы  внутреншя.  Возмох- 
п(»гль  пир1'диии:<'П1И  «пмовЬка  въ  горп.чонтальномъ  наиравлен1и  обусловлн- 
маск'я  толм.о  (•уп1<'стиопап1^'Мъ  трен|'я  въ  точкахъ  опоры,  предстанхяю- 
пми'о  соГти!  силу  нп1.пп1Н)Н)  п  притомъ  такую,  проекшя  которой  на  горн- 
:1опг:1Л1.пук»  пл^м'Ь'ость  п<'  ранпа  пули». 

Г)  Мели  1п»  систем!.,  паходяпи'йся  въ  поко1»,  под1'»йствуютъ  внутренн1Я 
м1'П(1иенпмя  силы,  иаприм1.р1»  проигюйдегь  в:зрывъ  и  система  разлетится 
11.1  магтп,  то  цгптр'ь  массы  ся  все-таки  останется  на  м'ЬсгЬ.  Этимъ  объ- 
яспигтся  таьь  па:п.1]1аемая  '<отдача>'  при  стрЬльоЬ  изъ  ружья  или  «откатъ> 
мри  1тр1.лы'»'|.  и:п.  пуп1!:и.  До  иыстрЬла  система,  состоящая  изъ  оруд1Я, 
ядра  п  11пр(1ха.  находилась  нъ  покоЬ:  данлеп1е,  ок^и^ываемое  газами,  ко- 
ги|1ыг  опрллуштси  при  сгараи^и  по|)оха,  предста1ияетъ  собою  систену 
ипуцн'мппхь  СИЛ'!.,  который  запамляи  ядро  вылетать  изъ  оруД1Я,  приво- 
ди п.  П0С.11.ДПП'  в'ь  дпиж1'П1е  нъ  оорапюмъ  напранлен1п  такнмъ  образохъ, 
чго  еглиГ|ы  ору11е  иг  нсг|»1.тило  на  сносмь  пути  внЬшнихъ  сопроти- 
МЛГП1И.  то  центрь  массы  неси  пер|*оиачальноп  системы  остался  бы  не- 
подни.кгнь. 

3.  536.  11.1  :|Гичмьч'И1»  г.-1адкой  1'ч|П1:1иИ1:1л  1.11011  плоскчх'ти  поставлвнъ  шесть 
111.  |»о|М'т.'11.о.11ом ».  1и>.1о:к1М1»и  и  памии.'ить  пидягь.  К.пл.  оудстъ  двигаться  при 
ИИМ1.  «МО  ц«ми|п.  маг*'и  и   1сакого  ])|»дл  дпижсмио   пудоч-ъ  11м11ть  самый  шесть. 
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От  В»:  Такъ  какъ  д.1Я  него  возможно  всшвое  поступательное  перек'кще1ие  вт. 
гориаонтальпомъ  и  а  правлении,  а  въ  этомъ  направлев1и  сплы  не  дФ.Ястиують, 
то  центръ  массы  можетъ  получить  только  двише111е  вертикально  вивзъ.  Двп- 
1кеи1е  шеста  будетъ  эллиптическое  <§  114). 

3.  537  На  абсолю1во  гладкой  илоскостя  двумъ  тЬламъ,  связаввымъ  нитью, 
сообщены  скорости  г,  в  г,  въ  протяну  пол  ожныхъ  направлспшх'ь,  причемъ  о6- 
щ1й  цхъ  центръ  массы  остается  иеподвшкеыъ.  Въ  какомъ  отношении  иахо- 
датся  массы  этихъ  шаровъ?  Отв.:  »Я|/|Пз  =г  Гз/г^. 

3.  53в.  На  платформ-Ь,  снабженной  колесами  и  стоящей  на  рельсахъ,  пом-Ь- 
щепа  паровая  машина,  поршень  которое  двигается  параллельно  рельс&ш» 
Какъ  будет^ь  двигаться  сама  платформа,  когда  паровая  машина  будетъ  приве- 
дена въ  двишешег' 

3.  539  Центръ  массы  системы  совершаегь  простое  гармоническое  доиже- 
Н1е  по  прямой  ЛНН1Н.  Опрод^яить  заковъ,  по  которому  д*Ьмствувть  радаод^б- 
ствующая  вс'Ьхъ  внЬиитхъ  снлъ.  Отв.:  Она  прооарцгопальиа  роастояи1ж1 
центра  массы  отъ  его  аоложен1н  равно в^с1Я  и  пос1Юяиио  направлена  къ  этому 
положен1ю, 

Завонъ  количества  движен1Я. 

531.  Вывфдъ  зак1}на  количествъ  двитенкя.  Пъ  глав).  \'1  была  указана 
зависимость  между  ь'олнч1м;тв1)Мъ  дн11;к1'ц1я  матер1альной  тачки  и  импуль- 
сомъ  действующей  на  нее  сцды,  а  въ  §  274  было  дано  аяа,1ИТИческое 
выражен1е  этой  зависимости.  Намъ  иредстоитъ  теперь  это  понят1е  рас- 
11})оа11анить  на  систему  матер1ам1ЬШ|1хъ  точекъ.  Для  этого  обратимся  къ 
ураннен1ямъ  (907),  которыя  иред[10лагаютъ,  что  для  системы  возможны 
вснпш  поступательный  аерем-йщеная.  Доиустимъ,  что  вторыя  части  атихъ 
5фавпен1й  выражены  въ  функщи  времени,  и  произведемъ  интегрироваше 
въ  нред'Ьлахъ  огь  /^  до  I,  Мы  получимъ: 

I  I 


Епи?, 


2-  Ш% 


Щ^ 


Векторы  ^  суть  импульсы  силъ,  Ихъ  геометрическую  сумму 


(914) 


Я  =  ./,  ч-  ./,    ь  .  ,  .  =  Х  ^ 


(915) 


I условимся  называть  главнымъ  или  равнод11Йствующимъ  импуль^ 
сомъ  данныхъ  сидъ.  Зависимости  (914)  содержать  щюекщи  трехъ  век- 
торъ:  Д  А'о  (§  516)  и  5И  и  могутъ  быть  соединены  въ  одну  зависимость: 

выражающую  ааконъ  количествъ  движенгя: 


(916) 
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шествов&вш1я  раньше,  то  это  но  изм'Ьняетъ  величины  п  направлешя  ко- 
личества движее1я  системы, 

с)  Мгновенный  силы,  если  ожЬ  въ  системе  внутренж1я,  тоже  не  вл1яюгь 
на  количество  движен1я  системы,  какъ  бы  ни  изм11нялигь  при  этомъ  ко- 
лн'кчтва  движен1Я  отд1.льныхъ  точеиъ  последней.  Поэтому  сиударенге  'Наъ, 
[[рннадлежащихъ  системЬ,  или  происходящШ  внутри  ея  взрывъ  не  могуп» 
ИЗМЕНИТЬ  ея  количества  двнжен1Я. 

533.  Законъ  сохраневш  нолмчествъ  движения.  Если  инЬнппя  силы  при- 
водятся только  къ  парамъ  силъ  или  •совс'Ьмъ  отсутствуютъ,  то  главный 
нмпульсъ  этихъ  СПЛ1,  равеиъ  нулю  д^1я  всякаго  промежутка  времени»  Фор- 
мула (916)  даегь  при  этомъ: 

законъ  сохранен1я  количествъ  движен1я  системы. 

Если  равнодействующая  всЬхъ  вн'Ьшнихъ  силъ»  перенесен- 
ныхъ  въ  одну  точку,  постоянно  остается  равновз  нулю,  то  ко- 
личество движен1я  системы,  для  которой  возможны  всяк1я  по- 
ступательный перем"Кщеп1я,  сохраняетъ  свою  величину  и  на- 
правление. 

Это  же  приложпмо  и  къ  случаю  д11Йств1я  мгновенныхъ  сн,ть. 

Если,  въ  частности,  система  находилась  иъ  иокоЬ,  то  при  возникно- 
веиш  внутреннихъ  силъ,  наприм^ръ  поел*  взрыва^  он&  или  части,  на  ко- 
торый она  разделилась,  начпнаютъ  совершать  такое  движете,  при  кото- 
ромъ  пекгоръ  Е  остается  равнымъ  нулю. 

3,  540,  Объяснить,  почему  происходить  подъем'ь  ракеты.  От  в,:  Ракету 
можно  разсиатривать  какъ  систему  материал ьныхъ  точе1съ,  состоящую  пзь 
твердаго  тЬла  в  изъ  горючаго  состава.  Когда  ракета  аодогЬшана  на  стаик"к  п 
находится  въ  поко4,  ея  количество  двлжен1я  равно  нулю.  При  ея  поджигав1п 
искры  и  газы,  образующ1еся  при  сжиганш  пороховой  массы,  пачинаюттэ  вы* 
летать  язъ  трубки  внизъ  съ  весьма  большою  скоростью;  такъ  что,  в  ее  мот  ре 
на  небольшую  мнссу  вхъ,  они  даютъ  значительное  количество  днижев1я,  на- 
правленное аяпаъ.  Такъ  какъ  геометрическая  сумма  вс^хъ  количествъ  дввже- 
н1я  остается  раиною  нулю,  потому-что  взаимодйЙств1е  между  газа)1н  в  труо- 
кою  ракеты  силы  внутрепнш,  то  остальная  часть  системы  получаеть  количе- 
ство движен1я,  ио правленное  вверхъ. 

3.  541-  Сосудъ,  наполпевныЙ  водою  и  могущ1й  свободно  двигаться  въ  го* 
риаонтальномъ  напраолевт,  снвбжепъ  сзади  отверст1емъ.  Объаснитц  почему 
при  вытбкан1к  воды  изъ  отверст!я  сосудъ  начнеп*  двигаться  я'ь  направленш. 
обратном  ь  нытеканш  воды. 

3*  542.  Ызсл^доват!.  соударен1е  дпухъ  однородныхъ  и  ядеольпо  упругихъ 
шировъ,  двпгающизсся  поступательно  такъ,  что  центры  ихъ  остякугся  но  пдно1| 
прямой.  Р'Ьшеи1е,  Если  шары  идеально  упруги,  то  посл+.  всякаго  иэмй11еп1я 
ихъ  подъ  вл1ян1емъ  какихъ-лвГю  спяъ  они  опять  принимаюгь  въ  точности 
свою  нрежнюю  форму,  какъ  только  эти  силы  перествють  д^^й^твоиать.  При 
соудареи1и  такпхъ  шаровъ  ихъ  кинетическая  энерг1я  не  изм'Ьняется,  А  имени'"», 
работа  вхъ  взаимлыхъ  давлен! ^  во  время  ихъ  прикосновешя  к  сжат1я  нроиа* 
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водптся  потомъ,  при  возстановленш  ихъ  прежней  формы,  съ  обратнымъ  зна- 
комь: такъ  что  сумма  работъ  за  все  время  соударенхя  равна  нулю,  а  поэтому, 
по  уравнен1ю  работъ  (886),  кинетическая  энерг1я  системы  обоихъ  шаровъ  по 
окончанш  явленхя  удара  прннпмаетъ  свое  первоначальное  значен1е.  Всл*дств1е 
этого  им'Ьемъ: 

гд-Ь  т,  и  т.2  массы  таровъ,  с^  и  с^  скорости  ихъ  поступательнаго  диижен1я 
до  удара,  а  г^  и  г^  ихъ  скорости  поел*  удара,  Возьмемъ  ось  (;)  по  лннш  дви- 
жен1я  обоихъ  шаровъ  и  введемъ  въ  уравнеше  (918)  вместо  самнхъ  скоростей 
ихъ  проекщи  на  эту  ось,  чтобы  имЬть  потомъ  возможность  отличать  то  или 
другое  направленхе  движен1я.  Итакъ  напишемъ: 

»*,г,^а  ч-  щт^^  =  м,с,  3  ч-  яцс,/.  (919) 

;  ;  5  С 

Силы  удара  для  системы  обоихъ  шаровъ  силы  внутренн1я;  поэтому  можно  при- 
ложить законъ  сохранешя  количествъ  движеи1я  и  написать: 

*  *•  »  * 

Уравнен1я  (919)  и  (920)  и  могугь  служить  для  опредКлев1я  скоростей  г,-  и  г^^. 
Для  р'Кшеи1я  этихъ  уравненш  напишемъ:  "* 

"»1  (»и'  —  ^1.')  =  —  'Я,  (гз  2  -  Сз,'), 

?  Е  с         ; 

Щ  («^15  ~   ^ь)  =  —  Щ  {Щ^  —  с^^)\ 
откуда 

'  1?1^  -Ь  Сх*-  =^  Го?»  -•-  Се». 

Ч        Ч        ';       *; 
пли 

Этотъ  результатъ  можно  такъ  формулировать: 

При  соударен1и  двухъ  идеально  упругихъ  шаровъ,  двигаю- 
щихся по  одной  прямой  лин1и,  ихъ  отпосительпая  скорость,  со- 
храняя свою  величину,  м-Ьняетъ  направлен1е  на  обратное. 

Для  окончательнаго  р'Ьшен1я  остается  опред'Ьлить  г^^  и  Га^  изъ  уравнешй 
920;  п  (921).  '         " 

3.  543.  Изсл^довать  соударен1е  шаровъ,  двигающихся  по  одпой  прямой, 
иъ  случа-Ь,  когда  опп  не  вполн-Ь  упруги.  Р-Ьшенхе.  Законъ  энергш  теперь 
уже  не  приложи мъ,  ибо  пос.тЬ  удара  остается  деформацЫ  шаровъ,  на  которую 
затрачепа  работа,  произведенная  на  счетъ  кинетической  энергш.  Бзам^нъ  этого 
М1а  можемъ  составить  другое  недостающее  намъ  урав11ен1е.  Опытъ  показываеть 
что  теперь  тоже  пропсходитъ  перем'Ьна  знака  относительной  скорости,  но  она 
<;опровождается  ея  уменьшенхемъ.  Ньютонъ  предлагаетъ  принимать  въ  этомъ 
случае  вм1>сто  формулы  (921)  следующую: 

^'2-  —  «'1-  —  -  2  (с-2:  -  <^1 5  )1  (922) 

гд1".  3  ''^  ^-  Очевидно,  что  <у  лграетъ  зд"Ьсь  такую  же  роль,  какъ  коэффищентъ 
возстаиовлен1Я  скорости,  введенны!!  въ  вопрос*  объ  удар*  материальной  точки 
о  неподвижную  поверхность  ($;  2138;.  Уравиен1е  (922)  вм-ЬстЬ  съ  (920)  опредк- 
ляегь  г,5  п  г^^. 

3.  644.  (\>ударен1е  абсолютно  неупругихъ  шаровъ,  двигающихся  по  одной 
прямой.  Р*шеп1е.  Вс.тЬдствхе  отсутств1я  упругости  н'Ьть  причины,  чтобы  по 
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окоычав!!!  ваапмвдго  давлец1я  шаросъ  они  опять  разъедщтллсь;  ел'Ьдовател^во 
нужно  принять  д:ш  скорости  постЬ  удара 


»►  -^  1^1  =  г, 


пяи,  все  равво»  ^  =^  0.  Вопрос  ь  р1шпется  однкиъ  уравнеиаемъ  (920^: 


ш.с, 


«е  = 


''Е 


Е 


«дСар 


«*1 


Ш, 


3.  545,  Определять  работу,  идущую  на  дефорнацш  пе  вполне  упругих т 
шаровъ.  Отв.;  Она  намеряется  потерею  кинетической  энерНи, 

3.  546^  Движеиге  каклхъ-ЛЕОо  шаровъ  съ  рад1усаш1  г^  ш  г^  задано  дваже- 
111Я1СИ  ихъ  центр  о  въ: 

11^/1(0.  ^1^Л(*)»  Сг^Л^О,       I 

Еа=^Л(0,      Т|,:=Л(0,      С,=ЛШ.    ] 


(92а> 


Изследовить  вс^  обстоательствд  ихъ  соударевЬ!.  Реше111е.  Будемъ  прннп- 
иать  во  внимаше  опять  только  поступательпыя  движения  шаровъ,  Ирея^е 
всего  является  вопросъ»  пронаойдегь  лл  петр-Ьча  шаровъ  и,  если  произойдетъ. 
го  въ  к&комъ  м^стЬ  пространства  б  съ  какими  скоростями,  Бъ  иоментъ  удара 
разстояУ1е  мешду  иент[>аыи  шаровъ  делается  равнымъ  суим^  ехъ  рад1усовъ; 
поэтому  для  определен  1я  момента  удара  им1еыъ: 


(;1  -  ^3)=^  -н  (%  -  V*  ч-  ^1  -  !и)'=  (г,  -ь  г^з, 


(924) 


куда  нужно  нодставпть  функции  (923).  Если  (^,  есть  какой'Вябудь  момеатъ 
времени  до  удара  и  если  найдутся  въ  уравненхп  ф2^1  дАястнительныя  ре- 
шен 1я  для  ^,  больш1л  ч-кмъ  ^^^  то  в  аи  меньшее  изъ  в  ихъ  и  будетъ  соответ. 
ствовать  моменту  удара.  Подставнпъ  это  зваченХе  I  въ  фуяЕЦ1И  (923)  и  въ 
ихъ  производный,  ми 
найдемъ  1юложев)я  цент- 
ровъ  шаровъ  н  ихъ  сио- 
ростн  Су  и  с^^  въ  момевч'ъ 
удара-  Прнмемъ  прямую 
О, О,^  (фиг. '21 8),  соединяю- 
щую центры  шаровъ  въ 
момевтъ  удара,  за  ось 
{X)  и  разложимъ  посту- 
пательныа  скорости  ша- 
ровъ па  слагаем ыя  с,,! 
с^д,  по  этой  ООН  и  на  ела- 
гпемыя  с^ .,  с,',  въ  ней 
перпендкшулврн!)^;  причемъ  эти  последшя  слагаемый  не  будутъ  вообще  го- 
воря лежать  въ  одной  плоскости.  Взаимное  даллен]е  шаровъ  въ  течеше 
времени  удара  обусловливается  только  слагаемыми  е^^,  и  е^^  1ц  если  прене* 
брегать  трев1емъ  въ  точкахъ  прикосновен1я  шаровъ,  ударь  не  вл1яетъ  на 
слагаемый  с^'  и  с/,  Применивъ  для  определен1я  г^,  и  г.^,,  глагаемыхъ  по  оси 
(ар)  скоростей  после  удара,  формулы  задичъ  542,  513  и  544,  мы  пайдем-ь  для 
поошыхъ  скоростей  после  удара: 


Фиг.  21 8. 


9*  =  в«. 


'Ч'» 


г,=  г^  ьс,\ 


щ  =  У^. 


-V; 


-»'С, 
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534.  Теорема  Карно.  Если  въ  систем-Ь  •йлъ,  которыя  не  обладаютъ 
вс'Ь  идеальною  упругостью,  явились  внутренн1я  мгновенный  силы,  то 
по  окончанш  изъ  д'Ьйств1я  происходить  измЬненхе  кинетической  энерпи 
системы.  Главный  интересъ  представляетъ  случай,  когда  мгновенеыя  силы 
обусловливаются  суп;ествован1емъ  связей,  т.  е.  когда  происходить  на- 
прим'Ьрь  соударен1е  двухь  гЬль  системы  или  мгновенно  возстанавляются 
связи,  раньше  не  д'Ьйствовавш1я,  наприм-Ьрь  натягивается  нить.  Вь  та- 
кихь  случаяхь  происходить  всегда  потеря  кинетической  энерпи,  опре- 
деляемая с.1'Ьдующимь  образомь  по  одной  изь  теоремъ  Карно:  Потеря 
кинетической  энерг1и  измеряется  кинетическою  энерг1ею,  опре- 
деляемою относительными  скоростями  до  и  после  удара. 

Доказательство:  По  принципу  Даламбера: 

Можно  предполагать,  что  во  время  действ1я  мгновенныхъ  силь,  между 
моментами  ^^  и  /|  услов1я  связей  не  изменяются,  такь  какъ  положен1е 
системы  въ  этоть  коротк1й  промежутокь  времени  изменяется  лишь  ни- 
чтожно; поэтому,  интегрируя  обе  части  предыдущаго  равенства  по  (, 
можно  считать  возможный  перемещен1я  3;,  от],  8^  постоянными.  Это 
даетъ: 

I  I  I 

=  У  [  Г  Ей^  .  Зе  -I-  ГяШ  .  Зт)  -н-  ГхсИ  .  ЗС]  = 

'о  'о  'о 

=  1  (е7^3$  ч-  ^^о^^  -н-  ^Л).  (925) 

где  удержаны  только  импульсы  мгновенныхь  силь,  а  импульсы  постоянно 
действующихь  силь  отброшены  какь  ничтожно  малые  для  разсматривае- 
маго  промежутка  времени.  Мгновенный  силы  предполагаются  внутрен- 
ними^ а  таковыя  попарно  равны  и  противуположно  направлены;  поэтому 
при  всякомь  возможномь  перемещенш  системы  изъ  того  положешя, 
въ  которомь  она  находится  во  время  или  вь  конце  действ1я  мгновен- 
ныхь силъ,  вторая  часть  равенства  (925)  равна  нулю.  Въ  частности,  это 
будеть  справедливо  и  для  того  перемещен1я,  которое  въ  действитель- 
ности произойдеть  непосредственно  вс.1едь  за  окончашемъ  действ1я  мгно- 
венныхъ силъ;  т.  е.  первая  часть  равенства  (925)  равна  яу.1ю  и  въ  та- 
комь  случае,  если  принять: 

3;   =  г/;   =:   1\(И,        ОТ)  =:  С?7|  =  V^.(^(^         31^   =   ЙV^  =  ГгСИ. 

Итакъ 

1т  Щ  —  Го^)  г^  ч-  (1\^  —  г^,^)  «-^  ч-  (г?.  —  V)  ^г]  =  0. 
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Принимая  во  внимаше,  что 

(г;^  -  1^0^)  ^5=2  ^""^  ~'~  '''«;'  "^  ^\  ~  Ч^'^ 

и  т.  д.,  находнмъ: 

То  —  Г  =  Т,,  (926) 

гд'Ь  То  и  Т  кинетическая  энерпя  системы  до  и  поел*  д'Ьйств1я  мгновен- 
ныхъ  силъ,  а 
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можно  назвать  скоростью  точки  поел*  удара  относительно  ея  скорости  до 
удара. 

3.  547.  Решить  задачу  545  непосредственно  по  теорем-Ь  Карно. 

3.  548.  Два  шкива,  им1ющ1я  параллельныа  оси,  и  находящ1еса  въ  одной, 
перпендикулярной  къ  осямъ  плоскости,  связаны  неупругою  и  ненатянутою 
веревкою,  укр'кпленною  своими  концами  на  окружностяхъ  шкивовъ.  Посл-Ьд- 
нимъ  сообщаются  вращен1я  съ  угловыми  скоростями  ш^  и  щ,  всл^дств1е  чего 
наступаетъ  моментъ,  когда  веревка  натягивается.  Опред^ить  угловыя  ско- 
рости, ш^'  и  ш.^',  шкивовъ  по  окоичан1и  д'Ьбств1я  мгновеннахю  сопротивлен1я 
веревки,  считая  последнюю  неупругою.  Р-Ьш.:  Бъ  моментъ  окончан1я  д'Ьй- 
СТВ1Я  мгновенныхъ  силъ  скорости  точекъ  на  окружностяхъ  шкивовъ  стано- 
вятся равными;  поэтому,  если  г,  и  г^  ихъ  рад1усы: 

а),'г1  =  щ'г^.  (927) 

Означая  черезъ  ^^  и  /,  моменты  инерщи  шкивовъ  относительно  осей 
вращен1я  и  принимая  во  вниман1е  формулу  (718),   по  теорем'Ь   Карно  им'Ьемъ: 

^^ш^^  ч-  ./з<"2'  —  («^1^1'^  -+-  ^^^^^)  =  ^1  (<«>/  —  <«>1)^  -*-  «^а  (^«'  —  щУ-       (928) 
Уравнен1я  (927)  и  (928)  и  опред^ляють  ш/  и  т^'. 

Завонъ  моментовъ  водичеотвъ  движен1я. 

535.  Выводъ  закона.  Предиоложимъ,  что  для  системы  матер1альныхъ 
точекъ  возможны  вращательныя  перем'Ьщен1я  около  осей  всякаго  напра- 
влен1я,  проходящихъ  черезъ  данную  точку.  Принявъ  эту  точку  за  начало 
координатъ,  можно  тогда  для  вар1а1цй  координатъ  сделать  сл'Ьдующхя  до- 
пуще  шя  [см.  формулы  (144)]: 

ГД'Ь  Ы  безконечно-малый  множитель  пропорщональности.  Подставляя  эти 
выражен1я  въ  услов1е  (847),   принципъ  Даламбера,  и  принимая   во  вни- 
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§  536,  ф,  934. 


какъ  слагаемый  геометрической    производной  К^   этош  вектора.    Вторьш 

и;е  части  уравнеп1й  (931 )  суть  слагаемыя  статическаго  момента  М  вс^г^ъ 
силъ  относительно  нача.1а  координа11».  Поэтому  можно  написать: 

К^  =  М  (932) 

и  сказать:  Если  для  системы  матер1альЕЫХъ  точекъ  возможны 
вращательный  дни/кен1я  около  всякихъ  осей,  прозсодящихъ  че- 
резъ  данную  точку,  то  но  вся1:1Й  момеятъ  времени  геометриче- 
ская производная  момента  колнчествъ  движения  системы  отно- 
сительно этой  точки  геометрически  равна  статическому  мо- 
менту приложенныхъ  къ  систем^Ь  силъ  относительно  той  же 
точки. 

Въ  этомъ  состоитъ  законъ   моментовъ   колнчествъ  движен1Я, 

53в*  Законъ  иоментовъ  колнчествъ  движен!»  оо  отнашвнЕЮ  къ  центру 
масеъ  для  свободной  системы  матер^альныхъ  точекъ.  При  вывод!)  втого 
закона  въ  предыдущемъ  параграфе  предполагалось,  что  точка,  относи- 
тельно которой  разсыатриваются  моменты,  неподвижна.  Хотя  относи- 
тельно какой-либо  произвольно  взятой  подвижной  точки  законъ  момен- 
товъ не  оправдывается,  но  онъ  все-таки  сохрандеть  свою  силу,  если  за 
такую  точку  взять  пентръ  массы  двигаюп^ейся  системы.  Чтобы  это  по- 
казать, воспользуемся  теоремою  §517.  При  эгомъ,  для  статическаго  мо- 
мента напишемъ: 

М^  =  I  (7,2  —  СН)  -=  X  [(Т1,  -ь  т/)  2  -  (;,  -I-  г;')  Н)]  = 

=  т1Д2-г;ДН  -»-  V  (^2  -С'Н)  =т,,д^  -С,д^  -ь  л/^\ 

гд1*  М^'  есть  слагаемаа  по  оси  (Е)  сгатическаго  момента  относите,тьяо 
цевтра  массъ.  Посл-Ь  этого  но  формул  Ь  (880)  первое  изъ  уравнешй  (931) 
можетъ  быть  такъ  представлено: 


ак. 


г 


<и 


=  Т1,Л,-;,К^Ч-ЛГ^'. 


(933) 


Но  по  форыул-Ь  (881)  и  но  формуламъ  (911),   выражающинъ  законъ 
дьиженЫ  центра  массъ,  который  теперь  можегь  быть  1фидоженъ,  потому 

чт).»  система  предполагается  свополвою,  нм^емъ: 

поэтому  равенство  (933)  я  два  друпя,   ему   аналогичный,   приводягь   къ 
слЬдующшгь: 


Ж-='Ч^     -7^-^''      Т  =  ^-  (934) 


и.    СоМ0К«».^1>|Ш0»|11»1я   П0р«1!|.  11ГЛ1>11«1Га. 
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которыя  показываютъ,  что  для  свободной  системы  матер1альныхъ 
тотекъ  яакоиъ  моментовъ  количествъ  движен1я  в^ренъ  и  по 
0ТЯ0ШПИ11Г)  къ  одной  ПОДВИЖНОЙ  точк1>,   центру  массъ   системы. 

537.  Закоиъ  ■оаентовъ  кол1чествъ  АВ11шеи1Я  для  иеевободн1и1  смсте1Ш 
■атбр1а1Ы1ыхъ  пивгъ.  Для  свободной  системы  точекъ  законъ  моментовъ 
количествъ  движения  оправдывается  по  отношен1ю  ко  всякой  неподвих- 
ной  точк*  пространства;  но  онъ  приложимъ  также  и  къ  такой  систезсЬ 
точ^'.къ,  у  которой  одна  точка  неподвижна,  если  только  моменты  разсма- 
тривать  относительно  этой  точки  и,  выражая  законъ  моментовъ  ана:шти* 
чески,  проводить  координатныя  оси  непременно  черезъ  эту  точку. 

Легко  дал'Ье  вид+яь,  что  въ  случае,  когда  для  системы  точекъ  дви- 
жея1е  возможно  только  параллельно  некоторой  плоскости,  то  законъ  мо- 
ментов!,  количествъ  движен1я  можетъ  быть  высказанъ  по  отношенш  ко 
всякой  неподвижной  оси,  перпендикулярной  къ  этой  плоскости.  Аналити- 
чгч'.ки  онъ  выражается  при  этомъ  однимъ  уравнен1емъ;  если  плоскость 
днижен1Я  принять  за  плоскость  (ху),  то  этимъ  уравнен1емъ  будетъ  третье 
изъ  уравнений  (930)  или  (931).  Соображен1ями  §  536  легко  также  убе- 
диться что  етоп»  законъ  можетъ  быть  высказанъ  и  по  отношенш  къ  под- 
вижной оси,  перпендикулярной  къ  плоскости  движения  и  проходящей  че- 
рез'Ь  центр!»  массы  системы. 

Иаконецъ,  закон!»  моментовъ  количествъ  движен1я  можетъ  быть  при- 
м'Ьненъ  и  к'ь  такой  системе»  матер1альныхъ  точекъ,  для  которой  воз- 
можно только  врап1ат(;льное  диижен1е  около  одной  опред'Ьленной  оси. 
1>(фя  эту  ось  за  координатную,  мы  получимъ  одно  изъ  уравненШ  (930) 
или  (931). 

588.  Заиоиъ  сохранен1я  яоиеитовъ  количествъ  движен1я  и  Аруг1е  выводы. 

1)  1{нутрени1Я  силы  не  вл1ян)тъ  на  величину  и  направлен1е  вектора, 
изображаюпщго  момеип»  количества  движен1я  системы,  такъ  какъ  при- 
Н()Д)1Тся  К1>  силам!»  равнымъ  и  прямо  противуположнымъ,  а  статическ1е 
моменты  таких!»  сил!»  продсганляются  векторами  равными  и  противупо- 
ложно  направленными.  Точно  такъ  же,  если  во  время  движен1я  системы 
иозникаюгь  ноныя  связи  или  уничтожаются  связи,  существовавш1я  раньше, 
то  момешъ  количеств!»  движон1я  иродо.1жаетъ  изменяться  такъ  же,  какъ 
еслибы  «того  н(»  пропзопыо. 

2)  Ксли  на  систему  матерпиьных!.  точекъ  дЬйствуютъ  так1я  силы, 
для  которыхъ  пч)метрнч(»ская  сумма  статнчсскнхъ  моментовъ  относительно 
начала  коордпнатъ  р;1вна  пул»),  или,  въ  частности,  если  система  съ  са- 
маго  начала  находится  нъ  движен1и  только  при  дЬйствп!  внутреннигь 
силъ,  то  моментъ  количествъ  движен1я  сохраняетъ  свою  величину  и  на- 
правдон1е;  потому-что  тогда  Л/  =  0  и  по  формул*  (9321  Л'1=0,  а  сле- 
довательно ^ 

К=К\,.  (935) 
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§  538,  ф.  930. 


15|4  Ж^)  начальное   знапеше   вектора  К,  Равенство  (935)   выражаетъ  со- 
бою законъ  спхранен1Я  момента  количествъ  движен1Я* 

Валгное  значен1е  его  въ  аналитической   механике   состоигь  въ  томъ, 
что  ойъ  заключаетъ  въ  сеГЛ  три  интеграла  уравнеЕ1й  динамики: 


(936) 


3)  Если  система  находится  въ  поко*  и  пряходитъ  въ  движе* 
Н1е  подъ  вл1ян1емъ  только  внутреннихъ  силъ,  то  моментъ  коли- 
чествъ днижен1я  остается  ранпымъ  нулю.  Поэтому,  если  одна  часть 
системы  приходить  во  вращательное  движен1е  въ  одну  сторону,  то  другая 
часть  системы  лолучаетъ  вращательное  движение  въ  сторону  обратную. 
Если  посл'Ь  этого  система  нриходиш»  опять  въ  состояние  покоя,  то  об* 
части  одновременно  ирекращашгь  свое  движея1е. 

4)  Изъ  того,  что  внутренн1Я  силы  не  могутъ  вызвать  у  гЬла,  раньше 
еокоившагося,  моменгь  количествъ  движешя,  не  слЬдуетт.,  чтобы  нельзя 
были  внутренними  силами  повернуть  тЬло  на  какой-либо  уголт,.  Чтобы 
пояснить  во;1М1)Жность  такого  поворота,  разсмотримъ  сл1дув)Щ1й  [1рим1>ръ. 
Челов'Ькъ  стоить  неподвижно  на  абсолютно-гладкой  поверхности,  держа 
надъ  головою  шесп»  въ  горизонта-тьномъ  положенп!.  Если  онъ  начнетъ 
вращать  шесть  налево,  то  онъ  самъ  иолучип*  вращательное  двнжен1е  на- 
право съ  такою  углововг  скоростью,  что  моменп*  количествъ  дннжешя 
всей  системы,  слагающейся  а^ометрически  изь  момента  шеста  и  момента 
самого  человека,  будетъ  пставаться  равнымъ  нулю.  Если  иосл!  поворота 
шеста  на  яЬкоторый  уголъ  движеше  его  прекратится,  то  и  вращенее  че- 
ловека въ  обратную  сторону  прекратится  въ  тоть  же  моментъ  времени. 
То  же  самое  случится,  еатн  въ  частности  челов'Ькъ  сд'Ьлаетъ  шестомъ 
относительно  себя  цЬлый  оборотъ,  такъ-что  относительное  иоложен1е 
человека  и  шесга  сделается  первоначальнымъ;  но  при  этомъ  человекъ 
ока;кется  повернутымь  на  некоторый  уголь  относительно  своего  началь^ 
наго  иоложен1я,  *3тимъ  соображен1ем^ь  можно,  наирпм'Ьръ,  воспользоваться 
чтобы,  находясь  въ  лодк*1>  и  вращая  надъ  свое  головою  весло,  повернуть 
лодку  на  какой-угодно  уголь. 

5)  Законъ  моментовъ  количествъ  двнжен1я  иредсгавляегь  распростра- 
нен1е  на  систему  матер1альныхъ  точекъ  закона,  выведеняаго  въ  §  263 
для  одной  матер|а.11.ной  точки.  Законъ  сохранен1Я  моментовъ  количествъ 
движеп1я  представляет!*  обоощеше  полученнаго  иъ  §  265  закона  площа- 
дей для  одной  матер1альной  точки  въ  случа*  д-Ьйствгя  на  нее  силы,  яа- 
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правленной  къ  постоянному  центру,  и  въ  частности  въ  движеши  планеты 
вокругъ  солнца.  Этотъ  законъ  вЬренъ  для  каждой  отд'Ьльной  планеты 
только  въ  томъ  случаЬ,  если  не  принимается  во  вниманге  притяжен1е  ея 
другими  планетами,  такъ  какъ  эти  притяжен1я  не  представляются  уже  си- 
лами, направленными  къ  постоянному  центру.  Разсматривая  же  всю  сол- 
нечную систему  какъ  одну  систему  матер1альныхъ  точекъ,  можно  прило- 
жить къ  ней  законъ  моментовъ  сохранен1я  количествъ  движен1я,  потому- 
что  тогда  силы  взаимнаго  притяжен1я  мелсду  гЬлами  этой  системы  будутъ 
силами  внутренними.  Плоскость,  перпендикулярная  къ  постоянному  те- 
перь вектору,  изображающему  моментъ  количествъ  движешя,  и  проходящая 
черезъ  центръ  солнца,  называется  неизменною  плоскостью. 

3.  549.  Прибор'ъ  Н.  Е.  Жуновснаго  для  опред%лен1я  моментов-ь  инерц1и. 
На  цилиндре  ЛВ  (фиг.  219),  вращающемся  около  вертикальной  оси,  сд^.лана 
винтовая    нар1^ка  съ  большимъ    параметромъ   и    насажена   соотв:Ьтствующая 

этой  нар^зк^  ганка  СВ, 
С  им^^ющая    видъ    массив- 

наго  диска.  Эта  гайка 
должна  легко  ходить  по 
винтовой  нар^кЬ.  Ци- 
линдръ  АВ  снабженъ  на 
своемъ  верхнемъ  конц-Ь 
другою,  бол-Ье  тонкою 
винтовою  нар'Ьзкою,  слу- 
жащею для  навинчива- 
Н1Я  на  цилиндръ  раз- 
личвыхъ  1^Vлъ,  моменты 
инерщи  которыхъ  тре- 
буется опред'Ьлить.  Кро- 
м1>  того  цилиндръ  АВ 
снабженъ  горизонталь- 
ною строкою  Ну  а  шта- 
тивъ  прибора  кружкомъ 
ЕЕ^  разд'Ьленномъ  на 
градусы.  Опытъ  произ- 
водится сл^дующимъ  об- 
разомъ.  Дискъ  СВ  при- 
водится въ  верхнее  по- 
ложепхе,  и  цилпндръ  АВ  вм'Ьст^  съ  нимъ  поворачивается  такъ,  чтобы  строка 
стала  на  нуль.  Потомъ  дпскъ  (71)  отпускается  и  начинаетъ  падать,  вращаясь  въ 
то  же  время  около  вертикальной  оси.  По  закону  сохрапенхя  моментовъ  коли- 
чествъ движения  цилиндръ  А  В  вм^стЪ  съ  испытуемымъ  гЬломъ  поворачивается 
при  этомъ  въ  обратную  сторону.  Въ  моментъ  паден1я  диска  С2>  на  нижнюю  доску 
штатива  все  движен1е  прекращается.  Стр-Ьлка  укажетъ  при  этомъ  уголъ  а,  на 
который  повернулся  цилиндръ  АВ  съ  испытуемымъ  тЬломъ.  Зная  же  уго.1ъ  я, 
соотв^тствующ1й  всей  винтовой  нар'Ьзк^  на  цилиндр:^  АВ,  мы  найдемъ  и  уголъ 
а'=  п  —  а,  на  который  повернулся  дискъ  СВ,  Уголъ  л  можетъ  быть  изм^ренъ 
предварительно  опусканхемъ  диска  СО  поступательнымъ  движен1емъ  внизъ; 
повороть  стр-Ьлки  укажетъ  при  этомъ  уголъ  и. 

Теор1я  этого  прибора  основана  на  законе  сохранен1я  моментовъ  количествъ 


Фиг.  219. 
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движешя,  которые!  можетъ  быть  зд1\сь  приложеяъ  по  отпошеаш  ш.  оерлишить- 
ной  оси  вращепш  (С).  Въ  прибор'Ь  д^йстиуготь  сл-Ьдующ!)!  силы:  сила  тяжести 
момен'гъ  которой  отвоситедьяо  этоЗ  оси  рвпеаъ  аулю;  свлы  трен1Я  между 
ДИСКП1П.  СВ  н  цилиндромъ  ЛВ,  впутреяи1я  по  отношеи1ю  ко  всой  двигаю- 
щейся  систем':Ь:  еплы  трении  цплпндра  въ  точкахъ  опоры.  Эти  по€лЬди1и  силы, 
ока.зываемыя  неподпвжиымъ  штативомъ  на  днпгаюп^уюся  систему»  внЬшпш,  но 
ими  1южио  пренебрегать,  такъ  какъ  точки  их'ь  аркложеи)^  весьма  близки  1%ъ  оси 
вращевш,  и  поэтому  >]оменты  этихъ  сялъ  весьма  малы.  Привявъ  это,  можно 
для  всей  системы  силъ  считать  М*  ^-  О  и,  прилагая  законъ  сохраыен1я  момеп- 
тоаъ  количествъ  движеи1я^  приняты  К^  г^  пост.  Но  въ  начале  опыта  вся  ев» 
стена  находилась  въ  покой;  поэтому  К^  =-  О,  Пусть  буду тъ:  ^  момептъ  пнер- 
гип  испытуема  го  тЬл«  относител1.но  оси  (С),  «/'—цилиндра  АВ^  */*— диска  (7Д 
По  формул'К  (719)  ^^  ^а» 

гд"Ь  втор011  членъ  поставлеиъ  съ  обрати ы мъ  зпакомъ,т1и«ъ  части  прибора  врп- 
щяются  в'ь  противуположвыя  сторопы.  Интегрируя  это  уравнение  для  ироме- 
жутка  времени^  въ  теченхе  которагг*  происходить  все  двишек1е*  и  принимая 
во  П!1иман1е^  что  пъ  начале  вся  система  находилась  въ  поко'Ь,  цаходпмъ: 

илп 

Отсюда,  ыайдя  изъ  опыта  а  и  знал  ^'  и  «/'',  получямъ  */,  Для  опред'Ьленхя  ^*  и  ^* 
можно  проп.чпе(^тн  предварительный  испытангя  съ  тЬлами,  моменты  вверцхв 
которыхъ  заран-Ьс  иавйстны. 

3.  550.  *->бъясипть  двпжеи1е  Сегнерова  колеса  (см.  курсы  фпзпки),  к<угорое 
является  ирототипомъ  подяпыхъ  двигателей,  нааываемыхъ  реакцДовнымя  тюр- 
бдпамп. 

3.  551.  Два  шар21  равной  ма^сы,  насаженные  на  горн;110итальиый  стержень, 
вращаются  вм^^стй  съ  посл-Ьднимъ  по  инерц1л  около  вертикальной  оои^  прохо- 
дящей  черезъ  средпиу  стержня.  Какъ  изменятся  угловал  скорость,  если  раа- 
стояп1е  между  шарами  яам-^иптся  нъ  л  разъ? 

3.  552.  Объяснить  вращательное  около  вертикальной  оси  двпя«ен1е  частицъ 
воды,  вытекающей  черезъ  улкое  отцерст1е  въ  дн^  сосуда,  особенно  зам-Ьтаое, 
если  дно  сосуда  вм'Ьетъ  форму  усЬченнаго  конуса  обращеннаго  вершиною  книзу* 

539.  Законъ  моментовъ  количествъ  движенш  при  д%йств1и  мгновенныхъ 
силъ.  Уравненчя  (929)  или  (930)  ижм  (931)  ннтегрнровмнсь  въ  цредпо- 
дужени!.  что  вторыя  части  ихъ  равны  ну.1*>;  но  и  въ  томъ  с1уча'Ь,  когда 
ато  инт1трнрован[о  фактически  невозможно,  Мижно  цредставнть  се6*Ь,  что 
это  интегрврован[е  выполнеоо  фиктивно  въ  пред'Ьдахъ  отъ  (<,  до  I: 


Кг  —  К„г  =  /'Х  (  Ш  -  -пН) .  Л1  = 


да 


')' 


т. 
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предполагая,  что  движен1е  систе1гы  уже  нзв'Ьстно,  такъ  что  кординаты 
точекъ  и  проекщи  силъ  изв1^стны  какъ  функщи  времени. 

Хотя  на  самомъ  д-ЬгЬ  этого  л  н-Ьтъ,  по  интегралы  всетаки  могутъ 
и1гЬть  приложен1е  при  изучеши  д1йств1я  мгновенныхъ  силъ  на  систему 
матер1альныхъ  точекъ.  Векторъ  9)?,  проекщи  котораго  стоять  въ  уравне- 
тяхъ  (937),  мы  будемъ  называть  импульсомъ  главнаго  статиче- 
скаго  момента  данныхъ  силъ.  Если  между  этими  силами  есть  мгновен- 
ный и  ^ — ^0  есть  иромежутокъ  времени  д+.йствхя  этихъ  посл*днихъ  силъ, 
то,  въ  виду  малости  этого  промежутка,  можво  пренебрегать  импульсами 
моментовъ  постоянно  д'Ьйствующихъ  силъ  въ  сравнен1и  съ  таковыми  же 
импульсами  мгновенныхъ  силъ.  Кром-Ь  того,  во  время  1  —  (^  координаты 
точекъ  системы  изменяются  ничтожно  мало,  такъ  что  во  время  д-Ьёствхя 
мгновенныхъ  силъ  можно  ихъ  считать  постоянными  и  написать: 

•о  "О  •о 

/*1  (;а  _  :  2) .  й/  =  2  (;  у*2  Л  —  5^2  Л1)  =  Е  (С ^^  —  « ^г  ),   [  (938) 

'о  'о  'о 

У I  (Ш  - -пЕ) . .«  =  I  (^ 5  /*НЛ     ^У НЛ)  =  I  (ЕеТ:^  -  ч^^^ ), 

т.  е.  импульсъ  статическаго  момента  всЬхъ  мгновенныхъ  силъ 
равенъ  статическому  моменту  импульсовъ  всЬхъ  этихъ  силъ. 
Его  называютъ  также  главнымъ  импульсивнымъ  моментомъ  всЬхъ 
данныхъ  силъ. 

Уравш'Н1я  (937)  могуп,  служить  для  опредЪешл  момента  количествъ 
движен1я  системы  подъ  вл1ян1емъ  мгновенныхъ  силъ,  или  также  можно  су- 
дить по  изм'Ьнен1ю  этого  посл-Ьдняго  момента  о  д-Ьйствхи  мгновенныхъ  силъ. 

Уравнен1я  Г937)  можно  соединить  въ  одну  геометрическую  зависимость 

К—  Ко  ---  а»,  (939) 

Уравнен1я  (937)  вм1,ст1>  съ  уравнен1ями  (917)  опред'Ьляютъ  изм'Ьненхе 
иоступательнаго  и  врап1ательпаго  движен1я  какой-либо  системы  подъ  вл1я- 
Н1емъ  мгновенныхъ  снлъ. 

Если  система  предстакляеп.  собою  твердое  гкло,  то  указанный  урав- 
нен1я  вполнЬ  опред1»ляюп,  и:*м'1,нен1е  его  состоян1Я  движен1я.  Приложе- 
н1я  этихъ  уравнен1й  п  соотвЬтствснныя  задачи  см.  въ  главахъ  XIX  и  XX. 

Завонъ  механичесваго  подобха. 

540.  Понят1е  о  нехаимчесионъ  поАОб1и.  Дв'к  системы  точекъ  называются 
геометрически  подобными,  если  каждой  точкЬ  одной  системы  соотв-Ьт- 
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ствуетъ  нЬ|шторая  точка  другой  системы,  и  наобороп,,  и  если  иритомъ 
разстоян1я  между  каждыми  двумя  точками  одвой  системы  пронорщональвы 
разстояв1ямъ  между  соотв-Ьтственными  точками  другой  системы.  Дв1>  си- 
стемы матер1альныхъ  точекъ  называются  механически  подобными, 
нсли  онк:  I)  геометрически  подобны,  2)  массы  соотв^гственныхъ  мате- 
р1альныхъ  точекъ  цролорц1она>1ьны,  3)  силы,  д^йстнующ1Я  на  соотв^т- 
ственныя  точки,  пропорщояальны  и  одинаково  ориентированы  относительно 
самихъ  системъ,  т.  е.,  при  параллельномъ  положении  системъ.  одинаково 
направлены. 

Зная,  движете  одной  изъ  системъ,  можно,  пользуясь  закоеомъ  меха- 
ннческаго  Г1одоб1я,  сделать  заключен1е  о  движен1и  другой  системы.  Это 
можеп.  им'Ьть  больиюе  практическое  значенае,  позволяя  во  многихъ  слу- 
чаяхъ  правильно  судить  о  движен1И  проектированной  мап!нны,  зная  дви- 
жен1е  уменьшенной  модели  этой  машины.  Въ  посхЬднее  время  это  на- 
ходить себФ,  польшое  прнложен1е  въ  кораблестроен1И  для  оиред'Ьлен1Я  ско- 
ростей движен1Я  проектированныхъ  судовъ. 

Законъ  механнческаго  подоб1Я  был1.  впервые  (въ  частной  форм'Ь)  фор- 
мул и  рованъ  НЫЙТОНОМЪ. 

Если  часто  ожндан1я  изобрЬтатсля,  изучившаго  движение  модели,  не 
оправдываются  по  отношен1ю  къ  машине,  построенной  имъ  въ  большихъ 
разм'Ьрахь»  то  ато  объясняется  его  неправильнымъ  пониман1емъ  закона 
мехааическаго  подоб1я.  Главнымъ  образомъ  при  атомъ  упускается  изъ 
вида  то  обстоятельство,  что  геометрическое  подоб1е  а  даясе  иодоб1е  массъ 
еще  не  влечетъ  за  собою  ненремЬнно  аодоб1я  механическаго, 

541.  Основная  зависимость,  выражаю  1дая  законъ  механическаго  подоб1я« 
Пусть  будуть  *5  и  *^"  дв'Ь  механически  подобный  снстены,  в — отнотен1е 
ихъ  лнеейныхъ  размЬровъ,  (1  — отношенте  массъ  соотвЬтственныхъ  мате* 
рвальныхъ  шчекъ  и  у — отноп1ен1е  прпложенныхъ  къ  нимъ  силъ.  По  этимъ 
дапнымъ  можно  определить:  т— отношеше  временъ  движения  системъ  между 
двумя  соотв'Ьтственвымн  пхъ  ооложен1ями,  Э^<^твотен1е  скоростей  соо1'* 
В'Ьтственныхъ  точе1съ,  и  отношения  различныхъ  другихъ  механическихъ 
элементовъ. 

Пусть  будуть  Е,  7),  5  и  1\  т|',  ^  координаты  двухъ  соотв^тственныхъ 
точекъ  об-Ьихъ  системъ.  Геометрическое  подоб1е  влечен»  за  собою  и  ио- 
доб1е  связей;  пс-1'Ьдств!е  этого  соответствен ныя  возможный  иерем1.щен1я 
об"Ьмхъ  системъ  можно  считать  подобными,  а  поэтому  ва1нади1  соотв^т- 
ствснныхъ  координатъ  пропорщональньши-  Нужно  вп^ючемъ  заметить,  что 
коаффиц1ентъ  п1ЮПорд10нальности  1  между  этими  вар1ац1ями  можеп.  и 
не  быть  равенъ  а,  такъ  какъ  абсолвяныя  величины  6езконечно*малыхъ, 
только  возможныхъ.  а  не  дФйствительныхъ  пег>ем1>щен1Й  въ  той  н  т»  дру- 
гой системе  остаются  ироизвольными,  Нанишемъ  лдп  каждой  изъ  сстем  ъ 
выражен  1е  принципа  Даламбера: 


(940) 
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,[(._„«)«.(н-»$)е,.(г-»5)а;]  =  о, 
4(з.-..5;)...(н.-«.-^)а,..(.-,».||)^.]  =  о.| 

Вторую  зависимость  можно  такъ  представить: 

ИЛИ,  по  разд1^лен1и  на  несущественный  коэффищентъ  а'  и  по  перенесенш 
членовъ  съ  ускорен1ями  въ  другую  часть  равенства: 

<рЕ  (Е8?  -ь  НЗт)  -ь  280  =  !^°^  Ет  (|^Че  -ь  ^  бт,  -ь  §  8^)  •  (941) 

Если  зависимости  (940)  и  (941)  должны  существовать  одновременно  при 
всякихъ  возможныхъ  соотв'Ьтственныхъ  иерем'Ьп1ен1яхъ  системъ,  то  должно 
быть: 

ф  =  ^.  (942) 

Это  и  есть  основная  формула,  выражающая  законъ  механическаго  по- 
доб1я.  Онъ  показываетъ,  какъ  долженъ  быть  выбранъ  одинъ  изъ  четы- 
рехъ  коэффиц1ентовъ  пропорц1ональности.  когда  три  изъ  нихъ  заданы 
заран1^е. 

542«  Опред'Ьлен1е  различны»  коэффифентовъ  пропорц10иаяыюст11.  Въ  за- 
висимости отъ  трехъ  основныхъ  коэффищентовъ  пропорщональности,  а^ 
т  и  [А,  можно,  пользуясь  формулою  (942),  определить  коэффищенты  про- 
порц1ональности  для  ц'Ьлаго  ряда  другихъ  элементовъ  въ  движен1и  двухъ 
механически  подобныхъ  системъ. 

Для  отношен1я  ?  скоростей  двухъ  соотв'Ьтственныхъ  точекъ,  сравнивая 
формулы:  ^  ^, 

находимъ:  , 

откуда 

Подобнымъ  же  образомъ  для  отношен1я  работъ  получаемъ: 

Х  =  ф.а  ^-^, 


—   537   — 


§  542,  ф.  942. 


для    кинетической    энерпи,   понятно,    получается  то  же   отношеп1е.   Для 
мощности  (работоспособности): 


ДЛЯ  количества  двнженш  (и  импульса) 


для  угловой  скорости 


X  =  иВ  :=  —I 


в  =  1  =  1 


И  Т.  д, 

3-  553.  Разсмотр4ть  условия,  при  которыхъ  модель  паровоза  ему  меха- 
вическп  подобна.  Р*Ьшен1е.  Отношен!©  а  между  лииейпымп  ])аз»1'Ьрамп  мо- 
дели я  паровоза  дано.  Будемъ  предполагать,  что  соотвйтственвыя  частично- 
делд  сделаны  изъ  того  же  матер1ала,  какъ  у  самаго  паровоза;  тогда  массы  бу- 
дутъ  проыордшнальны  обьемамъ  п  поэтому  |А=га*,  Гдавеыя  силы,  действую- 
щи! въ  паровозе:  сила  тяжести.  д?1влвп1е  парп,  соирот11влен1в  воадуха,  трен1е 
между  частя  МП  машлпы  и  сопротивлея!©  катав  (ю  (трен1е  второго  рода).  Для 
собдюденш  механпческаго  подобия  эти  силы  у  паровоза  и  у  модели  должны 
находиться  въ  одинавовоыъ  отношетия  '^;  посмотримъ»  можегь  ли  это  быть  до- 
стигнуто, В-Ьсь  всЬхъ  частей  пропорщоналеиъ  ихъ  массамъ;  поэтому  для  силы 
тяжегти  :р  =:  а^,  Давлен1е  пара  пропорцаональпо  площади  поршня^  я  если  дая 
модели  взять  такое  же  число  атмосферъ  давлешя.  вак-ь  для  паровоза,  то  '^=го1*. 
Чтобы  испраннть  это  несоотв-Ьтстяхе  съ  сплок»  тяжести»  нуяшо  въ  паровомъ 
кот;111  модели  избытокъ  давления  пара  падъ  атмосфернымъ  взять  въ  а  раз^ь 
больше  (з  <  1),  Сопро1^ивлен1е  воздуха  пропорц1опально  илощаднмъ  и  квадра- 

тамъ  скоростей  (приблизительно);  по  (§  542)  ^  г=:  -  ,  а   по  формуя*  (942>,  если 

удерживать  предположеи1е»  что  ©  =:  я*,  пмйемъ 


-1/^^  =  1-; 


поэтому  ^—:Уа,  н  для  сопротпвленш  воздуха  «=:а^а[=:а1\  т.  е,  надлежащее. 
Длятрен1Й  меясду  частями  машины,  пропорцюпалыгыхъ  давлен1ямъ,  тоже  можно 
считать  требуемое  услов1е  соблюден нымъ*  Наконецъ,  сопротявлен1в  ваташю 
принимается  обыкновенио  прязю  пропорщоиальнымъ  я'1^су  катящагосл  гЬла, 
прямо  11ропорп1оивльнымъ  Д1аметру  поперечного  с'Кчен1я  оси  колеса  я  ос'ратно 
пропорцкшальпымъ  дгаметру  само1^о  колеса;  для  пего  поэтому  «эз^а',  тоже 
надлежащее.  Всь  эти  законы  сопротивяенШ  впрочемъ  только  прябяизитель- 
вые,  а  поэтому  и  по  другимъ,  побо^нымъ  обстоятепьствамъ  полааго  соотв4т- 
ств1я  ожвдать  нельзя.  Если  же  допустить,  что  мехаввческое  иодоб1е  вполн! 
соблюдено,  то  можно  сд-Ьлать  сужден1е  о  паровоз*  по  его  модели,  причемъ 
нуясно  имйть  въ  видз',  что  скорости  будутъ  находиться  въ  отпошеши  [^^=|  ^»  "^ 
мощность  въ  отношен1И  1=^т^уа.  Для  угловыхъ  скоростей»  а  сл'Ьдовательно 
II  для  числа  ходовъ  поршня  въ  минуту  находимъ: 

1 
Уа 


отдълъ  восьмой. 

Динамика  твердаго  тЬла. 


ГЛАВА   XIX. 

Движете  твердаго  тЬла  параллельно  плоскости. 

Общ1я  7равнен1д  динамики  твердаго  огЬда. 

543.  Общ1я  уравиен1я  диишшии  свободиаго  твердаго  тЬяш.  Въ  §§  508 

и  509  было  показано,  что  соединеше  принципа  возиожныхъ  перем^щенШ 
съ  принципомъ  Далаибера  позволяетъ  составлять  уравнен1я  динамики  сис- 
темы матер1альныхъ  точекъ  по  тЬмъ  же  правиламъ  какъ  составляются 
уравнсн1я  равновМя,  и  что  отлич1я  первыхъ  уравненШ  отъ  вторыхъ, 
при  гЬхъ  же  услов1яхъ  связей,  заключаются  лишь  въ  томъ,  что  вместо 
ироскц1й  данныхъ.  вн'Ьшнихъ  силъ  стоять  проекщи  потерянныхъ  силъ. 
Основываясь  на  этомъ,  можно,  зная  услов1я  равнов'Ьс1я  свободиаго  твер- 
даго гЬла,  непосредственно  написать  для  этого  случая  уравнешя  дина- 
мики. Заменяя  для  этого  въ  уравнен1яхъ  (781)  —  (786)  проекщи  дан- 
ныхъ силъ  проекц1Ями  потеряннып>  силъ  и  перенеся  члены  съ  проек- 
и1ями  ускорен1й  въ  одну  часть  равенства,  а  съ  проекщями  силъ  въ  дру- 
гую часть,  найдемъ: 

1т,га,^  =  ХЕ,,  (943) 

Хт,гг;.^=  Щ,  (944) 

Хш.^г.,  =  12,,  (945) 

^  Щ  I  (^.  -  ^о)  «^\.  - 1^.  - !;))  '^.^  I  =  ^:  [(^.-  -  Щ)  2,  -  (С,  -  !;о)  Н,],  (946) 

^: 'п,  I (!;.  -  ;0  и,,  ■  -  (Е,  -  ?о)  '^\г  1  =  ^:  К,  -  Со)  З,  -  (5,  -  д  2,1,     (947) 

1ш,  1(5.  -  :„)  ,г,^  -  (\-По)"\А  =  ^:|(5.-^о)Н,-К-1о)  2,].  (948) 

ПослФ>дн1я  три  ур!и1Н(<.Н1Я,  Н1.  силу  порвыхъ  трехъ,  могутъ  быть  упрощены: 

V  т,  (Т1,«- .  -  ;7г,^)  =  V  (1Г1Л  -  ЧН,),  (949) 


—   539  — 


§  Й4л.  ф.  960. 


2: »»,  (С^  -  ^,го,,)  =  2  (С.  Н.  -  5,2<),  (950) 

г:*",  («.^^Ц  -  ^.^^.:)  =  5:  (^.Н.  -  ^.^^^  (951) 

Написанныя  тесть  уравненШ  динамт^и  должны  служить  ддя  ^пред^• 
лен[я  въ  функщи  времени  1лести  кнпематипесиигь  элементовъ,  которыми 
определяется  движение  своооднаго  гвердаго  т1;ла. 

544.  Уравкенш  дина11И1«и  твердаго  т-^ла  от*4€сительно  координатиыхъ 
осей,  неиэм'Ьнно  связанныхъ  съ  т^ломъ*  Скорости  и  ускорен1я  точекъ  могупэ 
быть  определяемы  какъ  но  отношенш  къ  неподвнжнымъ  координатнымъ 
осямъ  такъ  и  по  огвошен111>  къ  иодвпжнымъ  ослмъ  (.г1/г),  неизменно  свя- 
заннымъ  съ  гЬдомъ,  11осл1ан1Й  способъ  оказывается  во  многихъ  слу- 
чаяхъ  удобнее  перваго,  несмотря  на  то,  что  лотомъ  остаетсл  еще  опре- 
д+»лять  положеН1е  этнхъ  осей  относительно  неподвнжныхъ,  СоотвЬтсгвую- 
имя  этому  уравнен1я  динамики  не  будутъ  по  виду  отличаться  отъ  урав- 
нен1Й,  выти  состанленныхъ.  Если  начало  иодвижныхъ  осей  взять  въ 
точк-Ь  (Ер,  т),^,  ^„)*  то  они  будугь  нм'Ьть  видъ: 

^  *^К  (^."'*,  —  ^^^.)  =  ^  ^^.*V,  —  ^^,/.)  =  М^, 
Х т,  {х,ш,^  —  у,«?.^  ^  V  (.,.  у'^  _  ^  X,)  =  М^. 

Разница  будеп>  только  въ  томъ,  что  теперь  уже  нельзя  выражать 
проекши  ускоренШ  производными  второго  порядки  кг)Ординатъ  по  вре- 
мени, а  нужно  взять  формулы,  выведенный  въ  кинематнк-Ь  для  этихъ 
проекшй  на  подвпжныя  оси, 

545.  Уравнен1я  динамики  таердаго  ткла,  двигающегося  параллельно 
плоскости,  предполагая,  чю  кипрдннатныя  оси  (;т,)  пар1илельны  плос- 
кости движения,  имЬемъ  для  равнов11С1я  (случай  10-й  §  488): 

а  уравнен1я  динами |;и  получатся  отсюда  замЬнешенъ  данныхъ  сидъ   по- 
терянными: „  ^,-  ,„^  , 
1т,|г,^  =  1^:,,                                                                (95Ь) 

1т,ш,^=  1Н.,  (959) 

5:т.(1^**?,^^  —  ^.".г)  =  ^:  (^.Н,  ^  т^.Е).  (960) 

Эти  уравнен1я  должны  послужить  для  опред1лен1я  трегь  кинематиче- 
скихъ  параметровъ  Е^„  т)^,  а,  которыми   определяется   движен1е  твердаго 

тЪла  пара.1лельно  плоскости  (§  551. 


(952) 
(953) 
(У  54) 
(955) 

(956) 
(957) 


—    540   — 

И  кь  даяяохъ  слччп\  Ч2и::т(}  биьлитъ  выгохно  относить  двнхеше  съ 
коорляяатнымъ  'х;яхъ,  неиз]г1вно  с^ъяд^ппижь  съ  ткюмъ.  Взявъ  начало 
полвижяыхъ  ко'^рдяяатяыхъ  осей  въ  точк!  Г^^  т^),  ях^ехъ. 

Хт,м:^=^  ХХ„  (961) 

I  т,  Гх.гг^  —  у^г ^  =  Х  Гх.  Г,  —  уД,>  (963) 

546.  ^^^дтткл  ^зтлштл  дмя  друшхъ  случавши  иасмйдааг»  твердаго 
ткла.  Для  вс1хг  случаввъ  несвободнаго  твердаго  ткла,  Д1Я  которыхъ  въ 
гдав^  XVI  составлялись  услов1я  равнов^с^я,  мы  мохемъ  непосредственно 
нанисать  дифференшальныя  уравнен1я  движешя,  зазгЬняя  данныя  силы 
жяереяяыми.  Правда,  что  для  интегрирован1я  зтихъ  уравнетй  обыкно- 
венно приходится  ихъ  еще  преобразовывать,  сообразно  съ  обстоятель- 
ствами движея1Я9  какъ  это  мы  еще  увидимъ  для  н-Ькоторыхъ  наиболее 
важныхъ  случаевъ. 

3.  654.  Составить  урлвиеи1я  динамики  тнердаго  тЪла,  когда  оно  двигается 
параллельно  плг>с кости 

Ь;  ч-  1Гт,  -♦-  Л^  =  0. 

3.  ббб.  Составить  уравненЫ  динамики  для  всЪхъ  другихъ  случаевъ  не- 
свг;/>>дмаго  твердаго  ткга,  указаннихъ  въ  §  488. 

Двиавен1е  твердаго  тФда  около  неподвижной  беи. 

647.  Уравн0и1е  Авмжеи1я.  «)тотъ  случай*  движен1я  отнесенъ  сюда  Еакъ 
частный  случай  движенЫ  параллельно  плоскости.  Ось  вращен!я  гЬла 
примемъ  за  координатную  ось  (г)  и  вм-ЬсгЬ  съ  тЪзгь  за  неподвижную 
ось  (^),  11олож/;Я1е  гЬла  будемъ  опред-Ьлять  угломъ  а=<  (Е,  а:);  движеше 
гЬла  будеп#  иив1>стяо,  с;сли  этотъ  уголъ  будетъ  найденъ  какъ  функщя 
вр<;мени.  Условие  равнов1>с1я  выражается  теперь  однимъ  уравнешемъ: 

X  (гД1.  -  'п^^^)  =  0. 
1)ведя  сюда  пгяеряннмя  силы,  получимъ  единственное  для  настоящаго 
случат  уравиеи1е  динамики: 

Х  т,  Ц^и^^^        т,,;/;,.)  =  1  (5,Н,  -  7|,Е,)  =  Ж,,  (964) 

к^яорое  и  должно  послужить  для  опред'Ьлен1я  угла  а. 

<>1о  ураин(;н1е  можно  рассматривать  какъ  выражен1е  закона  момен- 
товъ  количествг  Д11ИЖ0Н1Я  относительно  оси  (^)  (§  537);  а  именно: 

_.'1"..(^,';;г-^1у  ,«, 

(И  А1 


—   541    — 


§  547,  ф.  Э67. 


По  формуламъ  (86): 


-•   ^   —  ТП  <*),  — ,—   :;=   ?  С!>: 


поэтому 


{ШЪ} 


Т.  е.  моментъ  кол» честна  движен1Я  твсрдаго  тЬла,  вращающа- 
гося  около  оси,  относя  гчмьао  этой  оси  равенъ  пр011зинден1Ю 
угловой  скорости  на  мозюятъ  инерц1и  т11ла  относительно  оси 
вращен1я  (см»  также  §  459).  ПослЬ  этого  уравнеше  (9»>4)  можетъ  быть 
такт,  представлено: 


'^^.=^^  =  ^г. 


ш 


41' 


(966» 


Оно  можетъ  быть  интегрируемо,  если  моментъ  М^  будетт.  выраженъ 
въ  функп^и  л  и  (,  А  это  вс^^гда  можно  себК  представить;  а  именно,  иро- 
екщи  €илъ,  Н^,  Н,^  въ  самомъ  общемъ  случае  суть  функгци  иг>ре\11:^нныгъ 
^»  ^'  ^'  ^  ^  (Н  '  ^ '  '*  прияемъ,  при  движев1И  параллельно  плоскости, 
координата  С  постоянна,  а  ел  нроноводная  по  /  (авна  нулю;  дал'Ье,  по 
формуламъ  г1реобразовап1я  координатъ: 


гдЬ  х^,  у^  для  каждой  точки  постоянны.    Если    вс11   ати   вмраженш   под- 


ставить въ  31  г  у  то  у  равней  10  (1166)  приметь  нидъ: 


(967) 


3.  8В6.  На  цнлиидриче1-К1Й  одцородиыи  валъ,,  и^ЪющШ  длину  /,  а  радАусъ 
поперечнаго  с1>чеи1а  г,  в  вращающгися  безъ  тревги  около  гордзонтальвой 
оси,  намотанъ  кацатъ,  къ  свободному  концу  которого  орнв^ш&нъ  грузъ  Р* 
Опредйлпть  движение  вала,  зная  его  плотпосгъ  р,  пренебрегая  массою  канат» 
в  предполагая*  что  въ  начальный  номевть  валъ  былъ  иеподвижееъ.  Рйш.: 
Л^»:=:гР;  моменгь  инерцш  вала  (задача  474): 


^ч 


хрг*/; 


01  :=  «а  -Н 


поэтому  ивтегриро11ан1е  уравненХя  (967)  даетъ: 

Вращение  равном-Ьрно  ускоренное. 

3.  Ш87.  Колесу^  вращающемуся  около  пеподвиясвоЙ  ]ч>риэонтал]»ноЙ  оси, 
сообщена  угловая  скорость  ш^;  посл^  п  оборотовъ  оно  останавливается.  Знал 
вгЬсъ  и  моментъ  ннерцхи  колеса  и  рад1усъ  г  поаеречнаго  с"Ьчен1я  втулки, 
определить  коэффяц1евтъ  /  тренш  на  осн.    Р-Ьш.:  Мг^^/гР^   гдЬ   Р   весъ   ко- 


-  ыг  — 

яеси.  Точки  иа  он^^ун^ш)С'^и  гъ  р^ддусомъ,    ]>аиыыыъ  еднимцЬ,   ьъ   нячАльииШ 
ш^иеи^^^  лм1ла  сш^1ю*лъ  «у^  и.    двмд'шлсь    р«ьмом1рио   шм«дленио.    проходить 

д|  а/о  4'0|>му;д1>  ''^Я>у  ми  иаходимд/: 

648.  0|1Р#а1^д«м1«  аав^1*и1й,  оиамммыхъ  (цтщвющияея  гкдогь  на 
Т1И1^11  опоры  (на  подшипники  вала).  Твердое  Ило  нм^етъ  неиодвижную 
ось,  е(:^|н  дв1»  точки  его,  Л^  И  у!^,  неподвижны.  При  движен1и  гЬла  пре- 
грады, удерживаюиин  ось  неподвижною  (въ  машинахъ  подшипники;  испы- 
тывають  давленш  1\  и  1\,  который  обусловливаются  двумя  причинами: 
дЬйств1емъ  на  Лли  вн1пинихъ  силъ  и  инерц1вю  т1^ла,  которая,  какъ  по- 
ьаиываегь  ()ПЫ'ГЬ,  стремится,  вообще  говоря,  вывести  ось  изъ  ея  положе- 
ны. Давлен1Я  /\  и  1*.^  выаываюгь  равный  имъ  и  прямопротивуположныя 
(:ипритнвлен1н  преградъ,  ^1  И  (^в,  который  мы  и  будемъ  дальше  прини- 
мать иа  ненавЬстныя.  {)ти  сопротивлен1я  суть  силы,  ириложенныя  въ  точ- 
ьах'ь  41  и  Лу  къ  гЬлу.  Чтобы  включить  их1.  въ  уравнены  движен1я, 
нужно  вос'польаоватыш  принцииомъ  освобождаемости,  подобно  тому,  какъ 
аш  были  (.дЬлино  въ  $}  39(1  для  случая  равнов'кс1я.  Если  ось  (А^А^) 
(•дЬлать  1'вободнон»,  устранивъ  прегр11ды,  но  присоединивъ  къ  даннымъ 
сн.чамъ  силы  ^>^  и  (^^,  то  тЬло  сохранить  свое  прежнее  движение. 

Итак'Ь,  теперь  можно  написать  всЬ  1песть  уравненШ  динамики  сво- 
б1»днаго  твердаг!)  гЬ-ча.  Движен1е  мы  будемъ  относить  къ  осямъ  (^у^), 
неиамЬнно  свнааннымь  съ  твердымъ  гЬдомъ,  причемъ  ось  (г)  возьмемъ 
И1»  оси  вращения.  Пусть  будугь  о,  о,  с\  и  О,  О,  с*,  координаты  точекъ 
Л  4  и  А.^,  такъ  Ч1Ч)  Л^^^^  —  с^  "  Ср  Такъ  какъ  вс'Ь  точки  двигаются 
пара.и1Ч1ьио  и.нн'косги  1.гу>,  1^  иостчхянно 

1\  =  О,     Я»,  =  и; 
далЬо,  по  форму ламъ  ^21л): 

1\ч'1ививь  иосл^  сихач»  уравнений  динамики  по  формуламъ  (952),  .  .  . 
\^»:»7>,  и  принимая  во  вннмаше,   4^V:    1)  во  вскхь  членахъ  суммъ    ^^^    н 

^О*    ООЩк'    МЫч^ЖВПМИ,    2) 

14^  ?А  масса  1К.1Д,  л  «,  в  '/^  коордаыагы  еа»  центра  массы,   и    3)  1/л//аг 
)1  1 /у(С.#   с\1ь  ыомен1Ы    |,оВ1ац.ш   О  и   Ь  (,§   162 \  иолучимъ: 
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§  550,  ф.  974. 


.^  =  зл. 


(969) 
(970) 
(971) 

(972) 

(973) 


549.  Изсл*дован1е  иолученныхъ  уравненШ.  Посл1>дп1  е  изъ  этихъ  урав- 

нен1Й,  ужг  найденное  раньше  ы.  ,§  547,  можеп»  служить  для  онродЬленШ 
закона  движен1я:  послЬ  этого  уравяентя  (968),  (969),  (971)  и  (972)  опре- 
делять ^^^,  ^1^,  ^^^,  $5^,  т.  е.  слагаемый  сопротнатенШ  ^^  и  ^^,  пер- 
пендикулярныя  къ  оси  врап^ешя,  Дв1>  остальныя  слагаемыя.  ^^.  и  ^^^, 
могутъ  быть  найдены  только  въ  сумм1ь  потому  что  онЬ  аредставляютъ 
силы,  д'Ьйствующ1Я  по  одной  и  той  же  прямой. 

Получешгыя  формулы  локазываштъ,  что  сопротивленГя  ^^  и  ^.^,  а 
следовательно  и  данлен1Я  /\  н  [\,  зависятъ  еотолько  отъ  внЬга- 
ннхъ  силъ,  но  н  отъ  обстоятельствъ  движен1я.  Чтобы  определить 
это  последасе  вл]ян1е,  нредположимъ»  что  вн1,шн1я  силы  отсутствуютъ. 
Тогда  уравнение  (973)  показываетъ,  что  вращен1е  совершается  съ  по- 
стоянною угловою  скоростью  ш  —  ш^;  остальныя  же  пять  уравнеЕ1Й  даюп>: 


Рг,  ^Р.,  =  -  «1,  -  «а,  =  <т. 
Р..  -*    Р..  =  -  Уи  -  Яи  =  О, 


(974) 


Мы  впдимъ  отсюда,  что  оба  давлеа1я  пропорщональны  квадрату  угловой 
скорости,  зависятъ  отъ  массы  п  положенха  ея  центра  относительно  осн 
вращения  н  отъ  моментовъ  дев1ац1и,  следовательно  отъ  положев1я  оси 
относительно  самого  тела.  Въ  вид}'  того,  что  /\,  и  Р^^  могутъ  быть  раз- 
смат1)нваемы  только  въ  сумме,  а  пта  сумма  теперь  равна  нулю,  можно 
каждую  изъ  этихъ  слагаемигхъ  отдельно  считать  равною  нулю  и  принять, 
что  давлен1я  Р,  и  Р.^  перпендикулярны  къ  оси. 

Понятно,  что  силы  Р,  и  Рз  не  имеюгь  постояняаго  направленгя  въ 
пространстве,  а  вращаются  вм-ЬсгЬ  съ  теломъ* 

550.  Свободны»  оси  вращев!».  Въ  $;  463  было  показано,  что  черезъ 
каждую  точку  тверда  га  г11ла  проходятъ  так1я  три  оси  (оси  эллипсоида 
иверщн),  что  если   ихъ  принять  за  координатный,  то  все  три   момента 


55!,  ф.  075. 


нихъ  силъ,  могутъ  служить   постоянныии  осями  вращен1я  и  въ 

томъ  случа'Ь,  когда  т*ло  совершенно  свободно, 

Тик1я  осп  называются  естественными  осями  вращен1я.  Иъ  *т- 
отности,  если  центральныЁ  эллнисоидъ  есть  эллиисопдъ  вращешя,  то  тЬло 
1ш1>етъ  безчисденное  множество  естественныхъ  осей  вращения:  всЬ  Д1а- 
метры  экватора  этого  эллипсоида.  Если  гкдо  *  шаровое»,  т.  е.  если  цент- 
Г>а.1ьныЙ  эллйпсоидъ  есть  шарг.  то  всякая  ось,  ироходяиигя  черезъ  центръ 
зшссы  гЬла,  будетъ  естественною  осью  вращенЫ. 

ОпредЬлешс  естественныхъ  осей  вращен1я  играеп*  важную  роль  въ 
иракт11ческой  механигЬ,  ири  установке  вращающихся  частей  машины, 
когда  хотягь  по  возможности  уменьшить  давление  оси  на  подшипники. 
Если  положен1е  оси  вращения  въ  тЬл^  уже  заранее  указано  какими-либа 
пра1ттическими  соображеишми  и  оно  оказывается  не  совпадающигь  ни 
съ  одною  изъ  естественныхъ  осей,  то  часто  вводятъ  дополнительный  массы, 
д%лающ1я  данную  ось  естественною  осью  вращения. 

3.  558.  Диянидрическ1Й  стержень  ЛВ,  поставленпый  вертикально,  вра- 
щается равном-йрво  около  своей  оси,  псфпендикулярно  кь  нему  укрЬпленъ 
своимъ  концонъ  другой  стержеаь  С1К  Онре^^лвть  давлевш  коицовъ  оси  на 
точки  опоры.  Р-Ьш.:  Пусть  будетъ  ось  (х)  ввята  параллельно  второму  стержню, 
н  Ь  разстоян1е  его  оть  нижней  точки  опоры  Л;  если  /  длина  стержня  С/>, 
а— площадь  его  попере^шаго  с%чен1в  и  о — его  плотность,  то 

1*:=гЕ«»У«  МОЖНО  считать  раввимъ  нулю,  если  площадь  а  достаточно  нала, 
потому'Что  исЬ  элементы  этой  суммы»  содержа  кром^^  а  ничтожно  малый  мно- 
житель ущ  ничтожно  малы  вь  сравнен! п  съ  элементами  первыхъ  двухъ  суммъ. 
Моментомъ  инерцш  и  моментами  дев1г1ц!а  стержня  ЛВ  по  той  же  прдчжн^ 
т<зже  можно  пренебрегать^  если  его  поперечиое  с^ченхе  а'  достаточно  мало. 
1э:Ьсомъ  же  этого  стержня,  о*2'а'5г,  гд'К  Г— его  длина,  а  5' —  его  плотностц  пре- 
небрегать не  будемъ.  Теперь 

Е^  =  0,     Ар  =  О,     Я,  =  —  (^*1*а*  4-  Ш)  а. 

дг,^о,   м^  —  \№щ,  лг,  =  а 

Посл^  этого  легко  опред-Ьлить  соиротнвлен1Я  ^|  и  <^у  а  равныа  имъ  и  прямо 
нротивуположныя  давлеи1я  Р^  и  Р^^  "Р**  этомъ  Р^^  ^=.  О,  Рц  ^=  О, 

3.  559.  На  оси^  на  ередин^  между  ея  концами  иасажеиъ  эксцеитрично 
стальной  кружовъ^  плоскость  котораго  перпендикулярна  къ  оси,  Опред-кшть 
_давлен1е,  пспытываемое  каждымъ  изъ  подшипнииовъ  оси,  аависящее  гугъ  этой 
сцентричности,  при  равном-Ьрпомъ  вращевш  кружка. 

3.  560.  Центръ  массы  кружка,  наса}пеннаго  па  валъ  длиною  2с,  находится 
на  оси  вращеп1я  этого  нала,  но  плоскость  кружка  не  совс%мъ  перпендикулярна 
къ  этоп  оси,  такъ  что  нормаль  къ  плоскости  кружка  ооразуетъ  съ  осью  хгЬ- 
который  малый  у1Ч)лъ  а,  Опредкдмть  в,'пян1е  этого  обстоятельства  на  давлеше, 
испытываемое  подшипниками.  Дли  р-Ьшеа^я  нужно  вычислить  моменты  де- 
шац1и  В  и  Ь\  принявъ  ось  вращения  за  ось  {9)\  при  этомъ  можно  ось  {т\  взять 
Т1ъ  плоскостн  кружка^  а  ось  (у)  нодъ  уг.юмъ  а  къ  этой  плоскости,  и  прн  иите- 

П.  Сомопц  -  Ос1101цц||я  тео|»е4'.  жслцшик».  «15* 
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Это  уравнен1е  делается  тождественнымъ  съ  уравненхемъ  (977),  если  взять: 

г  =  — .  (979) 

Птакъ,  при  одинаковыхъ  начальныхъ  услов1яхъ  физическ1й  маят- 
ннкъ  совершаетъ  движенхе  по  тому  же  закону,  .какъ  маятникъ 
математическ1й,  длина  котораго  равна  отношенхю  момента  ннер- 
ц1п  физическаго  маятника  относительно  оси  вращен1я  къ  про- 
пзведен1ю  его  массы  на  разстоян1е  центра  массы  отъ  оси  вра- 
щен1я.  Величина  ?,  опред'Ьляемая  формулою  (979),  называется  длиною 
физическаго  маятника.  Подставивъ  ее  въ  формулу  (537),  опред-Ьляю- 
шую  время  одного  размаха  математическаго  маятника,  получимъ  время 
размаха  физическаго  маятника. 

Длина  /  можетъ  быть  сл-Ьдующимъ  образомъ  выражена  черезъ  линей- 
ный величины.  Проведемъ  черезъ  центръ  массы  прямую  СС\  параллель- 
ную оси  вращен1я,  и  означимъ  черезъ  ^^  моментъ  инерщи  гЬла  относи- 
тельно этой  оси.  По  известному  свойству  моментовъ  инерщи  (§  461): 

Введя  плечо  инерц1и  относительно  оси  СС\  т.  е.  положивъ 


можно  написать:  ,  « 

к  ^ 


с/,  =  \^К\  (980) 

/  =  5,-ь^'  (981) 


Отсюда  видно,  что  длина  физическаго  маятника  всегда  больше  разстоя- 
Н1я  центра  массы  отъ  оси  вращен1я. 

Отложимъ  отр^зокТ)  /  отъ  оси  вращен1я  къ  ней  перпендикулярно  такъ, 
чтобы  онъ  прошелъ  черезъ  центръ  массы.  Прямая,  проведенная  черезъ 
конецъ  этого  отрезка  и  параллельная  оси  вращешя,  называется  осью 
качан1я  маятника. 

Ось  вращешя  и  ось  качан1я  обладаютъ  сл']^дующимъ  свойствомъ 
взаимности:  если  ось  качан1я  принять  за  ось  вращен1я,  то  прежняя  ось 
вращен1я  сделается  осью  качан1я.  Это  видно  прямо  изъ  формулы  (981); 
принявъ  ось  качашя  за  ось  вращен1я,  находимъ: 

гд^  .9^'^=-^-,  а  плечо  инерщи  А:^  прежнее;  поэтому 

к^ 

Этимъ  свойствомъ  между  прочимъ  пользуются  при  устройств*  такъ  на- 
зываемаго  оборотнаго  маятника,  служащаго  для  сравнешя  ускоренШ 
силы  тяжести  въ  различныхъ  точкахъ  земной  поверхности. 

35* 


—    548   — 

553.  Изсл'Ьдован1е  формулы  для  длины  физическаго  маятника.  Поло- 
жимъ,  что  данное  т1;ло  должно  служить  физнческимъ  маятникомъ,  который 
совершалъ  бы,  при  данномъ  начальномъ  угл'Ь  отклонен1я  а^,  одно  кача- 
ше  въ  данный  промежутокъ  времени  Т.  Опред'Ьлимъ,  как1я  прямыя  въ 
т^л*  могутъ  при  этомъ  служить  осями  вращешя.  Т  и  а^,  по  формулЬ  для 
математическаго  маятника,  опред-Ьляютъ  1\  но  по  формул*  (981)  /  связана 
съ  двумя  другими  элементами  «^  и  \,  изъ  которыхъ  второй  зависигь  отъ 
направлен1я  выбираемой  оси  вращен1я.  Полагая,  что  это  наиравлеше 
выбрано  заран1ю,  мы  для  него  находимъ  ^^  и  по  формул-Ь  (980)  вычи- 
сляемъ  А%.  Поел*  этого  для  опред1>лен1я  5^  им4емъ  квадратное  уравненхе 
(981),  изъ  котораго  находимъ: 


=  --1/- 

2         У    4 


(982) 


Проведя  прямую  заданнаго  направлен1я  въ  разстоян1и  ^-^  огь  центра  массы, 
мы  и  получимъ  требуемую  ось  вращен1я.  Мы  видимъ.  что  такихъ  осей 
существуетъ  безчисленное  множество:  всЬ  он*  лежат'ъ  на  одномъ  изъ  двухъ 
круговыхъ  цилиндровъ,  образующая  которыхъ  параллельны  заданному  на- 
правлен1ю,  а  рад1усы  поперечныхъ  сЬченШ  равны  одному  изъ  значешй  .<?^, 
опред'Ьлясмыхъ  формулою  (982). 

Для  действительности  этихъ  р'Ьшен1Й  необходимо: 

I  ^  2А,. 

Это  даетъ  низш1й  пред'Ьлъ,  2*:^,  для  длины  I  физическаго  маятника  при 
заданномъ  направ.1ен1и  оси  вращсн1я,  а  сл-Ьдовательно  и  наименьшее 
время  качан1я. 

Для  всякаго  гЬла  существуетъ  такое  направлен1е  оси  вращен1я,  при 
которомъ  получается  абсолютно  наименьшее  время  качан1я.  Известно,  что 
между  моментами  инерщи  относительно  осей,  проведенныхъ  черезъ  одну 
и  ту  же  точку,  одинъ  наибольшШ,  другой  наименьшШ;  имъ  соотвЬтствуютъ 
наибольшее  и  наименьшее  плечи  инерцти.  Чтобы  найти  наименьшее  плечо, 
построим!»  центральный  эллипсоидъ  инерщи;  гакъ  какъ  всЬ  проведенные 
изъ  его  цевтра  векторы  (§  464): 

ТО  наибольп1ей  оси  эллипсоида  и  соотв-Ьтствуетъ  наименьшее  плечо  инер- 
щи А*(,^.  Мы  получимъ  наименьшее,  какое  только  для  даннаго  т1п1а  воз- 
можно, время  качан1й  маятника,  если  его  ось  вращен1я  возьмемъ  парал- 
лельною иаибольп1ей  оси  центральнаго  эллипсоида  инерщи,  въ  разстоян1и 
оп.  центра  массы,  равномъ  А:,,^.  Длина  соотв'Ьтствующаго  математическаго 
маятника  /  =:  2А-,,^,  время  одного  качан1Я 

П  —  СО 

т        Л  /'-^■"  Г,      V  / 1  •  :^  •  •  •  С2и  —  П\*  .  „    Т 
^  =  ^^1/     д    у-^1\       2.4...2П       )*'"    Ч' 


I 
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Понятно,  что  такихъ  осей  безпислеевое  множество:  век  ов±  расположены 
на  кругономъ  цилиндр!». 

3,  861.  Цоказатц  что  законъ  волебаа1я  ^{айтвпка  не  изII^нптся,  если  ось 
вра1цен1н  не  горизоптальиа.  Для  р-1^шсн1я  нужно  силу  тяжести  разложить 
на  сл'Ьдующш  три  направлел1н:  1)  параллельио  осп^  2)  перпендикулярио  1гь  оси 
и  прптомъ  въ  плоскости,  содержащей  ось  и  цеатръ  массы,  и  3|  перпендику- 
лярно къ  предыдущииъ  направлен  1ямъ.  Моменты  первыхъ  двухъ  составляю- 
щихъ  относительно  оси  вращенш  равны  нулю,  а  третья  составляющая  равна 
[^д  сон  |5  в!»  а,  гд4  Э  угол-ь  наклонен  1я  оси  вращев1Я  къ  горизонту,  а  а  уголъ 
отклонепш  маятника  отъ  положения  равпоп^С1я.  Момент-ь  этой  поол-Ьднеи  силы 
относптельпо  осп  вращен1я  равенъ  —  а^/^^  со?  ^3  *1л  а,  т.  е,^  какь  и  въ  формуле 
(977)т  пропорц1оналенъ  <'инусу  угла  откловен18.  Формула  (979)  аа1гйияотся  те- 
перь сл*д>*ю(црю: 

1^ !^^. 

\и^С09^ 

3  562.  Колесо  насажено  эксцентрично  на  горизонтальную  ось  и  совер- 
шаеть  подъ  пл1ян1вмъ  силы  тяжести  колебательно*вращателъное  движенве  съ 
неГюльшнмъ  угломъ  отклонен! а  огь  положен  1я  раииов*с1а.  Зная  число  коле- 
бан!11  въ  одну  минуту  и  моментъ  пнерцги  колеса  отногптельно  его  оси  сим- 
метрп!,  опред-кшть  разстояи1е  центра  тяжести  колеса  огь  осп  вращеп1я. 

3.  563.  Какой  длины  должевъ  быть  однородный  цилнпдритескш  стержень, 
чтобы,  вращаясь  въ  вертикальной  плоскости  около  перпендикулярной  къ  нему 
п  горпзоятальпоб  осп,  проходящей  черезъ  одлвъ  иаъ  его  нонцовъ,  онъ  совер- 
шал ь  одно  колебанхе  иъ  одну  секунду?  Отв.:  149, .. .  спнтнметропъ. 

3.  564.  Опред-Ьлить  абсолютно  наименьшее  время  одного  качан1я  одпород- 
нагп  параллелен пнеда^  ребра  котораго  равны  2,  4  и  6  сантпметрамъ. 

3.  565.  Какъ  воспользоватьсд  закономъ  двнженгя  фи:ятческаго  маятника, 
чтобы  при  помощп  его  опред"Ьлять  моменты  яиерц1п  различныхъ  т'Ьлъ? 

ОбЩ1Й  случай  движенхя  твердаго  тФла  параллельно 

ядоскости. 

554.  Уравнения  движенЕя  въ  приведенноиъ  вмд^.  Обращаясь  кь  общему 
случаю  дипжен111  гнердаго  гЬла  пара-иельно  илоеиостн.  ьоедемъ  ш»  урав- 
нсшя  динамики  (958к  (959)  и  (900)  соотн1>тствующ1г  атому  кияематнче- 
ск1е  параметры  Е^,  1Г1ц,  а.  Въ  случа*  свободнаго  движен1я  гЬла  парал- 
лельно плоскости  можно  точкою  (;(„  ^1,^)  считать  центръ  массы  (?^,  т),)  в 
иримЬннть  законъ  движеН1я  центра  массъ,  чтй  позволительно,  гакъ  какъ 
для  г1иа  возможны  всяк1Я  поступательный  иерем-Ьщенгя  параллельно  пло- 
скости (;т|)  (§  527).  Итакъ  им-Ьемъ: 

Для  тротьяго  уравнен1я  воспользуемся  закономъ  моментовъ  количествъ 
движен1я  относительно  оси  (^%  проведенной  перпендикулярио  къ  плос- 
кости движешя  черезъ  т^ентръ  массы  (§  536): 

?  —  м  *. 
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§  555,  ф.  989. 


Эти  же  результаты  легко  найти  и  аналитически,  изъ  форыулъ  (985). 
А  именно,  для  координатъ  (х^,  ^^  или  (^,,  %)  нгновевнаго  центра 
изгЬемъ  (§  128): 

\  —  «>о  [^1 «'« («>оО  -*-  Ух  со«  КО]  =  о, 

''от)  -^  "*о  к  <^08  («)оО  —  Ух  в«п  («оО]  =  0. 


»« 


«>о  (II  —  «'о7|0  =  о, 

*'о71  ■+■  «»о  («I  —  ч^^)  =  0; 

а  исключая  I  изъ  той  или  другой  системы  уравнешй,  находинъ  уравне- 
ние того  или  другого  центроида: 


Ух' 


'^-^  =  о 


СО, 


^071^1—^*05^^1   -Ь^    =0. 

Траекторш  всЬхъ  точекъ  циклоиды. 

3.  566.    Движен1е    однороднаго    шара    по    наклонной   плоскости 
при  д-ЬйстЕхи  силы  тяжести.  Будемъ  предполагать,  что  трен1е  между  ша- 
ромъ  и   плоскостью   достаточно   ве- 
лико,   чтобы    препятствовать  сколь-  ^ 
жен1ю,  и  что  въ  начале  шаръ  нахо- 
дится въ  поко^.  Возьмемъ  ось  (5)  по 
направлен1ю    поступательнаго    дви- 
жен1я  шара  (фиг.  221),  а  начало  не- 
подвижныхъ  коордипатныхъ  осей  въ 
начальной    точк^   касан1я   шара   съ 
плоскостью;  поворотъ  шара  относи- 
тельно его  начальнаго  положешя  бу- 
демъ  измерять   угломъ   а,  образуе- 
мымъ  рад1усомъ  СМ^  проведеннымъ 
къ  той  точкЬ   М,  которая    служила 
въ  начальномъ  положенш  шара  точ- 
кою касан1я,  съ  начальнымъ  направленхемъ  С^^  этого  рад1уса.  На  шаръ  д'кй- 
ствуютъ  три  силы:  сила  тяжести  {х^,  нормальное  сопротивлеи1е  плоскости,  ^V^, 
и  трен1е  Т.  Прим'Ьнимъ  принцнпъ  освобождаемости  и  напишемъ  вс^  три  урав- 
нен1я  динамики: 


5^    Л, 


=  \1д  8гп  Р  — 
=  —  11дсо8^ 


^. 


'.5=™. 


(986) 

(987) 
(988) 


гд^  Е  рад1усъ  шара,  ^  уголь  наклонен1я  плоскости  къ  горизонту  и  »/^  мо- 
ментъ  инерц1и  шара  относительно  оси,  проведенной  черезъ  его  центръ.  Поль- 
зуясь услов1ямъ  каташя 

I,  =  На,  (989) 


оос 


1 

ПО  которому  ^^        ^     ^^ 


ёг^-Ё  Ч^'  ^^^^ 


можно  уравнение  (988)  написать  такъ: 

Л^'  =  ГЙ».  (991) 

По  формул'Ь  задачи  476: 

посл4  этого  исключеше  силы  Т  изъ  уравненШ  (986)  и  (991)  даетъ: 

Если  бы  шаръ  не  катился,  а  скользилъ  по  наклонное  плоскости  безъ  тре- 
н1я,  то  для  движев!я  его  центра  массы  мы  нашли  бы 


Такимъ  образомъ  можно  сказать,  что  въ  случае  катящагося  шара  пят1> 
седьмыхъ  силы  тяжести  идетъ  на  приведеи1е  его  въ  поступательное  движе- 
|]1е,  а  остальныя  двЛ^  седьмыхъ  на  приведен!е  его  во  вращательное  движеше. 

Поступательное  движен1е  шара  равном'Ьрно  ускоренное,  п 

для  врашительнаго  движен!я  по  формул'^  (989)  находимъ: 


5     9 

14    Ё   "*"  « 


в%п  3 .  г\ 


Такъ  какъ  "^^  постоянна,  то  формула  (987)  даегь: 

N=[1.0  сов  3, 
какъ  и  въ  случае  равнов'Ьс1я.  Наконецъ,  по  формул!^  (980): 

Т^^[д  8ьп  р  -  -^^'^^   -^  ^   |хг/  8гп  ,"1 

Съ  другой  стороны  мы  съ  самаго  начала  предполагали,  что  трепхе  доста- 
точно велико,  чтобы  не  было  скольжеп1я,  т.  е.  Т  ^  /Л",  гдФ>  /  коэффпц1еитъ 
предЬльнаго  трен1я  (§  309);  поэтому  если  Т  =  /N,  то  можеп»  начаться  сколь- 
жев1е.  Итакъ  для  чистаго  катан  1я  необходимо 

\Х(/  81П  ^    ■'  :  /хУ 

или,  по  формуле  (992) 

3.  667.  Р11шить  задачу,  подобную  предыдущей,  для  случая,  когда  по  на- 
вдовной  плоскости  катится  круговой  цилиндръ.  Отв.:   Ускоренхе   его  центра 

о  1л 

массы    у  р.</  «я  р,  услов1в  для  возможности  катан1я:  /  >  д-  <^  р. 


—    5БЗ  —  §  556,  ф.  996. 

При]|:41нен1е  закона  8нерг1и  въ  твердому  т&осу»  двигань 
щемуся  параддедьно  плоскости. 

556.  Уравиеи1е  АВ11жен1я  для  ткда  съ  одною  степенью  свободы.  По 

теореме  Кенига  (§  515)  кинетическая  энерг1я 

ИЛИ,  если  движенье,  происходить  параллельно  плоскости  (Етг;), 

-М(§ГЧ#)'-'Ш*],      ..3, 

гд-Ь  1\  плечо  инерщи,  соотв-Ьтствующее  моменту  ^^. 

Если  сопротивлен1я  таковы,  что  работа  ихъ  постоянно  равна  нулю, 
а  1Ш'1^шн1я  силы  им1ютъ  потенщальную  функцтю,  то  им^емъ  законъ 
энерпн: 

Г  =  Го  -ь  «7  —  г7о.  (994) 

Если  кром*  того  гЬло  обладаетъ  только  одною  степенью  свободы, 
такъ  что  всЬ  три  его  кинематическихъ  элемента  Е^,  т)^,  а  выражаются 
функщямн  одного  параметра,  то  одного  только  закона  энерпи  доста- 
точно для  опред'Ьленья  движен1я  гЬла.  Пусть  будетъ  д  этотъ  параметръ; 
тогда,  съ  одной  стороны: 

й$^ йЕ^  (1д     с1\ (1%  йд     (1а Ла   Лд 

'дл~Тд    йГ    ~Ш~~Ад    (11  '    с?^  ~  йд   й7 ' 

такъ-что 

Т  =  /(,)(^^)^  (995) 

а  съ  другой  стороны  V,  какъ  функц1я  координатъ,  можетъ  быть  по  фор- 
муламъ  кинематики  выражена  черезъ  Е^,  т)^,  а,  а  сл'Ьдовательно  тоже 
представлена  какъ  функцхя  отъ  д: 

[7  =  ф  Ш 
Поэтому  зависимость  (994)  даетъ: 


т.  е.  задачу  динамики  можно  считать  р-Ьшенною. 

3.  668.  Движен1е  эллиптичеснаго  маятнина.    Пусть   однородный   стержень 
АВ^  пм'ЬющШ  длину  2а  и  массу  }х,  скольаитъ  безъ  трешя  однимъ  вонцомъпо 


ЬЬ4 

...».-•.  V    .».    ;  :  ,м        ,    ..г\..1  .'1..      1'^^         *      .*^Л:Г\П.     Кх'НИОМЪ    ПО    ВврТПКс^ЛЬНОЙ 

,.1.4...»'.    /.        V^  .»;.,--,    г.-.:    :\'.'.       .з.ьж:  >.):     ..|'Л    :;1ч|1."".КП»  1"|1;1и  ту.н:е1*ти.   Р^ш.:    Нзъ 

1.1.:::  \».''ии&    Л.чМ.гГ!!.'      $    1К  .     МТО    Ш-    ТаК01ЕЪ    :1БПЖе- 

:..:    5,-:      ,  •-1^11  . 1.Г..  и  »;:Л'Т>.  ,с."Г.г1Ь^.  &  Б1-  ■1:в:-тв>;*ти 
..»:.,1?,:     ,     ,-;^.ча.:.1,    |;.*г.-.»»л    ^т.ужг-Тг    Гс=е11-     его 

.^. .'    »   л    .-,41   г  г.\     ,•  к-л^г.?  у.;^  .^т'^     ь-:}П11:ьг_ьнь^':' 
:;.  •.   ч'.  »    л.  *^  Л  лс-  ^ 


Л  ■        ^  I.  ^Л--    1  ■ 


;.-.■*       ...5.  ■■  1 


;м  - 


^ 

^т 

^^^^ 

У'' 

.чЛ- 

. 

и^'фЛ .  V, 

,      *г«1:.иг* 

»» 

-Лл*. 

Л'  .  ^ж«_ 

\ 

*      1 

«^ 

.      '!Й(1в1А| 

■  Л«  -»^--  ^1           V 

г 

^^ 

С«г 

1^. 

1  У^Лл 

'2 

-,01^ 

•г-'йй-иодиП 

«• 

* 

»    * 

'/V  -   •*- 

'3 

•V* 

-а^в^к^ 

-     >«^ 

V*.'    Й5г 

^^ 


Ли 


<Ху 


^';'-</  »*^''  (^^^'*,  А.^4  ;.**?  гл'Л'^^1.  ^г/'^^/!и1йГАгя  г^рл-'-яАТА.тьпго  гол: жег!*  д* 


-^^♦/  •  ,^     ^  /:г 


^-й,. 


бФА'  Л^/|#1М^  €ш$1Шштш  п  Ц  566  »  567  п  свгге«1  твсрдьпгк 

ЛЛ/  1^  1  п1,14шм$(шиа  ныш*-.  {;нх/:?жд^яЫ  «огутъ  оьггь  приложены  къ 
/,^/.г^.»^1  ^Ш'[».шгь,  \Ул%,  Апшлыинхгм  П7%рлллым^)  олной  и  той  же  пдо- 
г%/,г(^  //  4и  'ГГ4  гм14^мн.  ^/алулл'ги  (»лн(*и*  стеггеныг!  св^юолы  и  подвер- 
;^«.|   ,г>.й/.гт<г/   1'|4ь^/;  ^кль,    к//горми    нжипъ   пгяеншадьную   функщю. 

^«ГьМ    '<1И'/ГИ^'И  »;И1||И1|К|ГЬ    ||ГИк;|||    ЫГ'ХННИ^'.НЪ,    ЧЛГ;НЫ   КОТОраГО   ДВИ- 

Ы1Г/1/И  11Д|>г1.гм'.м<1Р»  пл/м:г.ог/г и.  ^^сли  ири  ^томъ  исключается 
МИ/  |14»г*|/;|р1»|»  1р*!ИИ'  гоироппи^пп*:  СрОДЫ  И  Т.  П.  ДЬйстви- 
П'-и^ип,  1и.1  ииН1УИии*иг.1;\1'  »лгк<!имл  оглЬлькыхъ  членов!»  механизма  суть 
фу«|*||1и  1ыио1п  и  М1Г0  Ж''  нмя.мигиАиио  пярамггтра  д,  а  поэтому  кинети- 
'Мпм1М  *1И1'р11и  иож'нг  омм*  прижд'и;!  г;ь  виду  (905),  а  иотенщальная 
|И«|*|||и  М1ж<*  М04Л  гь  был,  иыр'ПМ'иа  ии  фу1ГКП1Н  //;  тогда  движенге  бу- 
ти* имр1ы1.4И1М'и  опии,  ини*гр||ро|1аи1<'М'1.  уравш*н1и  вида  (096). 

Тичим  1»и.1«  *М',  1»ь  г;|уча1.  иггл.ма  м}итго  0Г1и()Нен1Я  системы  отъ  по- 
\иШ1^ни\  угИ)Нчи11|1И1  рипипиЬгИ!  мы  прихпдим'Ь  К'ь  иависимостямъ  вида 
ИМИ1|  и  |1ппп|  1.М1  1.а>к1)11о  млиня  гнпгмы  и  (м Ьдовательно  всегда  мо- 
Ж1*мь  П111>*пт.  ыи11М11Чгг1.ун1  .ии'рпн)  пыраженпом)  нь  вид*};  (1001),  а  это 
ирннги'и.  ы.  рЬтиим!  уранит!)!  шии  (Ни>1);  поел!,  чего  кинетнческ1е 
.мнмгииа  иг1л1.  м.ичшнь  мгханшма    нырапиги    линейнымъ  образомъ  че- 

рГ  и.    МП    {к     )       '    (] 

■  а 

.1  171  О|||м1.о«  1М11.  ^июжчИг  •игюми  1\Г1чи1ихъ  К1>ле(Ь  оъ  параллель- 
ными и(  .|\1||  1||1||  о.||(  ||1|||  1|1\».1,  ц..л»»*'и1атпио  ни  игронкЬ.  которая  намотана 
на  1*1111.  м.^иик.  1111.  !.,•  ИМ  I.  ,.^|»|  рЬиюнш  можно  углоиын  окоростп  вс^хъ 
'*•  ни  I.   |1и|>.1и1п.  III.  ф\ии10*1    щи.н  И1\»ди*»"    ***^»»   угл»  1  вращеи1я    одного    пзъ 


—   557    — 


§  559,  ф.  1ии*>. 


нпхъ  п,  пычиелнвъ  моменты  инерцш  вс^хъ  волесъ^  составить  иыражеихе  ка- 

иетя ческой  эперг1п  въ  функц1Я  этого  угла.  Потепщаяьная  фукки1я  вЪса  дан- 
наго  груза  тоже  можегь  быть  выражена  въ  фуаьчйв  угла  а.  если  принять  во 
онпманте,  что  перемъщенхе  груза  пропорщональпо  изм^иеи1ю  этого  угла. 

3,  572.  Шарнирный  четырехсторониикъ  ЛВСЬ  (з,  117)  пм-Ьегь  форму  па* 
раллелограмма,  причемъ  одна  его  сторона  А  В  неподвижна  и  горизонтальна» 
Определить  колебательное  дважо111в  мехаиизиа  около  его  положены  устой- 
чпнаго  равиов1сш, 

Урагнен1я,    апред'Шляю1д!а   д'ййствхе  мгновенныхъ  сияъ 
на  свободное  твердое  т4до, 

559.  Въ  !:^  532  и  53'.)  было  показано,  что  для  изучен1я  д1>йств1л 
51гнош^нныхг  силъ  на  систему  матер1альныхъ  точекъ  можно  пользошнься 
закономъ  колячествъ  двнжен1Я  и  закономъ  моментовъ  коли- 
чествъ  движсн1я,  Э1'и  законы  выражались  шестью  уравиеи[ями  (914) 
и  (937),  св^гзываюппш»  импульсы  силъ  и  скорости  точекъ  до  и  посл1, 
д1;йств1Я  силъ.  Применимость  этихъ  законовъ  обусловливалась  возмож- 
ностью для  системы  посту нательныхъ  и  вращательныхъ  перем^щевШ; 
поэтому  они  ириложимы  и  къ  свободному  твердому  Илу.  А  такъ  какъ 
движен1е  такого  гЬла  оиредЬляется  шестью  кинематическими  элементами, 
то  атихъ  уравнен1Й  и  достаточно  для  нолнаго  опред'Ьлен1я  д'Ьй- 
СТВ1Я  мгновенныхъ  силъ  на  свободное  твердое  тЬло. 

Если  т1">ло  несвободное,  но  все-таки  доиускаетъ  некоторый  посту иа- 
т^мьнып  и  врапцгтельныя  перемЬ1цен1Я.  то  будутъ  применимы  и  нЬкото- 
рыя  изъ  упомянутыхъ  выше  уравш!Н1Й.  соотвЬтствуюпця  возможнымъ  пе- 
рем'Ьшен1ямъ.  Это  слЬдуеп.  непосредственно  изъ  ска^^апнаго  въ  §§  527  и 
537.  Напри М'Ьръ,  если  для  г^а  возможно  только  вращен1е  около  оире- 
дЪевной  оси,  то  будетъ  существовать  законъ  момснговъ  коли  честить  дни- 
женш  относительно  этой  оси;  такъ  что  изм*нен1е  лтого  момента  будеп. 
равно  импульсивному  моменту  силъ  относительно  этой  оси* 

Если  Д.1Я  гЬла  возможны  только  вслк1я  перем'Ьщенш  параллельно  пло- 
скости (Ет^),  то  законъ  количествъ  движенгя  применяется  по  отношенш» 
къ  осямъ  (Е)  и  {г{)у  а  законъ  моментовъ  количествъ  двнжеа!»  по  отно- 
шен1т  къ  оси  (О* 

Если  твердое  тЬло  им'Ьеп,  неподвижную  точку,  то  будутъ  оиравды- 
ваться  три  уравнен1я,  выр^икающш  законъ  моментовъ  количествъ  движе- 
нца относительно  осей,  проведен ныхъ  черезъ  эту  точку. 

Выпитемъ  теперь  снова  вс1\  упомянутыя  въ  начал11  этого  параграфа 
шесть  уравнен1Й: 

Е^  -  Е^.^  ^  гтг^  —  1пш^.^  =  Щ,, 

Щ^  —  Е,,^  =  1  тьу^  —  1т«ц  =  М^р    (  (10аг>) 

Ег  —  Д,г  =  -  ^'"'>  —  5;  тг^^  =  5Я^, 


.->»* 


^: 

А-,  =- 

Е  т  ^/,. 

■  У-Г, ) 

-  V,,:)  =  «;. 

Л-, 

К  у^     — 

1^    я»     '   ^<5; 

?^,, 

^'^  (VI; 

—  ^и  =  ая-,,г 

к. 

А',.  - 

X  л»  ^?л, 

—  ■*?■-) 

1т.  ('.^г 

1^,Л,51  =  Ж- . 

<  1«"ЮТ» 


ДМопЛв  мгагогмянш^  е«дгь  на  твердое  ткжо  съ  иешь 

дшшжвспю  осью. 

МО.  т^шЬттН  углФШФ»  ФПФРФФУШ.  \Ь.  цтиттояшыиъ  случа1>  мохно  еос- 
тлшицтущ  гУгШ^щомъ  иом/ятоЮг  коли1^!Стяг  лвижг;Я1Я  относительно  дан- 
Я//Л  о^и  ^(гяг1Г^я1я.  Итк'ь,  ириинт.  ?ггу  ось  ^а  ось  (^),  обратимся  къ  по- 
'Нли/му  И'/ь  у(м11Я^'Я)й  (10Г>7).  По  фор1»^улЬ  (905)  это  уравнен1е  можно 
1>1Пг  ггр^лггямить: 

7Г01       (о,^_    т,  .  П008) 

Пгньг,  инм1.и^м1*'  углом(;й  скорог/Ти  тя(!рдаго  т^ла,  им'Ьющаго 
нмгммммжму|г»  псь.  рамио  отмоппчПю  импульоивнаго  момента  къ 
мом^мгу  и  мири!  и  отяоси'П'льио  ятой  оси. 

е.  §7в  ГдЬ  иутип  тш'Ьгппи  тч,  11)миц(М|1м  ш,  даипомъ  тЬя*,  чтобы  оно 
ми.  .'шмимго  импу^и.|'ИН11пгп  момпптн  полуммло  ипйбольшее  иам'Ьненхе  угловой 
»'»|И|1И(.гиУ  П'ги.:  11п  Пплыипй  см'И  црг1Т)жлы111р()  эллипсоида  инорц1н. 

9  874.  Пдинрпдипм  г)|1И:1магичп(«ип11  Гшлиа  попорочиоо  сЬченхе  которой 
псм.мм  мм.'М!  М1.  грйМИшИи  ^*ъ  рн  ДЛИНОЮ,  поотАПЛОпа  нортикальпо  на  гори- 
|мИ1л.м1.иун1  илш'импь  и  нмдмпгь  ИИ  !»гу  плоскость,  причомъ  край  нижняго 
♦гимна  ИИ  уд|»ртии11ПТ1'м  ирипднитип.  ОирпдНлить  им пульспии1ай  хюиоитъ  удара. 
1*Ь!И.-  1'!«' 1и  Л  Д1ИМЛ  Палии,  ./  пи  мпмпигь  иипр1\<п  отисюптельно  пврпендику- 
трмиН  иь  мр|1  и.'и,  !!рицрд|.|пи)||  чррп:1'ь  011  1<пи1МПм  т<1  для  опрод^лешя  прхо- 
г»рЬи»пи«»й  1»ш  при  пм.'ичНи    уг.«п|Ц1Й    сш»рпсти    им'Кем'Ь   ура11Иои1о    по  закону 

ИЦ'рг1п* 

При  >.ллрЬ    >гп    хрлипия   скорость   уиичпч^жйотся,   т.  о.  10  =  0.  Лтакъ  на- 

да?        I  и,^Л7 

•   ВТН.  Вй11пиг1^им#1!и1й  млйгиии-^     ^Чоть  ириооръ  олужилъ  для  опредйде- 

«Ь<  1  т\ч>ро,цм<  мрим  <ор<и«  кпчь  гплрйЛ'^пь.  п^жй  но  оыли  плобр^гопы  б1\Д^ 
«  онорпьмппоо  I  погоЛ^>»  Оиь  оо1М>чиь  ил1%  сгллы101>^  кру1\^воп>  цилиндра  ^^жг. 
''^^^  «1  и  \«ог.>  момпл  »мь]чошгл>.  пй\1ллпои«Л1\>  ;<о>«лок>  и  подв^шанваго  на 
'  о)>«  ^'^11Vлл•  ил<^  и,п,  !<о1>хр«п  по]^поп  \пк V.  1  п^нА  К1^  ^ч-'И  цплиндра.  Снарядъпо 
"ЛЛГЧ01Т   п»    м'1пн\рп  «    <л,  гр*Ь««ль  1п    помъ.  »  л,>6и\Аогь  воому  праГч^рт  двнже- 

'■о*>1:>'»1      ;^ц  ,-:      .^,^^^     \  г.М  1     «    г..\11:^\  Я*' Ь   .^Л^^^|Ъ^М  Ь   ЛНОрПИ,   140ЖН0   011реД*ЛЯТ1» 
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угловую  скорость,  которую  спарядъ  сообщаетъ  прибору;  а  по  этой  скорости, 
пользуясь  формулою  (1008),  можно  определить  моментъ  импульса  удара,  а  по 
посл^дпему,  зная  массу  т  снаряда 
и  его  разстоян1е  г  въ  цилиндре  отъ 
оси  вращен1я  маятника,  опред'клить 
скорость  с  снаряда.  Пусть  будетъ  ^ 
моментъ  инерщи  прибора  относи- 
тельно его  оси  вращешя  и  в  раз- 
стоя  н1е  его  центра  массы  отъ  этой 
оси.  Моментъ  инерщи  всей  системы, 
состоящей  изъ  маятника  и  снаряда, 
равенъ  ^  ч-  тг^\  по  закону  энерг1и: 

(I  ч-  т/  2)  (0^  =1 2д  {\>л  Ч-  тг)  (I  —  сов  а) 

а 


Отсюда 


тг)  8гп^ 


2 


По  форму л-Ь  (1008) 

(«/■  -4-  тг^)  ш  =  2И  =  г  .  »йс; 
поэтому 


Фиг.  224. 


^  =  :;^;  У^  (?^  "*"  »»гУ  (7' 


тг   '  ^  ^*  '  ^  '  2 

561.  ОпредЪлен1е  нгновенныхъ  давленШу  испытываемыхъ  осью  враще- 
н1я  при  д-Ьйствж  мгнстенныхъ  силъ.  Эти  мгновенныя  давлен1я  нужно  от- 
личать отъ  постоянно  д^йствующихъ  давленШ,  которыя  разсматривались 
въ  >5  548:  они  наступаютъ  и  прекращаются  одновременно  съ  д-Ьйствхемъ 
вн-Ьшнихъ  мгновенныхъ  силъ.  Изучен1е  ихъ  им'Ьетъ  важное  значен1е  въ 
мапгпнахъ,  части  которыхъ  подвергаются  ударамъ  или  сотрясен1ямъ. 

Для  того,  чтобы  ввести  ихъ  въ  разсмотр^нхе,  нужно  поступить  такъ 
же,  какъ  въ  §  548,  т.  е.  примЬнить  приндипъ  освобождаемости.  Сопро- 
тивлен1е  оси  мы  будемъ  опять  предполагать  сосредоточеннымъ  въ  двухъ 
точкахъ,  А^  и  А^.  Мгновенныя  сопротивлен1я,  оказываемый  этими  точ- 
ками во  время  д'Ьйств1я  мгновенныхъ  силъ,  суть  так1я  мгновенныя  силы, 
которыя  были  бы  способны  удержать  ось  гЬла  неподвижною  во  время 
д'Ьйствхя  вн'Ьшнихъ  мгновенныхъ  силъ,  если  бы  гЬло  было  освобождено. 
Поэтому,  означая  черезъ  51  и  ^а  импульсы  этихъ  мгновенныхъ  сопро- 
тивленШ,  мы  можемъ  записать  всЬ  шесть  уравнешй  (1006)  и  (1007), 
которыя  и  послужатъ  для  опред'Ьленхя  неизв'Ьстныхъ  5^1  и  5з-  Такъ  какъ 
въ  этихъ  уравнен1яхъ  опять  будутъ  играть  роль  моменты  девхащи,  то. 
какъ  и  въ  §  548,  отнесемъ  движенхе  къ  осямъ,  неизм-Ьнно  связаннымъ 
съ  гЬломъ;  ось  (г)  пусть  будетъ  при  этомъ  взята  по  оси  вращен1я.  Итакъ, 
подставляя  въ  уравнен1я  (1006)  и  (1007)  х,  у,  г  вмЬсто  5,  тг),  С  и 

=  О 


(О//,         Ю^  =  (ОХ, 


—    562    - 

!*  '^^  —  'V.-»  =  Я..        а/.„         '    у=='\.  (10141 

./  и*|  —  ^ч  }  =  ф;,.  I  1о1' 

15||рочпм'ь.  «гми  л1.&ств\чгп.  '>дн:1  мгн'>в-нная  »:нла,  т-^  удобнее  изт- 
мать  и\К)\14Н()1\1то.  г-ю  н:зм11йгН1н  лвнж»:н1я.  011р^д1ляя  последнее  ДВНХ*:- 
нк'мъ  точки  <:„.  1г;,^»,  л«'Жа1и*-й  на  1:рямоЙ  д1.Й«:тв1Я  гнлы  и   враше- 

Н|<*М'Ь  около  ОГИ.  11рг|Х0ДЯ111''П  Чири.п.  ЭГ}'  ТОЧКу.  УпрОШен1е  СО- 
СТОИТ!, въ  томг.  ЧТО  относительно  ..той  '.'гн  ЗЯ.  =  ч,  и  следовательно 
мгновг'нняя  гила  н<'  и:п1+.ня»т'ь  момента  К"ЛИЧОСТВа  двнжеи11 
•)ТНОсит».*льно  :>той  огн.  Конечно  при  гя'.-мъ  п»"рвая  часть  уравн*.'В1< 
(101  Г))  должна  быть  илм1»нена  ирн  помощи  т»'ор**ми  §  Г)17,  т.  е.  нухно 
М0МСПТ1,  количеств!»  движен1'я  относительно  оси.  проходящей  черезъ  точку 
(;о.  1^о)^  вира:<пть  какъ  сумму  момента  количеств!,  движешя  центра  массы 
относит1Мьн1)  :>той  точки  и  момента  количеств!,  движ»'н1я  относительно  иа- 
раллельной  ей  оси,  проходяп1ей  чер^тп.  центръ  массы: 

А',  =  \ч1/\у  -     \'',.^\  -»-  '//•>.  ( 1016.1 

11о:)ТОму  У1)авнгн1е  (1015)  заменяется  слГ.душшимг: 

^^  < '.''.т  —  'Л,'".-'  -♦  'Л<'>  =  :^  С'г/','.г,  —  \о*\'^^  -«-  '^.«>о,      (1017) 

въ  которомъ  можно  притом!,  считать  ;.  =  :,о-  ''|.  =  ^1..'  1*^'»'ь  какъ  во  время 
д'Ьйств1Я  мгнов(»нпой  силы  положен1(»  центра  массы  :и1М'Ьтнимъ  образохъ 
но  измЬняетси.  Уравнен!!*  ( 1017)  вмктГ,  съ  уравн»*н1ями  С1014)11  мохегь 
опргд!.лпть  движен!»»  по  оК()Нчан1и  д1.йств1я  мгновенной  силм. 

3.  580.  П.ластпика  дипгастся  но  плоскости  п  ната.!  киваете  я  одною  своев 
точкок»  А  па  111>епитств1с,  которое  уде1»жпнаеп.  :*ту  точку  пеподвпжною.  Опрв- 
д-Ьлпть  пзм'Ьнопге  днпжоиги.  1**111.:  Пусть  будоть  г  скорость  топкп  Л  перед? 
ударолп.;  проподя  чоре.чъ  иое  копрдппатннл  осп  (;Т4».  пм-Ьемь  11еред1.  уд&роиъ; 

г,..5       *•:  '  —  (о.,т,,,        г,...у^  -  ■  'т^    ч-  со.:,, 
а  п<м-л-Ь  удара: 

Дин  11«ил1.дмп.\1.  урашимпн  1т  ура1т(М110  1П1Т'  ппцсд'Ьляют-ь  поступательвуж 
и  углоную    •чгорогп!    11«н:111  удмра.    Игм'лЬ   :)тогп    ф(|}1мулы    (\<Л4)    опред'Ьляп 

II    ПМПуЛЫ"!.   МГПОТКМтаГо   •м.11|И)ТПИЛРП1И    1п.    гочкЬ   :1ак])1>11:1еи1я. 

3.  581.  Пдми|и»диы11  кру.ь-^ж'ь  нрнщасп  я  на  11.10«'Кости  около  одной  «31 
го'кчп.  •■1;«ич1  пк]»уя:ти  Т1Т.  Ппь;» тм»,  чимммн  ;)ту  точку  по ноГюдить  и  въ  ТОП 
же  мпмспть  1м1:1И.г1111 1,  Д!'у1уи  точку  п|С])у||ги1И'Т11,  отст<»я1цую  оть  первой  В1 
)|а5'гп:т1и,  ]»лни«'М|.  1Тп|рпи1.  нтимпплго  и'ь  кругь  ])аи11о..торо1тяго  треуголъг 
ппк^,    ю  кр\:к«)|;ь  л1..!;и'Г'-я   ш-ццдьпячнмм'!». 

3.  582.  о  и чи1л'п    г:|Я.Ч'Л1Л11  111:«рь.  «чсатыииясь  м(':п.  1'Кп;11.;ко111я   по  накЛОВ- 

ии!1    II. :...-,, -мчи   и   мр.'ица:!!-!.  при   .)Т<»мг.  -имысо  около  гор11:юптальн()й   оси,  рере 

\.-1ИМ.  11:1  •■«.;. м  :.,П1:11!.иуг'.  ПЛО^Ч^Ч- ГЬ.  Г»  1.  .)Т«»Т1.  М..МРИТ'1.  ПрппохОДИТЬ  уДВрЬ 
"•;-:1  ;у    \'1.л:1:-     .  ■  11    1!}11М';11:.:*!мг-   .шпжсм!;!  и<'МТ]»11  ма<'СЬ1.  <  )11]»од1.л11Т1.  дальп-ЬЙШЛ 
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3.  583.  Ма  ватушну  иаиотава  нить,  з'вр^идеиавл  сиоимъ  кояцомъ  шъ  а&- 
Йаданжнои  тич1сЬ,  причемъ  ев»на;1в  пить  це  натянута,  1гатушка  падаегь  вер- 
тикально випзъ  тнкимъ  оГфазомъ,  Ч1ч>  пъ  момецтъ  натяженш  идти  пг^сл^дняя 
нм^егь  вертикальное  ваправлемГе  и  касается  окружности  катушки.  Зная  вы- 
ту  паден1я,  определить  двиясенде  посл-Ь  натяжен1я  иитн. 


^: 


Соудареше  двухъ  тблъ,  двигающихся  параллельно 

ПДОСЕОСТИ. 


564.  Перечислена  возиожныхъ  случаевъ.  При  рЬшеии!  этого  иоироеа 
будемъ  предполагать,  ти.»  иъ  точк1*  прикосновения  гЬ.П1  о<^шая  норм^иь 
къ  нхъ  понерхдостамъ,  а  сл'Ьдоватрльно  и  импудьсъ  удара  параллольни 
ПЛОСКОСТИ  диижен1Я, 

Относительно  самого  явления  соударсяхя  нужио  различать  три  случая 
1)  когда,  иовврхвостн  гЬлъ  около  точки  касан1я  абсолютно  глад1Ш,  такъ- 
что  скорость  скольжен1Я  одного  тЬла  по  другому,  т.  е.  тангеящальнал  сла- 
гаемая относительной  скорости  при  ударЬ  не  изм'Ьяяетсл;  2)  когда  по- 
верхности ока:зываюп>  такое  трен1е  другь  на  друга,  что  въ  пер1одъ  удара 
относительная  скорость  скольжен1я  вполиЬ  уничтожается:  3)  когда  отно- 
сителквая  скорость  не  вполнЬ  уничтожается,  причеиъ  уменьшен1е  ея  за- 
виснгт»  отт»  коэ|1|фиц1ентовъ  трен1я  и  других!,  «^нзическихъ  свойствъ  уда- 
ряющихся гЬлт,. 

Съ  другой  стороны,  при  ипред'1иен1и  движек1я  поел*  удара  играеть 
роль  степень  упругости  соударяющихся  гЬлъ,  измеряемая  коэффигиен- 
гомъ  <{  возстаноолен1Я  нормальной  скорости.  Такимъ  образомъ  мы 
имЬемт»  всего  9  случаевъ,  которые  м(4  однакоже  не  всЬ  будемъ  разбирать 
1;ъ  одинаковою  подробностью. 

565.  Соударен'1е  въ  случае  иде- 
ально гладкихъ  и  »Iеупруг^^ь  по- 
верхностей. 'Гакъ  кцкъ  время  Л'Ы- 
:тв1я  мгновенныхъ  силъ  столь  ма- 
30,  что  гкла  въ  это  время  не  успЬ* 
вашп»  замЬтно  перем ктитьсл,  го 
можно  при  изучены  удара  начало 
рсоординатныхъ  осей  перенести  въ 
точку  касан1Я.  ось  (//)  направить 
но  общей  нормали  къ  ооверхно- 
2тямъ,  а  ось  (х) — въ  общей  ихъ 
касательной  плоскости,  параллгмь- 
ао  плоскогтн  движенья  (фиг.  22Г»), 
Означимъ  скорости  точки  касан1я 
10  и  посН;  удара  для  одного  гЬла  черезъ  *<,  и  *\,  а  д-1я  другого  т1;ла  черезъ 
и^  и  1\\  соотв^тствееньш  скорости  пентра  массы  будемъ  отмечать  добя- 
вочнымъ  значкомъ  (^).  Л мпульсъ  сопротивления  (7^,  которымъ  дЬйствуегк 

36* 
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второе  т^^ло  на  первое,  нормаленъ  1съ  поверхности;  имиульс!.,  которым1> 
д'Ьйствуеп,  первое  гЬло  на  второе,  ему  равенъ  и  протпвуположно  на- 
правленъ.  Уравнешя  (1014),  примЬненныя  къ  каждому  гЬлу  въ  отдель- 
ности, даютъ: 

[^1  0-1СХ  -    ^^и.)  =  О,  |х,  (г:,^,  -  и,^  =  О,  (1018) 

\^1    {^\су   —    ^Чсу)   =   ^К^  \^2    ('-20,  —  ^'2е,)   =   "   ^п'  (1019) 

Моментъ  количества  движен1я  каждаго  гЬла  относительно  точки  касан1я 
не  меняется,  ибо  моментъ  импульса  относительно  этой  точки  равенъ  нулю; 
поэтому  по  формул*  (1017): 

'Л.  («>1  —  ^'^о)  -Ь  ^-1^1,  (Гиу  -  Щгу)  —  \^хУи  {^\с.  —  ^'их)  =  О,    | 

^2г  («>3  —  ^'^го)  -+-  1*3^2с  («*2с  '^Зс,)  —  1*3:'/2с  (^'згх  "  Ч.а)  =  О-     ] 

Взаимное  давлен1е  т*лъ,  а  следовательно  и  изм'Ьнея1е  скоростей  прекра- 
щается въ  тотъ  моментъ,  когда  нормальный  составляюпця  скоростей  въ 
точк-Ь  касан1я  делаются  равными,  т.  е.  когда 

^,,  =  г,,\  (1021) 

но 

'и,  =  ^*„  -Ь  ^'^Г^!,»  '*2г,  =   «^2»  -^  ^'^Лг- 

поэтому  /.^«^^ 

Семь  уравненШ  (1018),  (1019),  (1020)  и  (1022)  и  опред*ляютъ  семь  не- 
изв-Ьстныхъ:   импульсъ  а„   и   элементы   движен1Я   поел*  удара,  г?,^^,  г,^^, 

''2«.^    '\гг    ^'^1     "    ^2- 

566.  Соударен1е  въ  случае  поверхностей  неупругихъ  и  настолько  не- 
гладнихъ,  что  посл%  удара  тангенц1альная  относительная  скорость  въ  точк-к 
касан1я  исчезаетъ.  Теперь  импульсъ  удара  направленъ  не  по  нормали; 
пусть  Сг^  сто  тангенщальная  составляющая,  действующая  на  первое  гЬло; 
на  второе  гЬло  дЬйстауетъ  противуположная  этому  тангенщальная  соста- 
вляющая импульса.  Формулы  (1018)  заменяются  теперь  следующими: 

\^1  (''1С.       ".г,)  =  (^п        1^2  О'з..  -  '^2..)  =       (^\.        (1023) 
а  къ  условию  (1021)  присоединяется  равенство 


которое  по  формулам!. 

'*1г,  =  '•IX  —  ^^!^^с>         ^2.х  =  '-гх  —  ^'^а/Уус 
даеп,: 


(1024) 


(1025) 


Уравнен1я   (1019),  (1о20),  (1022),  (1023)  и  (1025)   определяют!^    восемь 
неизвестныхъ:  С„,  П,,  6\,  г,^^,  г^^,  1),^^,  г^^,.  о),  и  «),. 


~   566 


ГЛАВА    XX. 

ДвижвН1в  твердаго  гЬла  около  точки  и  въ  общемъ 

елуча'Ь. 

Предваритедьныя  оообраасешя  и  законъ  моментовъ 
кодичеотвъ  движенхя. 

569.  Постановка  вопроса.  Въ  §  543  и  §  544  были  уже  составлены 
о6щ1я  уравнен1я  динамики  свободнаго  твердаго  Ила,  и  притомъ  какъ  по 
отношен1ю  къ  нелодвижнымъ,  такъ  и  по  отношенш  къ  подвижнымъ  ко- 
ординатнымъ  осямъ.  Но  этими  уравнен1ями  непосредственно  пользоваться 
очевидно  неудобно,  и  они  должны  быть  такъ  преобразованы,  чтобы  въ  них1> 
входили  гЬ  кинематическ1е  параметры,  которыми  определяется  движен1е 
твердаго  гЬла,  потому-что  задача  динамики  сводится  къ  опред'Ьлен1ю  этихъ 
параметровъ  въ  функдш  времени.  Разлагая  движен1е  свободнаго  твердаго 
гЬла  на  поступательное,  определяемое  движешемъ  его  центра  массы,  и 
на  вращательное  около  центра  массы,  мы  можемъ  вопросъ  о  двнжеши 
центра  массы  выделить,  такъ  какъ  по  закону  движен1Я  центра  массы  это 
сводится  къ  динамик'Ь  отдельной  матер1альной  точки.  Въ  виду  этого  мы 
обратимъ  все  наше  внимаше  на  динамику  вращательнаго  движен1я  около 
точки.  Впрочемъ,  чтобы  разсмотр^ть  этотъ  последшй  вопросъ  въ  самомъ 
общемъ  вид*,  мы  не  будемъ  за  неподвижную  точку  принимать  непременно 
центръ  массы. 

570.  Законъ  моиентовъ  иоличествъ  движен1Я  въ  примйненЫ  къ  твердому 
тЬлу,  иуЬющеиу  неподвижную  точку.  Уравнен1я  динамики  вращательнаго 
движен1я  твердаго  гЬла  заключаются  въ  трехъ  уравнешяхъ  (930)  и  (931), 
выражаюп^ихъ  законъ  моментовъ  количествъ  движения.  Действительно,  эти 
уравнен1я  выведены  въ  предположен1и,  что  для  системы  матер1альныхъ 
точекъ  возможны  всяк1я  вращательный  движен1я  около  точки,  и  следова- 
тельно эти  уравнения  применимы  и  къ  разсматрпваемому  олучаю  движе- 
Н1Я  твердаго  тела;  съ  другой  стороны,  число  этихъ  уравнен1й  равно  числу 
кинематическихъ  параметровъ,  опредЬляющихъ  движен1е  твердаго  тела 
около  точки.  Въ  виду  сказаннаго,  законъ  моментовъ  количествъ  движен1я 
играетъ  существенную,  основную  роль  въ  динамике  вращательнаго  дви- 
жен1я  твердаго  тела,  и  мы  должны  прежде   всего  на  немъ  остановиться. 

Въ  §  539  была  указана  зависимость  между  конечнымъ  изменен1емъ 
вектора  К  прп  действ1и  на  твердое  тело  мгновенныхъ  сплъ  и  моментомъ 
импульсовъ  этихъ  силъ.  Для  безконечно-малаго  элемента  времени  эта  за- 
висимость можеп»  быть  применена  жтолько  къ  мгновеннымъ,  но  п  къ 
обыкновеннымъ  непрерывно  дЬйствующимъ  силамъ.  А  именно,  равенства 
*"^1)  можно  заменить  следующими,  заменяя  дифференщалы  приращен1ями 
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и  иреаебрегал  беаконе1но-М!иыяи  высшихг  иорядковъ: 

Л  Л'.  =  Д/.  М,      ДА>  =  Щ  Д',      ДЛ'.  =  Л/.  Д/. 


(1027) 


Первыя  ^тсти  зд1сь  предсгавлямтся  11(>снмаиямн  иа  ослхъ  коордннатъ  гео- 
м^!трическаго  приращены  тЛ'  вектора  /\,  вториш  гке  части, 

Л/^,  Д/  =  V  ( :  ^  Н  д/  __  : ,  X  ДО.   .  (1028) 

Л/.  Л/  ^  V  (  :ЦД/    _-;^,  2  Л/). 

можно  разсмйтрнватк  катгь  лроек'Ц|и  момента  относительно  неподвижной 
точки  имиульсонъ  дЬйствуюшихъ  силъ  или,  всеравно,  имнудьса  статиче- 
скаго  момента  М  всЬхъ  силъ  для  безконепно-малаго  элемента  времени. 
Изображая  этоп»  импульсивный  моментъ  Л/Д/  въ  вид'Ь  вектора,  отло- 
женнаго  по  на11равлеи1Н)  (3/),  мпжемъ  равенство  (932)  представить  такъ: 


тЛ  =  жд/ 


(1029) 


и  сказать:  При  движении  твердаго  тЬла  около  точки,  въ  каждый 
безконечно-малый  элементъ  времени  моментъ  количества  дви- 
жен1я  получаетъ  геометрическое  (1рнращен1е,  геометрически 
равное  импульсивному  моменту  силъ. 

Ниже  мы  увидимъ  (^^  ^и2),  что  слагаемыя  вектора  Л'  суть  функдш, 
и  притомъ  лпнейвыя.  угловыхъ  скоростей  гЬла  около  координатных!,  осей; 
поэтому  вышеуказанный  законъ  даетъ  возможность  судить  о  томъ^  какг 
цодъ  в-11ЯН1ем1.  вн]ш1нихъ  силъ  измЬняется  въ  течен[е  беаконечно-малап» 
элемента  врем^^ни  состоян1е  в|*а1яагельнаго  дниженш  твердаго  г1иа.  По- 
этому внимательное  изучен1е  вектора  А'  м  должно  быть  положено  въ  осно- 
ван1е  динамики  твердаго  гЬла. 

571.  Преимущества  подвижныхъ  ноордмнатныхъ  осей  передъ  неподвиш- 
нумм.  >'же  въ  кинематике  гнердаго  гЬла  мыло  аамЬчеао,  чю  выражеп1я 
кинематическихъ  :»лемептовъ  но  отношен1К)  къ  осямъ  (г*/^)^  неизменно 
связанны мъ  съ  тверд ымъ  г1.ломъ.  представляются  проще.  чЬмъ  по  отео- 
пи?н1Н1  къ  осямт*  (;т^^)  неподвижн^мъ,  оотому-что  содержат!,  меньшее  число 
оеремЬнных'ь  элементонъ.  Еще  въ  большей  степени  это  относится  къ  эле* 
ментамъ  дцнамическимъ,  каковъ  наприм]фъ  векторъ  К.  Ниже  мы  уви- 
димъ, что  выражения  его  ироекщй  на  осяхъ  коардпна111  содержать  въ  вид'Ь 
коэффиц1евтовъ  моменты  инерщи  и  моменты  дев1ац1и;  по  отношенш  къ 
неподв11;кнымъ  осямъ  они  являются  элементами  лерем1шными,  а  но  отно- 
шен1Ю  къ  осямъ^  неизм11Нно  связаннынъ  съ  твердымъ  гКломъ>  элементами 
постоянными,  Вел'1.дств1е  этого  обыкновенно  иредпочитаютъ  вс1.  адемеяты 
движения,  а  следовательно  и  связынашщ1я  ихъ  уралненш  динамики,  рас- 
сматривать  по  отношенш   къ  иодвижнымъ  осямъ  и  иотомъ  уже,  въ  слу» 


Чт«»«1.     :ч»ГТ**ЛИГГ*    ЛЬ- 


—    ^     —     ^щ 

:=    ',      -       у^^  •  'л 

'     =  УН    —  иг 

^•/••;и   ^/^?ш#г   {/,|«ггь   ^рлш  л>ас^#^1*г    .гпиьлАГГ.    г^яовъ  лптъ   ^I•^^к 
^Е^ши  /1ГГ  ^**:/1||  ^илг,    //,*г|;й.    ^ьаамш^'    )П.    .стиш-шя    -:;  таг.»)»    :5о- 

г/).  ///)  »1  I  .)    Гогглиинг   им(>(1Я^м11Я    лш^'итоггг.    рТИП*   гр^хъ  аектор«>въ. 

-    II   —   I     л#/|#/   =    —  тргц, 

I-    (   -  тр. ,    -   //    •»     -  тр^ . 

«.учиирум    гиым    иирмжсиы     ил    игЬхъ    тчгкъ    Ниа,    находпмъ    ^.трны 
<1*         У')|         /.р    лхошапг   .11.  гогпип.  фпрм\-.п.  ПиИ^).   Моменты  вектп- 

•I.  т$     »|  „1,^  11пм»*»и1иМ1.  ж |1*1-н)Мъ  :1|»11ноаягь  иъ  оГфа.ювашю   1ру- 

ь  *ип111||-|.  III.  фмрм^  мхь  «П);^). 
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Обратимся  къ  составленш  выражения  для  кинетической  энерг1и 
Пользуясь  опять  формулами  (1031),  (724)  и  (725),  находимъ: 


т=  ^  (Ар'-^  в^' 


Сг^  —  2В(р-  —  2Е1Р  —  2Рр(1),      ( 1033) 


Зам'Ьтимъ  сл'Ьдующ1я  соотношения  между  К  ^л  Т: 
1)  Непосредственное  сравнен1е  показываетъ,  что 


К,= 


дТ 


К.= 


дТ 


др  '       "»        ()2  '        "•        дг 
2)  По  теорем*  Эйлера  объ  однородныхъ  функц1яхъ: 


дТ 


дТ 


ОТ 


-Я 


г  =  2Г; 


др''   '    дд  ^    '    дг 
поэтому,  при  помощи  формулъ  (1034)  находимъ: 

Последнее  выражен1е  можно  еще  такъ  представить: 


(1034; 


(1035) 


1030) 


т.  е.  кинетическая  энерг1я  равна  половин*  геометрическаго 
произведен1я  (§  10)  момента  количествъ  движен1я  на  угловую 
скорость. 

Формулы  (1032)  и  (1033)  значительно  упрощаются,  еаш  координатный 
оси  въ  гЬл'Ь  направить  по  осямъ  инерщи  (осямъ  эллипсоида  инерц1и), 
соотв'Ьтствующимъ  неподвижной  точк*.  А  именно,  тогда  (§^5  464  и  465) 
моменты  дев1ад1и  />,  /%  Г  равны  нулю,  и  мы  находимъ: 


К\  =  Ар,      К^  =  Вд,      А\  =  Сг; 


(1037) 
(1038) 


Этими  формулами   мы  и  будемъ  преимущественно  пользоваться  въ  даль- 
нМшемъ. 

573.  Случаи,  когда  векторы  К  и  (о  совпадаютъ.  Для  выяснен1я  раз- 
личныхъ  явлен1й,  наблюдаемыхъ  при  вращательномъ  движен1и  твердаго 
гЬла,  весьма  важно  заметить,  что,  какъ  показываютъ  формулы  (1037), 
вообще  говоря   векторы  К  и  а>  яе  совпадаютъ  по  направлен1ю, 


—   570  ^ 

обстоятельство,  которое  часто  упускается  изъ  вида  при  элементарны  хъ 
о6ъяснен1яхъ  этихъ  явлешй.  Дяя  такого  совпаденхя  требуется: 

^.^  ^,_^\.  (1039) 

р  Ч  г 

Если  главные  моменты  инерщи  Л,  В,  С  не  равны  между  собою,  то  ра- 
венства (1039)  выполнимы  только  тогда,  когда  дв*  изъ  угловыхъ  скоро- 
стей р,  ^,  г  равны  нулю,  т.  е.  если  мгновенною  осью  служить  одна  изъ 
осей  инерщи,  проходящихъ  черезъ  неподвижную  точку. 

Если  два  изъ  главныхъ  моментовъ  инерши  равны,  или,  другими  сло- 
вами, если  эллипсоидъ  инерд{и  для  неподвижной  точки  есть  эллипсоидъ 
вращения,  то  для  удовлетворен1я  услов1ямъ  (1039)  требуется,  чтобы  одна 
изъ  угловыхъ  скоростей  /),  г/,  г  была  равна  нулю;  напримЬръ,  если  Л  =  Д 
то  нужно,  чтобы  г  =  0,  т  е.  чтобы  векторъ  (о  лежалъ  въ  плоскости  эква- 
тора эллипсоида  инерщи. 

Наконецъ,  если  А  =  В  =  С,  т.  е.  если  неподвижная  точка  гЬла  есть 
шаровая  (§  467),  то  при  всякомъ  направлеши  мгновенной  оси  векторы 
К  и  О)  лежат1>  па  одной  прямой. 

574.  Эллипсоидъ  полюсовъ  и  геоиетричесиая  зависимость  между  векто- 
рами А  и  О)  Предполагая,  что  оси  (^),  (у)  и  (г)  взяты  по  главнымъ  осямъ 
эллипсоида  инерц1и 

Ах^  ч-  Б//»  -^-  Сг^  =  1,  (1040) 

построимъ  другой  эллипсоидъ,  подобный  предыдущему,  съ  нимъ  соосный 
и  им'Ьюпцй  своимъ  уравнешемъ: 

А.г''  н-  й//'  -н  Сз^  -     2Т=  0.  (1041) 

Этотъ  эллипсоидъ  называется  эллипсоидомъ  полюсовъ,  потому-что  ко- 
ординаты р,  д,  г  «полюса»,  т.  е.  конца  вектора  со,  этому  уравненш 
удовлетворяютъ.  Вообще  говоря  во  время  движен1я  гЬла  размеры  этого 
эллипсоида,  всл'Ьдств1е  изм'1>нен1я  Г,  меняются,  причемъ  онъ  постоянно 
остается  подобнымъ  самому  себЬ  и  эллипсоиду  инерции  (1040). 

Эллипсоидъ  полюсовъ  даеп»  наглядное  представлеше  о  томъ,  какъ  на- 
правлены векторы  К  и  (О  одннъ  относительно  другого. 

Теорема:  Векторъ  А'  перпендикуляренъ  къ  касательной  плос- 
кости къ  эллипсоиду  полюсовъ  въ  точк'Ь  {р,  ([,  г)  и  равенъ  отно- 
1пен1ю  удвоенной  кинетической  энерг1и  къ  разстоян1ю  неподвиж- 
ной точки  отъ  этой  плоскости. 

Первая  часть  теоремы  непосредственно  видна  изъ  формулъ  (1037), 
если  принять  во  нниман1е,  что  косинусы  уг.ювъ  норма.1И  (п)  къ  касатель- 
*^  плоскости  къ  поверхности 

/•(74 //,.-)  =  О  (1042) 


/улгг    г"'/»'^/'р«»гл    ^^^^^'гр^/  к  ^^  (ь  ^^^у^>щ\%щг*    ^тг»у  клгдА  цеятр'ь  шара  остается 
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11иниц(1|1тин1.   (И»,'  Мсии    иоитиооть  (Ч-идп      7,Н,   ти   г   -0,78  сантиметра  (см. 

НИмиччн^мм  тымти  в%  дмнжон1н  гнроокоповъ. 

А^((.  (НЦНМ  тмт«1»  •  т|М«М1М«У  Ги|и»оК(>|1»мн  нааытижа  приборы, 
<<у<»\Ц(М^  \>««1*«^ц\*  <«и*^\\л>м  1К»«.  Шхыкну^ш^нмо  н|.>п  9Т1>>п.  (кикматрики^тся 
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дясь  въ  плоскости  двнжен1я  оси,  постоянно  оставался  бы  К1, 
нему  перпендикулярнымъ.  Сила,  соответствующая  этому  мо- 
менту, должна  быть  поэтому  перпендикулярна  къ  плоскости 
движен1я  этой  оси  и  къ  самой  оси  и  равна 

а 
гд!!  а  разстоян1е  точки  приложен1я  этой  силы  отъ  неподвижной 
точки  т-Ьла  О- 

Зам'Ьтимъ  еще  относительно  направлен1я  этой  силы  сл-Ьдующее.  Если 
предполагать  ее  приложенною  на  положительномъ  конц^  оси  гироскопа, 
т.  е.  на  томъ  конц*,  откуда  его  вращсн1е  кажется  происходящимъ  по  ча- 
совой стр^лк*,  то  эта  сила  представляется  направленною  вправо  отъ 
оси  гироскопа,  если  на  эту  ось  смотреть  съ  положительнаго  конца  ста- 
тическаго  момента. 

3.  590.  Вычислить  момент!)  М  въ  предполошенш,  что  гироскопъ  им'Ьетъ 
ппдъ  стального  цилиндрическаго  диска,  котораго  рад1усъ  в  =  10  см.,  высота 
Л  иг  1  см..  п  что  онъ  д1>лаетъ  600  оборотовъ  въ  минуту  около  своей  оси.  а  эта 
ось,  вращаясь  въ  н-Ькоторой  плоскости,  д^лаетъ  12  оборотовъ  въ  минуту.  Отв.: 
По  формул*  (744) 

С  =  :^  7г7,8  . 1 .  100СЮ  =  122622; 

дал-Ье  им-Ьемъ:  ^^^  .,. 

г  =  ^-'^-^  .^  20-  =  62,84,       «>'  =  ^  =  1,2568. 

М  =  122522 .  62,84  . 1,2568  =  967(И60  въ  абс.  ед.  Св8, 

Если  сила  Р  будегь  приложена  въ  разстоянхи  10  см.  отъ  точки  опоры,  то  она 
должна  быть  равна  967646  динъ  или  около  одного  килограмма. 

3.  591.  На  край  того  же  диска,  ось  вращен1я  котораго  вертикальна  и  ко- 
торый д-Ьлаетъ  600  оборотовъ  въ  минуту,  падаетъ  съ  высоты  одного  метра  тЬло, 
весящее  одипъ  граммъ.  Определить  уголъ,  на  который  отклонится  при  этомъ 
ось  вращеп1я.  Р-Ьш.:  Скорость  падеи1я  г  =г  |/2^/Л  =  |/2.й81.100  см.  въ  1"=: 
=  440  см.  въ  1'.  Импульсъ  удара  то  =  440  аб<*.  ед.  Моментъ  импу.1ьса,  при 
Дгт:10  см.,  равепъ  4400  абс.  ед.  По  формуламъ  (1029)  и  (1045) 

4400  4400  лплп-т 

"  -    СГ  ^  122522:62,Й  =  ^'^^^' 

Уто  ооотв-Ьтствуегь  приблизительно  углу  въ  СР2';  сл1^довательно  паден1я  ткал 
пе  вл1яетъ  зам'Ьтпымъ  образомъ  на  вращепхе  диска. 

577.  Вл1ян1е  на  гироскопъ  пары,  мояентъ  которой  постояненъ  по  веди- 
чин'к  и  по  направлен1Ю.  Пусть  на  уравновЬшанный  гироскопъ,  вращаю- 
пийся  около  своей  геометрической  оси,  дЬйствуетъ  пара,  моментъ  которой 
сохраняетъ  свою  величину  и  направлея1е  въ  пространств'Ь.  Если  ось  вра- 
пичпя    гироскопа    первоначально   перпендикулярна  къ  моменту,  то,  какъ 

*•  •:>то  за1слючен1с  предполил^аегь,  что  ш'  ма-ю  въ  оравнснги  съ  г,  такъ  какъ 
мгновенная  ось  о11{)ед+».1}1ет1.'Я  векторомь  ш-г  ьш'  и  въ  точности  пе  совпа- 
даетъ  съ  ооью  \^). 
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Фиг.  231. 


показьшастъ  формула  ( 1020),  она  начинаетъ  гл.  нему  наклоняться  и  при- 

томъ   такъ,  что   уголъ  р  между   положительными    направлен1ями  А'  и  31 

дКляетсл  острыми,.  Разложи мт.  теперь  момрнтт!  М  на  дна  составляющихъ 

(фиг,  '231):    Л/   =  Л/ сач  ^1   ио   новому  на-  ^    * 

правлению    К,    п    М'  ^  М  тп^^    ш.    нему 

нершшднкулнрный     При    достаточно    мед-  /' 

леннсшъ  попорот!,  оси  врат<*Н1я  гироскопа 

можно  и   теперь  векторы   К  и  ю  считать 

съ  этою  осью  со  впадаю  П1Н  ми.  Моменту  М" 

соотв'Ьтствуетъ  пари,  1'Тр«*ияп1ался  вращать 

гироскот*  около  его  оги;  она   поэтому  из- 

м'Ьнлеп.  только  величину  угловой  скорости 

этого  вращеп1я.  Другой  моменгт!,  М\  про- 

должасггь  изм1;ш1ть  наиравлеигг»  оси  врапш- 

нш,   уменьшая   эшмъ  уголъ  |3,   ВслЬдств1е 

этого   съ  течен1емъ   времени   момеатъ  Ж" 

возрастаегь,    а  моменгь   М'  уменьшается, 

ось  же  гироскопа  своимъ  иоложительнымъ  наиравлен1емъ  ори- 

ближается  къ  совпадению  съ  направлен1емъ  иомента  М. 

На  опьпахъ  вл1ян1е  момента  Л/"  заметить  трудно,  да  оно  и  не  су- 
щественно; ВЛ1ЯН10  же  момента  М'  можетъ  пыть  обнаружено  на  различ- 
ныхъ  гироскопахъ,  (См.  а1Ьдую11мя  задачи). 

3.  592*  Объяснить  явленге^  наблюдаемое  на  гироскопе  Харди  (Наг<1у].  Этот\, 
гяроскопъ  устроенъ  сл'Ьдующямъ  образомъ  (фпг.  232),  Л  ату  иное  кольцо  Л  У 
можеть  вращаться  около  вертикальной  осн,  для  чегх)  оно  с  и  ложе  но  остр  1*1  пи 
Р  и  9р  унирающимпся  въ  коыическш 
углуоле1пя,  сд-Ьланныя  въ  верхней  п 
«ъ  нижней  догк11  штатива,  Горизовталь- 
пый  д1амет])ъ  С1)  этого  кольца  служите* 
осью  вращенш  внутренвяго  кольца  Ш^, 
у  которого  Д1аметръ  АВ.  пермендику- 
лярвый  къ  СД  служить  осью  тора. 
ВнЪшнее  кольцо  ^N'  снабжено  впиау 
малевькнм'Ь  шкнпоих;  па  него  можетъ 
наматывать!^ я  реч'Л1  новая  лента,  одпнъ 
копецъ  которой  укр;Ь11ленъ  нл  шкивЬ,  а 
другой  конецъ  въ  точк-Ь  Е  штатива.  Эта 
лента  можетъ  наматываться  на  шкявъ 
въ  томъ  и  въ  другом ь  напраиленш,  при- 
чемъ  она  натягивается  и  гакимъ  о5- 
разоыъ  обусловливаетъ  силу,    статте- 

екШ  моментъ  М  которой  направленъ  иертикальпа  пверхъ  шли  внпзъ,  смотрл 
по  направлению  намотки.  Эта  сила  стремится  нрипестп  но  вращательное  двп- 
жев!е  около  оси  Р^  вн-Ьшнее  кольцо  и  вм-ЬстЬ  съ  этвмъ  д1аметръ  СП  внутрея* 
ияго  кольца.  Если  тору  сообщено  вращен1е  около  оси  ЛИ  и  если  притомъ  эта 
ось  не  нм1*етъ  въ  точности  вертикальваго  положеихя,  то  я  ей  сооущае1-св 
дЪйств^е  момента  М  щ  по  докааапному  въ  §  577,  она  |гь  плоскости,  порпендв* 


Фиг.  282. 
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куляри<»йг  к'ь  ося  б'/л  яа1С.1окя#^ся  до  т^хъ  пор-ь.  пока  ея  положительньга  к-> 
л^тгь  я^.  прям1^тъ  одягяакояаго  вапракхеяЕЯ  съ  мохевтозсъ  3#1  Во  все  врежя 
/того  яаклоявЯ1Я  ос  я  >Ц5  ки-^шяее  кольцо,  несмотря  на  вагтязвев1е  резжны.  пе 
поя/'>ра'гявяется  ^а1г1игкы1гь  оора;^01гъ:  яастояько  ведяка  сяла  кяерщж  тора-  «ггре- 
мягцАЯСя  дяяглть  '-^сь  иль  яаправлея1я.  перпевджкуляряокъ  къ  дкиствующямъ 
яя  <лру  ось  сялаягь  пары,  Опыть  прояз«однтся  обьлшовенно  сдгКдуюпицгь  «Уь 
\уп^л^ъ.  Урялиа  ялм^типл^ггся  яа  шкяягь.  для  «1его  вужво  козьцо  Х.ЛГ  вращать 
руког/.  пря  эптомт.  ;5ая1^''г»ется  яапражхвн^е  иомеята  ЛГ  Пос.тк  этого,  помощью 
нятя,  ялчг/глииои  на  <х:ь  тора,  ему  со^^бщается  быстрое  вращательное  движе- 
Н1е,  я  ЭТА  о^ь  рукою  яи^  пряв^^дится  вгь такое  положев1е.  чтобы  положительный 
копепъ  ея  *^/ыл1г  прябля^ятельно  протявуиояоя^еяъ  ваправлев1Ю  момевта  ЗА: 
нат^.и'ь  пряборгь  предоставляется  самому  себ^.  Если  бы  векторъ  а>,  а  теперь 
пми.г^,  съ  яям-ь  я  ве1ггоргь  А*,  были  въ  точности  прямо  протяву положи ы  век- 
тору Л/,  то  /';<;ь  вра1двЯ1Я  могла  бы  оставаться  веязм'^явою,  потому-что  момевтъ 
^  нл  могь  бы  сообшят!»  вектору  А  перпеядикуляряаго  къ  нему  геомегриче- 
сяяго  пряра1мея1я;  но  такое  положея1е  гк;я  неусто{1чявое  л  поэтому  на  самомъ 
д^л^  пе  сохраняется.  При  мал-Ьйтемъ  же  отклоиея{я  является  составляющая 
^'  момента  Л/,  производящая  еще  большее  отклояев{е  вектора  К  я  оси  вра- 
1цеи1я;  тякямъ  обрааомъ  ;/то  огклояен1е  постепенно  увеличивается,  и  ось  вра- 
1цен]я  торя  поворйчявлется  до  гЬхъ  поръ,  пока  ея  положительное  направлен1с 
п(ч  гчгипадет'ь  съ  положятельнымъ  яаправлен1емъ  момента  3/.  Когда  это  слу- 
чят'я,  силл  янерд1и  тора  уже  не  будеть  препятствовать  вращенио  обоихъ  ко- 
лецъ  около  вертикальной  оги,  и  это  яращеп{е,  произведенное  резиною,  будеть 
по  илвр1ии  прод/ь'1жаться  до  т1»хъ  поръ,  пока  резина  не  намотается  на  шкнвъ 
И'Ь  субратяомь  направлея1я.  Но  всл^дств1е  этого  появится  момент?»  М  въ  па- 

правлен1и,  противуположпомъ  пер- 
воначальному; поэтому  ось  тора 
снова  пачнетъ  наклоняться,  а  сила 
инерхМя  его  будегь  препятствовать 
разматыван1ю  резины  до  тЬхъ  поръ, 
пока  опять  векторы  2Г  и  ЛГ  не  бу- 
дутъ  направлены  въ  одну  сторону. 
Такое  явлеп1е  будетъ  повторяться 
много  разъ,  прежде  чЪмъ  оно  пре- 
кратится всл-Ьдстахе  трен1я  и  несо- 
иергаенной  упругости  резины. 

3.  693.  Гироскоп-ь  Фуио.  Фуко 
(Коисап!*)  показалъ  на  опыгЬ,  что 
ось  очень  чувствнтельнаго  гиро- 
скопа стремится  сд'Ьлаться  парал- 
лельною земной  оси.  Объяснить  это 
яилеп1о.  Отв.:  Поступательное  двп- 
жен10  гироскопа  не  можегь  им'Ьть 
п:\\яи1я  на  отклонвн1в  его  оси  враще- 
ния. Это  позволяетъ  намъ,  при  объ- 
Я0П01П1!  ука.шттго  яи.ичпя,  продполагпть,  что  пращеп1е  землп  происходить 
110  око.ш  ом  оги  Л7\  а  окп.ш  осп  .УУ  (фиг.  2аЗ).  ой  параллельной  п  прохо- 
дищой  моро:п.  то  м+.<то  аомпой  попорхпоотл»  гд+»  находится  гироскопъ,  такъ 
кякь  прн  поропог!.  ООН  нращоп1я  прпсоодипяетси  1съ  скоро»  тямъ  всЬх ъ  точекъ 
п1\кот1»рмя  оГмцая  .К(»роот1.  поогупатольпаго  дпижоп1я  *§  122).  Вращение  землп 
ирийоли^^.  по  прататс.1ьное  даижонхо    около  оси  .УР  п  весь  гироскопъ.  Та- 
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кинъ  обрвзоиъ,  11с;«йдств1е  третя.  между  штативомъ  1*иросхопа  п  горизонталь- 
ною ПрЮскостью^  гнроскоаъ  испытываегь  такое  же  д^йствхе^  какъ  если  бы  къ 
нему  была  приложена  п-Ькоторак  пара  снлъ  съ  иоиевтомъ  М.  направлевдшлъ 
по  N'1^',  Всл'Ьдств1е  *того  ось  тора  будетъ  поворачиваться  до  т1^хъ  поръ,  пока 
ея  положительный  коаецъ  не  приметь  того  же  вапрнвлеихя. 

Гпроскопъ  Фуко  слуяштъ  тахимъ  образоиъ  одыимъ  ваъ  механпческихъ 
доказательствъ  вращательнаго  дввжев1а  зеияв. 

3.  594.  Объисипть  сл-Ьд^^ющ!»  явлен1я:  Бсдп  ось  гироскопа  Фуко  иожвтъ 
вращаться  только  въ  горизонтальной  плоскости,  то  она  устававлнваетси  сама 
собою  по  мерпд1ану.  Если  она  можегь  вращаться  телько  въ  плоскости  пер- 
яаго  вертикала  (плоскости,  проходящей  черезъ  центръ  эемдп  и  перпендику- 
лярной къ  алоскостц  мерид1ана),  то  она  принимаегь  пертикальное  направле- 
ние. Для  объяснен  1я  этихъ  явлен1й,  нужно  угловую  скорость  земли,  ш^  раз- 
ложить на  0)4  —  горизонтальную  и  па  ш^  —  вертикал ьпую  (фиг.  233),  и  то  же 
сд^тать  съ  моментомъ  ДГ,  а  потомъ  принять  во  внпмаи1е,  »гго  пвъ  двухъ  па]>ъ 
силъ,  соотв'Ьтстяующихъ  слагаемикгъ  моиептаиъ  Л/^  п  М^^  каждый  разъ  только 
одна  можеть  изи'йннть  паоравлеи1в  осп  тора  (въ  первонъ  случа'Ь  М^,  во  вто- 
ромъ  случае  М^). 

Геометрическое  изучеше  вращатель  наго  двиэкен1Я 
твердаго  т'Ьла  по  ннерцш. 


578.  Теорема  Пуансо.  Когда  на  твердое  г[;ло  съ  неподвижною  точкою 
нн'Ьшнш  силы  не  дЬйствуютъ,  то,  но  закону  сохраненш  момента  колячествг 
дви;кен1я,  вс'кторъ  Л  сохраняетъ  свою  величину  и  направление  въ  про- 
стракствЬ.  Кинетическая  энерпя,  по  закону  эяерпн.  тоже  остается  по- 
стоянною, К  и  Г  остаются  такимъ  образонъ  равными  своимъ  начальнымъ 
.шачен1ямъ  А'о  и  Г„;  всл'Ьдств1е  этого  формула  (1036)  даеп,: 


2Т 
ш  соя  ( К^у,  ш)  =  ^^  1 


(1046) 


т.  е.  движев1е  по  ннерц1И  происходитъ  такъ,  что  проекц1я  угло- 
вой скорости  на  на1!равлея1е  начальнаго  момента  количествъ 
движения  остается  постоянною. 

Эллинсоидъ  полюсовъ  (§  574)  определяете^!  п-иерь  уравнен1емъ: 

Аг^  ч-  В//'  -ь  С^  =  27;:  (Ш47) 

его  разм'Ьры  остаются  постоянными,  и  онъ  является  аллнпсоидомъ,  не- 
изменно с|^язаннымъ  съ  двнгающимсл  твердимъ  т1^ломъ.  Иолюсъ,  т.  е, 
конецъ  вектора  со  остается  всегда  на  этомъ  эллипсоид!*.  По  доказанному 
въ  §  574,  касательная  плоскость  къ  этому  эллипсоиду  впэ  полюсФ.  перпен- 
дикулярна къ  А';  а11>довательно  она  сохраняе^-ъ  теперь  свое  направление 
въ  пространстве  По  формул'Ь  же  (1044)  и  разстояв1е  ея  отъ  неподвиж- 
ной точки  гЬла  остается  постояннымъ.  Эту  плоскость  мы  бтдемъ  для  крат- 
кости называть  плоскостью  Р.  Итакъ  мы  нашли,  что  твердое  тЬло  дви- 
гается около  точки  по  инерщн  такъ,  что  нензмЬино  связанный  съ  пимт. 
эллппсоидъ    полюсовъ   постоянно   прикасается   къ  неиодвижной   въ  про- 
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странств1>  плоскости  Р.  Легко  видеть  кром*  того,  что  этотъ  эллипсоидъ 
катится  по  плоскости  Р,  если  подъ  словомъ  «катан1е»  поверхности  по 
поверхности  понимать  всякое  такое  движен1е,  при  которомъ  въ  точк-Ь  ка- 
сан1Я  не  происходить  скольжен1я  поверхностей.  Действительно,  точкой» 
касан1я  служить  полюсъ.  т.  е.  точка,  лежащая  на  мгновенной  оси,  а  ско- 
рость такой  точки  равна  нулю.  Сопоставляя  вмЬсгЬ  все  сказанное,  мы 
получаемъ  следующую  теорему,  открытую  Пуансо  (Роп1$о1)  (ТЬеог1е 
попуеНе  йе  1а  го1а110П  (1е§  согр§.  1851): 

При  движен1и  твердаго  тЬла  по  инерц1и  около  неподвижной 
точки  яллипсондъ  полюсовъ  катится  безъ  скольженхя  по  непо- 
движной плоскости,  перпендикулярной  къ  моменту  количествъ 
движен1я  т'Ьла  и  отстоящей  отъ  неподвижной  точки  на  разстоя- 
Н1е.  равное  отношенш  удвоенной  кинетической  энерг1и  къ  мо- 
менту количествъ  движен1я. 

579.  Двмжен|е  твердаго  тЬла  по  инерц1И  въ  самомъ  общеиъ  случае. 

Присоединяя  къ  предыдущему  результату  законъ  движенш  центра  массы, 
мы  получаемъ  наглядное  представлен1е  о  томъ,  какъ  происходить  движе- 
Н1е  по  инерцш  вполн*  свободнаго  твердаго  т11а.  Центръ  массы  его  дви- 
гается прямолинейно  и  равномерно,  и  въ  то  же  время  оно  совершаеп, 
вращательное  движете  около  центра  массы,  следуя  тео1ЮМ'Ь  Пуансо. 
Представимъ  себЬ,  что  плоскость  Р  (§  578)  совершаетъ  поступательное 
равномЬрное  прямолинейное  движен1е,  определяемое  движен1емъ  центра 
массы,  и  что  въ  то  же  время  по  этой  плоскости  катится  безъ  скольжен1я 
эллипсоидъ  полюсовъ,  центръ  котораго  совпадаетъ  съ  центромъ  массы 
гЬла;  совокупность  этихъ  движен1й  и  изображаетъ  движение  твердаго  гЬла 
по  инерши  въ  самомъ  общемъ  случа*. 

580.  Полод1я  и  герполод1Я.  Возвратимся  къ  движен1ю  твердаго  т^ла 
по  инерщи  около  какой-нибудь  неподвижной  точки.  Изъ  кинематики  мы 
знаемъ,  что  всякое  движете  твердаго  гЬла  около  неподвижной  точки  мо- 
жетъ  быть  представлено  въ  видЬ  катан1я  коническаго  аксоида,  съ  верши- 
ною въ  неподвижной  точк-Ь  и  неизмЬнно  связаннаго  съ  твердымъ  гЬломъ, 
по  другому  коническому  аксоиду  съ  вершиною  въ  той  же  точкЬ  и  непод- 
вижному; при  этомъ  образующая,  по  которой  конусы  въ  данный  моментъ 
касаются,  служитъ  въ  этотъ  моментъ  мгновенною  осью  (§  132).  Чтобы 
получить  понят1е  объ  этихъ  аксоидахъ.  мы  будемъ  разсматривать  дв* 
лин1н,  по  которымъ  они  пересекаются:  первый  съ  эллипсоидомъ  полюсовъ. 
а  второй  съ  плоскостью  V.  Перес'1>чен1е  подвижнаго  аксоида  съ  поверх- 
ностью эллипсоида  полюсовъ,  называется  полод1ей  (роШосИе,  путь  полюса), 
потому-что  эту  ЛИН1Ю  описываетъ  конецъ  вектора  «>.  Лин1я  пересечен1я 
неподвижнаго  аксоида  съ  плоскостью  Р  называется  герполод1ею  (Ьегро1Ьо- 
сИе).  Эти  назван1я  ввелъ  Пуансо;  последнее  изъ  нихъ  впрочемъ  неудачно. 
Пуансо  представлялъ  себе  герполод1ю  лин1ею  извивающеюся,  т.  е.  съ  точ- 
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ками  перегиба  и  производил!,  это  оаз8ан1е  01*ъ  греческаго  слова  Е[>-е1У, 
Но  какъ  разъ  нншшающейся  лишею  гериолодгя  не  бывастъ  Она  могла  иы 
пыть  гакойою  только  иъ  томъ  случаЬ,  если  бы  элл]!11соидъ  лолн>сов'1,  моп* 
быть  достаточно  вытянутымъ  для  этого.  Между  г1шъ,  благодаря  неравен- 
ствамъ  §  465,  отношен1Я  между  осями  эллипсоида  инерщи,  а  стало  быть 
и  лодобнаго  е1гу  эллипсоида  лилв^совъ,  не  могуп!  превосходить  н'Ькоторыхъ 
яред'Ьловъ;  на  основан1и  этого  Гессъ  (Незв)  пок11залъ,  что  гераолод1Я  то- 
чекъ  перегиба  имЬть  не  можетъ. 

Изъ  теоремы  Пуансо  схЬдуетъ,   что  полод1я  катятся  безъ  С1шльжен1я 

по  герполод1и, 

581.  Изсл'Ьдооан1е  полод'1И.  Мгновенный  полюсъ  1/1,  7*  '*)  находится 
въ  каисдуй  мпментъ  времени  не  только  на  эллилсоидЬ  лолюсовъ,  но  елце 
л  на  другой  поверхности,  уравиенге  которой: 


Л^' 


В'у' 


(1048) 


А  именно,  по  формуламъ  (1037)  и  всл'Ьдств^е  постоянства  вектора  А: 

Л>*-  -ь  Лу  -ь  С'г^  =  А^  =  А'^=.  (1049) 

Т!^  координаты  ;>,  7:  '    удовлнтноряюп.   уравнен1!п  (11)1^).    Эго  вторая 
1верхность  есть  тоже  эллипсопдъ,  л  прнтомъ  соосный  съ  эллипсоидом!. 

цолюсовъ.  Г10Л0Д1Ю  можно  разсматривать  какъ  линш  иересЬченШ  обоихг 

яллипсоидовъ. 

Видъ  и  положение  этой  лив1И  зависать  между  прочимъ  оп»  разстоян1Я 
плоскости  I*  0'1Ъ  неподвижной  тошш,  разстоян1я,  осгаи»щагося  теперь,  со- 
гласно теорем*  Пуансо,  въ  каждомъ  отдельном!,  случае  постояннымъ. 
Разстоян1е  же  это  по  формул!»  (1044;: 

2Г, 


о  ^ 


К,' 


(10Г.0) 


зависитъ  только  отъ  1\,  и  А'^,  т.  е.  вообще  отъ  начальныхъ  усш- 
В1Й  движен1Я*  Составимъ  уравнение  подвижнаго  аксоида.  У равневхе  вся- 
кой конической  поверхности  съ  вершиною  въ  начал1|  координатъ  содер- 
житъ  только  отниЛ1ен1и  координатъ.  Чтоорл  получить  изъ  уравненШ 
(10471  и  (1048)  уравыеше,  однородное  относительно  координагц  умно- 
жимъ  первое  изъ  нихъ  на  А'(,',  второе  на  22\^  н  вычтемъ  ло^иенно: 

А  сА'о»  —  2АТ^)  х^-^В  (А7  —  2Ш;) //^  н-  СЧА7  —  2СТ^)  ^'  =  0.   ( 1051 ) 

Это  ураввен1е,  буд}'»и1  сл1.дств1емъ  уравненШ  (1047)  и  и04г«),  удоа-тетво- 
ряется  координатами  точекъ  полодШ;  съ  другой  сторояы  оно,  будучи  одно- 
родно относительно  коордннап,,  оиредЬляетъ  коническую  поверхность 
съ  вершиною  въ  началЬ  координатъ;  следовательно  это  и  есть  уравнешс 

37^ 
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подвижнаго  аксоида.  Какъ* мы  видимъ,  полод1я  представляется  пере- 
сЬченхемъ  эллипсоида  полюсовъ  съ  конусомъ  второго  порядка. 
Чтобы  разобрать  возможные  случаи,  преобразуемъ  уравнен1е  такъ, 
чтобы  туда  вошли:  б  [формула  (1050)]  и  полуоси  I,  т,  п  эллипсоида  по- 
люсовъ, для  которыхъ,  написавъ  уравнен1е  (1047)  въ  вид* 

х^    _    У'    _    ^"^    _ 

ЛВС 

им'Ьемъ:  ,.       2Т^        ,       27;        .       2Т^  ,,^._. 

Исключая  изъ  уравнешя  (1051)  Л,  В,  С  п  21;  при  помощи  зависи- 
мостей (1050)  и  (1052),  получаемъ: 

А(1-?)«-*^(.-|;),--^(.-|-)^  =  0.         ,1053) 

При  изсл11Дованш  будемъ  предполагать,  что 

п  <Сп^  <,  Ц 
тогда  намъ  представятся  сл'Ьдуюыце  случаи: 

1)0  =  /г;  уравненхе  (1053)  можетъ  тогда  удовлеторяться  только  сле- 
дующими действительными  значен1ями  координаты 

х  =  0,    у  =  0; 

т.  е.  полюсъ  постоянно  остается  на  конц*  малой  оси  эллипсоида  полю- 
совъ. Случай  уже  известный^  потому  что  эта  ось  есть  одна  изъ  «свобод- 
ныхъ>  осей  вращея1я  (§  550). 

2)  ?/  <  о  <  т;  въ  уравненш  (1053)  первые  два  коэффищента  поло- 
жительные, трет1й  отрицательный;  поэтому,  если  означить  ихъ  черезъ 
Г\  д^  и       А^  уравнен1е  конуса  получаеп.  видъ: 

Рх'  ч-  д^у'  —  К'г^  =  0. 

Пзъ  того,  что  онъ  плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси  {2)  пересе- 
кается по  эллппсамъ: 

рх'  н-  ^-у-  =  пост., 

мы  заключаемъ,  что  онъ  обнимаетъ  собою  малую  ось  эллипсоида  полю- 
совъ, а  поэтому  П0Л0Д1Н  ЯВ.1ЯЮТСЯ  замкнутыми  лин1ями,  обходящими  во- 
кругъ  концовъ  малой  оси  этого  эллипсоида. 

3)  1=^т\  подобно  предыдущему,  уравнешя  (1053)  можно  написать 
так1,: 

или 

(/.V  — Л<г)  (/>-ь  Ьг)  =  0. 
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Конусъ  распался  теперь  на  двЬ  плоскости: 

/аг  —  А^  ^  О,     /:г  ч-  Ь:  —  О, 


(1054) 


проходящЫ  перезъ  ось  {у},  т.  с*,  черезъ  среднюю  ось  аллипсонда  полю- 
совъ,  и  одинаково  нарлои*.'Ннгля  къ  плоскости  (^«/г).  11олод1Я  состопть  те- 
перь изъ  двух'ь  эллппсоиъ, 

Вод^е  подробное  »1зсл'Ьдоваи1е  показало  бы,  что  если,  согласно  съ 
формулами  (1050)  п  (1052).  начальный  условия  движенш  тдовлетворяв)ТЪ 

равинству 

Жо'  =  2  В'/;.  (1055) 

то  ври  движен]»  т1>да  по  инерцп!  пол1осъ  ассимптотичес1ш  приближается 
къ  одному  изъ  коацовъ  средней  оси  э.1липсоида  по^уосовъ. 

4)  т<й</;  изсл1,дован1>л  подооное  случаю  2-му.  показываетъ,  что 
теперь  конусъ  (1053)  оонпмаетъ  большую  ось  эллипсоида  полюсовъ,  и 
П0Л0ДП1  представляются  замкнутыми  лпн1ями  обходящими  вокругъ  концовъ 
йтой  оси, 

5)  0=:/;  лолодк  состоять  изъ  ОДНОЙ  точки,  для  когорой  .^=0,  ^=0, 
т.  V,  1:оторая  совнадаетъ  съ  концомъ  большой  оси  адлнпсоида  полюсовъ. 

Понятно,  что  во  вс'Ьхъ  случахъ  нолод1Л  являются  попарно. 

582.  Оси  уетомчиваго  и  неуст(]йниваго  вращен1Й.  Предыдущее  изсл1>до* 
вая1е  показываетъ,  что  полод1п  на  плоскостяхъ,  перпендикулярныхъ  къ 
тремъ  осямъ  (х).  (»  и  (г) 
алли1п:онда  полюсовъ  проек- 
тируются въ  вйд'Ь  системъ 
гнперболъ  или  аллипсовъ, 
изображенныхъ  на  фигу- 
рахъ  (234)  (235)  и  (2Щ, 
тхЬ  бол'Ье  толстой  лин1ей  - 
изображены  проекщи  поло- 
Д1Й,  соотвЬтствуюпшхъ  слу- 
чаи) 3-му.  Положимъ,  что 
сначала  вращен1е  происхо- 
дило около  малой  или  около 
большой  оси  эллипсоида  по- 
люсовъ   (или    инерщи),    а 

потомъ  какая-либо  внешняя  причина  отклонила  весьма  мало  мгновенную 
ось  изъ  этого  110Ложен1я;  тогда  полюсъ  начнепэ  описывать  весьма  ма- 
лую замкнутую  ЛИН1Ю  около  своего  первоначальнаго  положенхя;  такъ  что 
и  отклонеи1е  оси  будетъ  постоянно  оставаться  весьма  мальгмъ*  Поэтому 
можно  сказать,  что  малая  и  большая  оси  эллипсоида  инерп1п  суть 
оси  устойчиваго  врап1ен1я. 


Ф»р.  234. 


■н 
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Если  вращен1е  происходило  первоначально  около  средней  оси  эллип- 
соида, которая  есть  тоже  ось  свободнаго  вращен1я  (§  550),  то  при  ма- 
л*йшемъ   отклонен1и   полюсъ   приходить  на  одну   изъ  полодШ,  идущихъ 


Фиг.  235.  Фиг.  23П. 

по  эллипсоиду  вблизи  его  сЬчешя  одною  изъ  плоскостей  (1054);  поэтош*  по- 
люсъ съ  течен1емъ  времени  совсЬмъ  удаляется  изъ  первоначальнаго  по- 
ложешя.  Среднюю  ось  эллипсоида  инерц1и  можно  поэтому  назвать 
осью  неустойчиваго  вращен1я. 

583.  Н-киоторыя  свойства  герполод1И.  Чтобы  составить  се&Ъ  общее  по- 
нят1е  о  герполод1и,  т.  е.  о  линш,  которую  описываетъ  мгновенный  полюсъ 
на  неподвижной  плоскости  Р,  будемъ  опредЬлять  положен1е  этого  полюса 
полярными   координатами  р  и  е,   принявъ  за  полюсъ  этой   координатной 

системы  точку  Н  (фиг.  237), 
основаше  перпендикуляра,  опу- 
щеннаго  изъ  неподвижной  точ- 
ки на  плоскость  Р,  а  за  ось 
координатъ  произвольно  прове- 
денную въ  этой  плоскости  пря- 
мую НО.  По  теорем1>  Пуансо 


=  (О- 


(1056) 


Фиг.  237. 


Отсюда  видимъ,  что  наибольш1я 
и  наименьш1я  значен1я  р  со- 
отв1.тствуютъ  наибольшимъ  и  наименьшимъ  значен1ямъ  (о.  Эти  же  иостЬд- 
Н1Я  зависятъ  отъ  вида  полод1и  и  положен1я  ея  относительно  осей  эллипсоида 
полн)Совъ.  ()пнп1емъ  максима-1ьнымъ  и  минимальнымъ  векторами  р  круги  изъ 
//  1сакъ  пзъ  центра;  эти  круги  представляютъ  границы,  въ  которыхъ  за- 
ключена герполод1я.  Въ  то  время  какъ  полюсъ  на  эллипсоид-Ь  полюсовъ  они- 
сываегь  замкнутую  лин1»), — полод1ю,  на  плоскости  Р  онъ  поочередно  два  раза 


—   583    — 
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доходигь  до  вн'Ьшняго  н  до  вкутренняго  круга.  Герполод1Я  уже  не  пред- 
ставляется вообше  говоря  замкнуто»»  дня]ей.  Кроя!,  того  можну  было  бы 
подроонымъ  аиа.1ит*п1ргкнмъ  разоорогь  показать,  яго  гергюлод1я  своею 
вогнутостью  в<.'ад1;  оОрищева  съ  точгЬ  //,  не  ияЬя  ни  точекъ  перегнГщ, 
ни  точекъ  возврата.  Ниже  (задача  608)  будетъ  показано,  какъ  составить 
диффереид1альное  уравнеН1е  этой  кривой. 

584.  Двкжен1е  по  инерцш,  когда  эллипсоидг  ннериш  для  неподвижной 
точки  ни^Ьетъ  дв*^  равныхъ  оси.  Вс!  преды душ1(.^  ре^^улыаты  иъ  эюмь  с.1у- 
чаЬ  значительно  упрощаются.  Пусть  будетъ  Л^=В;  тогда  нетолько  эллии- 
соидъ  полюсовъ,  НОИ  другой  вллипсоидъ  (1048).  даюпий  въ  гте-ресЬченш 
съ  тфвымъ  1ШЛ0Д1Ю»  становятся  эллипсоидами  вращен1я.  Такъ  как'ь  яти 
пллиисоиды  им'Ью11.  оощуш  ось  симмегр1и  (ОСЬ  г  к  ш  они  могугь  иере- 
С'ккаться  между  собою  только  по  кругаяъ,  нлоскости  которыхъ  иарги- 
лельны  плоскости  акваторов!.  обоихъ  эллипсоидовъ*  Итакъ.  вс1;  полод1И 
суть  паралл(мииые  круги,  центры  которыхъ  лежать  на  оси  симметрги 
эллипсоида  пнершн.  Такъ  какъ  вс1>  точки  такого  круга  1ш1*н>1^  одина- 
ковое разстоянш  0Т1.  центра  гмлипсонда,  ги  векторъ  ш    имПеть  постоян- 


Фаг,  238. 


Фкл  239. 


ную  велипнну*  Птсюда  (^^дуеть»  что  концонтричесше  круги  Й  583>  з»* 
1.'лшчающ1е  иъ  себК  герполод1ю,  т^'перь  совпадають,  а  сд1)ДОвательно  и 
р'рполод1я  цреврап1ангси  вь  кругь.  Аксоидами  1:лужать  тгаер!»  два  т:ру- 
Г0ВЫХ1.  конуса  съ  оГоцек»  иершинов)  въ  неподвижной  точи1»;  один!»  изъ 
нихъ,  подви;1сный,  им*етъ  своею  осью  ось  снмметр1И  эллипсоида  иолюсовъ. 
а  у  другого,  неподвижнаго,  ось  перпендикулярна  къ  плоскости  Р. 

Принимай  во  внпман1е  сказанное  пъ  задач Ь  588,  мы  получаемъ  те- 
перь два  разлипныхъ  случая  движения  твердаго  ткла  по  ынерщи. 

Если  адлипсоидъ  полюсовъ  сжатый  алдипсоидъ  вращен1я  (фиг.  238), 
то  уплп»  (А\,,  ш)  меньше  угла  {г^  м)\  въ  этомь  случаЬ  катан1е  коиусовъ 
пери  циклическое  (§  1Н7).  т.  е.  подвижный  ансоидь  обхватываегь  со- 
бою неподвижный. 


—    584    — 

Если  эллипсоидъ  полюсовъ  вытянутый  (фиг.  239),  то  уголъ  (Ко,  «>) 
больше  угла  (^з',  ю),  и  катате  конусовъ  эпициклическое. 

Мы  видимъ,  что  при  движен1и  гЬла  по  инерц1и  ни  въ  каБОмъ  случае 
не  можетъ  получиться  катан1е  гипоциклическое. 

3.  595.  Однородному  прямоугольному  параллелепипеду  съ  ребрами  а,  Ь,  с 
сообщено  вращен1е  съ  угловою  скоростью  ш^  около  одной  изъ  его  д1агоналей. 
Опред^Ьлить  разстоян1е  плоскости  Р  отъ  его  центра  массы,  удерживаемаго  не- 
подвижнымъ. 

Отв:  Если  (>  плотность  тЬла,  то 

2Л  =  -ра6с--,-^-^-^-^-а,«^ 


Г'        1       и  ,/(6«ч-с5»)«а^Ч-(с«-ьа»)3^-+-(а2-ьба)»сЗ 


-  а)о 


,_2Го_ 2(ЬУч-с'аДч-аДЬД)а)о 

"^"^Щ"^  )/(а*^  6»  ^  сЗ)  [(^ч-  с^)»  аЗ  ч-  (с2  н-  ««)«  6«-ь  (а«  -ь>)  ^1 

3.  596.  При  з'^словш  а=г:Ь  въ  предыдущей  задач'Ь,  опред'Ьлить  такую  за- 
висимость между  а  и  с,  чтобы  катанхе  аксоидовъ  было  эпициклическое  и  чтобы 
отверст1я  обопхъ  конусовъ  были  равны.  Отв.  Эта  зависимость  опред'Ьляется 
изь  услов1я: 


о  =  г  = 


у^^Ьа4-с»       |/2а2 


3.  597.  Какое  движенхе  совершаетъ  однородный  кубъ,  которому  сообщены 
какая-нибудь  поступательная  и  вращательный  скорости? 

3.  598.  Въ  двнжен1и,  указанномъ  въ  задаче  5д5,  найти  такое  отношен!е 
между  ребрами  параллелепипеда,  чтобы  полод1я  состояла  изъ  днухъ  эллип- 
совъ.  Отв.  Если  Ь  заключается  между  а  и  с,  то  услов1е  (1055)  даетъдля  этого* 

а»  (Ь2  ч-  С')  (аЗ  -  62)  —  с«  (а*  ч-  Ь^)  (Ь«  -  с^). 

3.  599.  Для  параллелепипеда  задачи  595  указать  направленхя  осей  устой- 
чпваго  вращенхя.  Отв.  Если  Ь  заключается  между  а  и  с,  то  осями  устойчиваго 
вращен1я  елужатъ  прямыя,  проходящ1я  черезъ  центръ  массы  и  параллельныя 
ребрамъ  (а)  и  (с). 

3.  600.  Къ  неподвижной  плоскости  прикасается  однородный  эллипсоидъ 
В])ащен1я,  центръ  котораго  неподвиженъ.  При  какой  начальной  угловой  ско- 
рости будетъ  происходить  чистое  катаиге  его  по  плоскости?  Р-кш.:  По  дан- 
ному о  и  полуосямъ  эллипсоида  мы  найдемъ  уголъ  а  =  (о),  г)^  образуемый 
осью  симметрш  эллипсоида  съ  прямою,  проведенною  изъ  неподвижной  точки 
къ  точк'Ь  касашя  эллипсоида  съ  плоскостью.  Формула  (1050)  имЬетъ  теперь 
впдъ: 

А  (О)-  ^г^)-^Сг^    _  , 


Подставляя  сюда  г^=(асоза^  получаемъ  уравпен1е  для  ш. 


—    585    — 


§  585,  ф.  1057. 


Уравнеша  Эй  дера  динамики  твердаго  тгЬда. 

&85.  Пол(>жен1е  твердаго  т1иа,  им^и^щиго  неподвижную  точку,  оире 
Д'Ьляетея  углами  Эйлера  ф,  ф,  Ь  (^  60).  Влгкто  того,  чтобы  составлять 
Д1|фф1'ренша.!ьныя  ур"аннен1Я,  опррдЪаюггця  иегюсредстненно  эти  углы  въ 
фун]гц1и  времени,  —  уравнея1я,  котор».1Я  но  необходимости  были  бы  диф- 
ферей1исиьным11  уранненлямгг  второго  порядка,  —  нредггочптаюп»  разгма- 
т(1ивать  хотя  Ш  н  удвоенное  число  дцффереяшальныхъ  уравнений  си 
шестью  неизвестными  фуккщями  времени,  но  зато  иерваго  порядка,  такъ 
какъ  пнтегрировать  так1Я  уривнен1я  вообще  говоря  легче.  Для  этой  ц-кли. 
кром'Ь  перемКнныхъ  ф.  ф,  О,  мы  будемъ  разсматрнвать  ♦^нц*  р,  7*  ^-  ко- 
торыя  связаны  съ  предыдущими  переменными  слелуюпшмп  днфференц!- 
альнымн   чависнмостями  Эйлера  [формулы  (13!>)1: 

о  ^=    -  €08  *Ь  -I — ^  8т  *1  81И  Н. 

г/  =  —  ^^  »ш  ф  -ь  ^  с<1в  ф  *7н  Н.    \  (1057) 

(К  ^  (П 


С08Ь. 


У  равней!  Я  динамики  твердаго  г1иа  даютъ  возможность  составить 
дифференц1альныя  уравнения  иерваго  порядка  относительно  /?,  г^,  г,  кото- 
рый въ  совокупности  съ  иредыдуишын,  кинематическими,  и  сосшвятъ 
систему  шести  дифференсиальныхъ  уравнен1я  перваго  порядка  для  опре- 
деления шести  элементовъ  р,  ц.  ?%  ф,  ф,  В  въ  функции  времени. 

Ооратимсл  къ  закону  моментовъ  количествъ  движен1я.  по  которому 
скорость  К^  конца  вектора  А\  цроведеннаго  язь  начала  координатъ,  во 
ВСЯ1ПЙ  мочентъ  времени  геометрически  равна  статическому  моменту  М. 
Координаты  конца  вектора  А'  относительно  подвижны хъ  осей,  взяты хъ 
по  осямъ  инерщп  для  неподвижной  точки,  определяются  по  формуламъ 
(1037).  Абсолютная  скорость  А',  можетъ  быть  разсматриваема  какъ 
сложиая  нзъ  двухъ  скоростей:  скорости  Ау  относит«зльно  подвнжныхт- 
координатныхъ  осей  и  скорости  А/',  которую  точка  (А^,  А'^,  А\)  пм1иа 
бы,  если  бы  она  была  въ  данный  моментъ  времени  неизменно  связана 
съ  твердымъ  гЬломъ.  Притомъ: 


'^  ~  (И  ~      (П '      '»  ~   л   ~      <// '      "  ~  (И  ~     Н1 

по  фориуламъ  же  Уй-тсра  (14Г1)  для  скорости  точки  твердаго  гЬ-ш: 
А,;'  =  ,/Л-^  -  гА',  =  (С  -  В)  I?/, 
А',^"  =  г  К,  —у)  А'.  =  (.1  -    С)  11). 


/Л        А      ^   А'     -  .V 


/Г;и  ур'^нп^'шя  и  пн'линйМФ'Я  ^>йдеровы«и  травя»  Н1ями  ^и на- 
чини 1Н^'р,УгП(р  тЬля. 

П'рг^мя  'г?1/'.тя  ;ггяхг  урния^'Я1й  н^;  содггржатъ  углош,  &.  9-  у-  Вторыя 
'»>м  ги  мооЛшг'  гот/ря  логуп»  ^плъ  фуяьчиямя  атяхъ  угловъ,  такъ  ьакъ 
;;р/;^!»ими  гиль  яогуп,  быть  фуякшями  ког^рдинать  точекъ  твердаго  гкла 
^^п|^^^.ии*.V,ш^  и^'Подпижиыхг  коордяяатныхъ  осей,  а  та1:же  и  функгпямн 
иршлип,1иы%ъ  ятихг  ьоорлииагь  по  врем^?ни.  Такимъ  образомъ  нуж11«> 
ур^1НЯ«'И)я  М05Н)  раисматринать  вг  обтемъ  случа*  въ  совокупности  съ 
ури|1И*'И1и*1И  (10Г|7;  ('у1Ж'пвуК1ГЬ  однакоже  важные  случаи,  когда  эти 
дик  г.ис/и'мы  урнип'^мШ  11С1ЖИ0  бывает»»  интегрировать  отд'Ьльно. 

9«  §СИ.  <'П'"Гйпигь  11рг*дыду|ц1я  ура1111ви1я  динамики  для  случая,  когда  осп 
момрдииягь  иг«  1'П||||||ДйК1гь  съ  осями  иллипгоидА  инерцш  для  веподвпжпоп 
м>чМИ. 

9|  в02.   Иытм'ти  у|т1И1П||1я    (1058;    птюсродстнонно   пзъ   уравыен1л    (929), 

пГШи*Н    ТП/1М1П    :1ТИ    У]т111ММ|1н    ни    ПОДНИЖИЫМЪ    КООрДПНаТНЫМЪ   ОСИМЪ     П     П0.1Ь- 

:|уягь  фг1))му;тми  (2:12). 

8.  901.  При  д|1Иисои1п  тппрДАГо  ткла^  дли  котораго  А  -г  В.  Эёлеровы  углы 

уДий.1г»Т1И»рИИ»Г1.   усЛГ)|||Ц): 

•^^        тнч.       И.,,        Г     .0,      ^^/     -пост.=.^- 

ииррдЬлить  ипру  <'И.'Г1>,  пронииодтцую  тпкор  дппжс1|1е.  Р'Ьш.:  Прп  на- 
<'1'|1й|цих'1>  |||1РД111>лож(>1|1ях-ь  формулы  (1ЦГ>7)  м  (1058)  дають: 

.V,         -  Г11,;^„'мп.',. 

.V.       о. 

•'Нимь  родультагамь  подтиорждаогь  окнаашюо  нь  §  575,  въ  которомъ  такое 
шпяамНо  пыло  у  Ж!»  рц.-)омотр-Кпо  иъ  1чч)мотрпчоской  форм'к  Мы  водпмъ.  что 
момригь  и«ч<омоп  иАры  11Г|И1опдикули]>онь  кь  оси  (^г;  т.  е.  къ  осп  спмметрш 
лллииоопдА  1П«орп1и;  «  п«  оо||011а|Ип  тчмч>,  пто 

10гкч>  «их^мь,  мго  онь  ложнть  1п>  плоок<>стп  угла  |К    поп^му   что  «^нъ  перпен- 
Л«куля|>ть  К1»  лтпи  пороо1,чон1я  плоV^кос^ч»Й  (5т^)  п  (ту. 


—    587    —  §  586,  ф.  105!^ 

3.  604.  При  движен1и  твердаго  т^ла,  для  котораго  Л  =:  -Ь,  Эйлеровы  углы 
удовлетворяютъ  услов1ю: 

_  =  а      ^^^  =  пост.  = '^,',      ^  =  пост.  =  .^о. 

Опред1>л11ть  пару  силъ,  производящую  такое  движен1е.  Р-Ьш.:  При  дан- 
ныхъ  предположеп1яхъ  и  полагая 

г  =  '^/о'  :=  Ср/  С08  I).,  =:  Г„, 

пзъ  формулъ  (1057)  и  (1058)  находимъ: 

М,  =^  сро'  «»■'»  ^>о  Щи'  -^{С-А)  Го]  С08  ^,       I 

М^  =  -  сро'  вгп  \),  [.4^  ч-  (С  -  Л)  г,\  зт »;.,  ^^^^^^^ 

Л,  =  0.  ) 

Движение,  въ  которомъ  уголъ  1)  постоя  неыъ,  а  уголъ  ^  изм'Ьняется  п])0" 
порщоиально  времени,  называется  равномерною  прецесс1ею,  по  аналогхи 
съ  тЬмъ  двп}кеи1емъ,  которое  совершает'ь  земля  около  своего  центра,  если 
прп  этомъ  пе  считать  весьма  слабыхъ  изм1>иен1Й  въ  наклоне  плоскости  эква- 
тора къ  плоскости  эклиптики  (нутащя).  Для  земли,  если  плоскость  экватора 
взять  за  плоскость  (.ту),  а  плоскость  эклиптики  за  плоскость  (^тг)),  1)=:  23^27 '24", 
а  уголъ  <р1  опред-Ьляющхй  прецесс1ю,  изм-^няется  на  ц-Ьлую  окружность  при- 
близительно въ  26000  л-Ьтъ.  Угломъ  ^  опред-Ьляется  суточное  вращен1е  земли. 
Формулы  (1059)  показываютъ,  что  моментъ  пары  перпендикуляренъ  къ  оси 
(г),  т.  е.  къ  оси  эллипсоида  инерщи  (земной  оси)*,  а  на  о  снованш  того,  что 
теперь 

легко  заключить,  что  онъ  направленъ  по  лиши  узловъ,  т.  е.  перпендикулярно 
къ  плоскости  угла  &. 

3.  605.  Изсл'Ьдовать  подробн'Ье  паправленхе  момента  М  въ  задачахъ  603  и 
604  въ  зависимости  отъ  знаковъ  данныхъ  угловыхъ  скоростей  Н^',  ср^',  ^(^\  их7> 
относительной  величины  и  разности  моиентовъ  инерщи  С—  А. 

3.  606.  Въ  §  584  было  показано,  что  при  Л  =^  В  твердое  тЬло,  тоже  какъ 
и  въ  случа-Ь  задачи  604,  совершаетъ  равном'Ьрную  прецесс1ю.  Объяснить,  по- 
чему прецессио  земли  не.тьзя  приписать  движев!ю  по  инерщи.  Отв.:  Астро- 
номичесшя  наблюдетя  показываютъ,  что  при  движеп1и  земли  угловая  ско- 
рость суточиаго  вращен1я  и  угловая  скорость  прецесс1и,  представленный 
какъ  векторы,  образуютъ  между  собою  тупой  уголъ  (180^  —  23°27'24*):  а  такъ 
какъ  вторая  угловая  скорость  весьма  мала  въ  сравненш  съ  первою,  то,  как1. 
легко  видеть  изъ  построен1я,  катан1с  аксоидовъ  гипоциклическое,  чего 
не  можетъ  быть  при  движен1и  по  инерщи  (см.  конецъ  §  584). 

Аналитическое  решете  вопроса  о  движенш  твердаго 
тФда  по  инерщи  около  неподвижной  точки. 

586.  Интегрирован1е  въ  этомъ  случае  уравненвй  динамики  Эйлера.  Когда 
на  твердое  гЬло,  имеющее  неподвижную  точку,  вн'Ьп1Н1я  силы  не  дЬй- 
ствуютъ,  то  уравнен1я  (1058)  из1'Ьютъ  видъ: 


588   — 


Л 

(11  ^ 

{С- 

-Их/г 

и 

(11 

{Л 

-  С)  гр 

=  «., 

с 

(1г 

7и  ^ 

(В 

—  А)  ]щ 

=  0, 

(1060) 


такъ  какъ  статнческче  моменты  сопротивлен1я  точки  опоры  относительно 
вс-Ьхъ  трехъ  коордпнатныхъ  осей  равны  нулю.  Уравнешя  (1060)  угловъ 
Эйлера  не  содержать,  п  поэтому  мог)тъ  быть  интегрируемы  независимо 
оп>  уравнен1й  (1057).  ,Хля  этого  умножимъ  ихъ  соотв*тственно  на  2р, 
2г/.  2 г  п  сложнмъ;  это  даетъ: 

Н  { Ар'  -+-  й/-  -I-  ( 'г^)  _  . 
^^ 

Отсюда  ннт1*грнров;1н1емъ  находимъ: 

Ар'  -4-  Вг  -+  Сп  =  пост.  (1061) 

Первая  часть  этого  уравнен]я.  согласно  съ  формулою  (1038),  есть 
удвоенная  кинетическая  энерпя.  п  следовательно  поллченный  интегралъ 
выражаеть  законъ  энерпп  для  этогс-  случая:  прилагая  равенство  (1061) 
къ  начальному  моменту  времени,  полтчаемъ.  что  постоянная  интегриро- 
вания есть  удвоенная  нач:иьная  кинетическая  энерпя.  Птакъ  оконча- 
тельно: 

Ар^  ч-  Вг  -4-  Сг'  =  27;.  (1062) 

Для  полтчен1я   второго  пнт1*грала   умножимъ  уравнен1Я  ( 1060)  соот- 
в1;тственно  на  2.4р.  2В^,  2Сг  и  сложимъ:  это  даеп.: 

(/  (ЛУ  -I-  Дуу-  ч-  Г-г^)  __  ^ 

Пнтеграхь  этого  уравнен1я 

А'р  ч-  В-,/-    *    (^-г-  ^:-  ткт.  (1063) 

вырахаетъ.  кагь  показываь^п.  формулы  (1037),  постоянство  величины 
«оменгА  К1:иичествъ  движен1я  и  преД1гавля1'П»  такпмь  образомъ  выраже- 
те  части  закона  сохран1'Н1я  этого  момента.  Ирилапш  уравнеше  (1063) 
къ  нач;иьному  моментл-  времени,  находим!»,  ЧТ1>  постоянная  пнтегрирова- 
Я1Я  есть  квадратъ  нач;иьнаго  значен1я  момента  количеств!.  движен1я. 
Итакъ  •■»кончат1ЛьН': 

А'р'  н-  «V  -^    ^'•''        А.,-.  (10641 

Для  Л'.«лучев1Я    тр'Льяго    интеграла   ураннен!й  (1060»   умножнмъ   ихъ 
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соответственно  вл  -4 ,  -ё ,  ^  и  опять  аюжимъ;  это  даетъ: 
<*  О)' -ь  «?'-+- г^)       ^1С  —  В       АС      В— А 


^1С  —  В       АС      В—А\ 


(1005) 


Вввдемъ  сюда  новую  переменную  и  по  формулк: 

р^  ^  ^^ч-г^  =  и.  (1066) 

Р^шинъ  уравнешя  (1062),  (1064)  и  (1066)  относительно  р\  ^^,  /-,  мы 
найдемъ,  что  эти  элементы  выражаются  линейнымъ  образомъ  черезъ 
м,  т.  е. 

Р'  =  ^1«  -^-  *1, 

гГ=а,и~\-Ъ^,  (1067) 

Г'  =  а^и  ч-  Ьз»   , 

гд*  коэффищенты  зависятъ  отъ  А,  Д  С,  1\  и  А'^.  Полагая  еще  для 
краткости: 

^  1В—С      С  — А       А—В\ 


А      ^      В 


')=«, 


можемъ  уравнеше  (1065)  такъ  написать: 

Н  ^{а^и-^  Ъ^)  {а^и  ч-  Ъ^)  {а^и  -4-  Ьз)  =  О, 


а1 


откуда 


'  =  *  и /ти-   .  Г-77^^гТтт^=ГТТ=. '        (1068) 


Ли 
Ь,)  {а^и  -ь  Ьа)  (ОзП  н-  Ь,) 


гд'Ь  и^  =  Юд^  есть  значеше  этой  переменной  при  I  =  0.  Выборъ  знака 
передъ  интеграломъ  можетъ  быть  сд^ланъ  по  знаку  начальнаго  значее1я 
произведешя  рдг,  въ  связи  со  знакомъ  у  Я,  и  долженъ  быть  удер- 
живаемъ,  пока  производная  отъ  1^  по  ^  не  обратится  въ  нуль;  поел*  чего 
пришлось  бы  сделать  новое  изсл^дованхе  знака,  и  т.  д. 

Интегралъ  (1068)  не  можетъ  быть  выраженъ  въ  конечномъ  вид-Ь  и 
представляетъ  собою  функщю,  называемую  эллиптическимъ  интегра- 
ломъ. Обратная  функщя,  определяющая  и  въ  зависимости  отъ  /,  отно- 
сится къ  эллиптическимъ  функц1ямъ.  Не  вдаваясь  въ  окончательное 
изследовате  решешй,  требующее  приложен1я  «теор1и  эллиптнческнхъ 
функщй»,  зам^тимъ  только,  что  теперь  р,д,  г  можно  считать  известными 
функщями  времени  и  можно  перейти  къ  окончательному  решен1ю  вопроса 
о  движен1и  по  инерщи,  т,  е.  къ  определен1ю  угловъ  &,  ф,  ф  въ  функц1и 
времени. 

587.  Опред'Ьлеи1е  угловъ  в,  ф,  ф.  Законъ  момента  количествъ  движе- 
шя   выражается   аналитически   тремя   интегралами   уравнен1й  динамики. 


:>!М) 


II  <|.  1111^1.  мм  1ии'||гм|,;|п|1п.11|с'ь  ТОЛЬКО  ОДНИМ!.,  оспиьньк»  диа  могутъ  намъ 
иммши.  при  м|||и'д|1.И'1||||  У1М01Г1,  1)йлг|)а  1П.  функц!!!  времени.  Для  этого 
|||ич11о.1плиип..  что  ось  (VI  и^иггм  по  иапранлеп!»)  вектора  А'  =  А'^0,  остаю- 
шнгом!   |1Ч1г|И.  иогшииимм'!.;  1Г1.  таком'1.  елучаЬ 

Л  ,       Л  ,1  »'•"'  IV.  *  К     Д\,       Л'о  '•'»■'*  I'»»  //)»     А',  =  А\>  соз  (^.  с), 


.1/»        Л\,  >'***  ф  .ч*/#»  1>, 


(10610 


Црми  фо^^м^.^^Vи  к  г.рннягь:  ко  кн«ман»о  ^'огальные  два  п.^ъ  указан- 
«к\г  14ки;»'  •;}^  \г  ««"л^^ч^лгК!^.  нк}мжа»1чипхь  лаконъ  момонтовъ  кёличествъ 


^^ЮТи» 


I    ;  <  I  I    ^    1 


1* 


I    .-:-1-  -    ?^-.- 


Л'    »• 


К:.Л     П?Г 


,•4 


Ч.«:|;  -ь:: 
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у  насъ  известною  функщею  времени;  поэтому  имЬсмъ: 

О 

3.  607.  Прпложить  ъсЪ  предыдущ1я  формулы  къ  случаю,  когда  Л  =  Б,  и 
сравнить  получаемые  при  этомъ  результаты  съ  пайденнымъ  въ  §  584. 

3.  608.  Составить  уравнен! е  герполод1п  въ  полярныхъ  координатахъ. 
Р-Ьш.:  Полюсъ  и  ось  полярныхъ  координата»  возьмемъ  такъ,  ка1{ъ  это  сделано 
въ  §  583.  Пусть  будетъ  л-  дуга  полодш,  а  а  д^та  герполодш.  По  услов1ю  ка- 
ташя  одной  линш  по  другой 

г/а  :=  (1я. 

Координаты  точки  на  полод1и  относительно  осей  (хуг)  суть  р,  ^,  г:  поэтому 

а  на  плоскости  Р  (§  578)  в  ь  полярныхъ  координатахъ: 

(€1оу^  =2  (г/р)'  ч-  рз  (с/е)3. 

т  I  так'ь 

((^р)з  -4-  р2  №)3  =  (4р)^  -Н  (а^У  ч-  (с1г)\  (1075) 

По  формуламъ  (1067)  и  принимая  во  внииан1е,  что  и  =  ш*,  иьгЬемъ: 

р(^р  =  а^оу/ш,    ^(^^  ==  а^шс1а)^    гс1г  =:  а^Ы(и: 

но  по  формул*  (1056) 

(од(о  =  р(/р, 

а  поэтому 

и  подобнымъ  же  образомъ  выразятся  (^^У''  и  ((^г)^.    Подставляя  эти  выражен1я 
въ  равенство  (1075),  находи мъ: 

(гУр)«  ^  р'  ((1е)2  =  /(рЗ)  р^  {ар)\  (1076) 

гдЬ 

•'^  ^Р  ^""  «1  (р''  -ь  8*)  ч-  6^  ■*■  аз  (р^  -ь  §2)"^?Г7;  ■*■  (^7(р»  ч^  §Т^' 
ИнтегрнровавХеиъ  уравнен1я  (1076)  получаемъ: 


з  =  ^/*^ЕУ(е!Ь:^,р^с;  (1077) 

•/  Р 

уравнеше  герполощи  Этотъ  интегралъ,  поел*  Н'Ькоторыхъ  преобразованхи, 
оказывается  эллиптичесвимъ;  такъ-что  уравнен1е  герполо^1и  вообще  говоря 
въ  конечномъ  вид*  не  получается.  Можно  было  бы  впрочемъ  показать,  что 
уравнен1е  (1077)  интегрируется  въ  конечномъ  вид*,  если  полод1я  превращается 
въ  эллипсъ,  проходящШ  черезъ  концы  средней  оси  эллипсоида  полюсовъ 
(случай  3-й  §  581). 


.||«111|||\и1и  пимущи^)  *1*1^Л11  около  точки  при  дФйствш  сил 

тмжеоти. 

!М1»     1>Л1Н1Й    |\А««»|IV    1М«ММШМХ>   СЛучаеВЪ.     ПоИрОСЬ    :)ТО'П>    ВЪ   ОбЩ( 

..„,1    »..  .1141    ..'14    »М11.'    и.'  р.>.р1.иимп.   и    иродпаачяс'П»    въ  аналити 
,..л..    .,и,чи,  1ии    I..  ;.р,  ,^4Л1имми  цлцинми.    РЬшппя  же   существум 

..  >..»,».   .1 1к,.,|ч,Л1   м,и:м:»:\ь  преию.юлачпях'Ь.  ГлавнМ1Ш1е  от 

,  к  ,  I  .  л '.  п.  »  П  о  к-ть' 

■  ч  л-  и.    1  1.;^1:,чч*  I    и\.к1.ч»а.  при  А~    />.  .г^=о.  //^=0;  г. 

I.     ,..у  »,. '!     '.  ^    >   к.:чр.'.:ч^  лимпооить  пноршн  для  неподви 

. . ,.    чм.      чЛ.    :    ,!  '   л,*.»,'.\:   .м:    ;1  ш^нцч.  мааы  ложнгъ  На  снгисн 

ч        .......».,»,=    %...к;. .  . : ; .  >;:  ,чл.  К,  ли'о  иоложгнхе  цонтра  ха.: 

»    •    »        ..  •».      .  ^\.  \      ^,:.  ч.к       *;■.  :ь    л1уч;1П   оь:лъ  -:;г»:'ЗГЬ  НгЗШ 
»  '  ,  .>  ♦.»■ .  •,  ч  ■»     ^ч.ч,  '    1  :.  .л  :.,;*  . 

,  .  ■%-,?    ,..,  ,>>     ^^^.  ?■  .кг::..\,;::    .;л;5;.::::  V :  Х- ГЬ  О  ЫТЪ  Г 

ч-         •      »  ■  \      \    .  ■  \    ^     %  ■  \  ..  ^      V,        ■..-.*    .и  '.  \,ч7.1.  "."Г'"  5»гД,г5а' 

»  Ч  ■  \  ■    1.    Ч  Ч         Ч  14 


^ .    ■■  Ч  '  \     .  . .     Ч  •  ч  »  X  \  -^       ».  ч  .                   •  ■ .  1  \   -       .  .      .•          -          "-  '^  ^      1  '>1     ?  Л. 

^  %   ч  *  4     1*  ч  ч        ,-.   .  I           ^         _     ..  •     -1"15.\111 

ч     ч  ■      -«  ^       ■■■      »  ч  5  •  *         ,-■.■■       -ч     4  ■           '^      -    ^.  I.       .  1! — 

N     ч      V       ■          Ч  *  "■                            "        V.»  «.чл     •»•.'■                .     ;       •      -     7  гч,^^"    "- 

ч  '       ■   ■          ч    Ч     \    ».  ■      •»    •          -                                             ."1  -  - 


:^:>  . 


>Нй1»»1М1*>     4* ИМИ"     %.'»    "НШФПЙ-^    *««ЛЛГ1    -^^    ГЬ 


■•■  ^ГЧ 
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ей 


(1д 


йг 


{С— Б)  (р-  =  [1.д  {г^  со8^^  —  1/^  С051Г,) 

=  \>.д  {2^  С08  ^  8гпЬ  —  у^соз  в), 

(А  — С)  Гр  =  ^д  {Х^  С08^^  —  2^  С08^^) 

=  \1д  (х„  С08  8  —  2^  8т  ^  8т  &), 


(1079) 


С  ^  -ь  (В— А)  рд  =  н.^  О/,  С0571  —  х^  со8^^) 

=  {Л^  5т  О  ( у^  5/п  ф  Х^  С08  ф). 

Вторыя  части  написаны  въ  двухъ  видахъ,  потому-что  не  всегда  бываетъ 
удобно  къ  этимъ  уравнен1ямъ  непосредственно  присоединять  уравнен1я 
(1057).  Такъ  наприм-Ьръ  въ  настоящемъ  случа*  уравнен1я  (1079),  если 
въ  нихъ  удержать  перем4нныя  у,,  у,,  уз»  могутъ  быть  интегрируемы  въ 
связи  съ  кинематическими  уравнен1ями  (задача  146): 


ЙС05у, 
Л  С08  Уз 
(1С08^1 


-\-  дсо8^^  —  г  С08  Уз  =  о, 
-\-  г  со8^^  —  р  С08  7з  =  о, 

-Ь  р  С08  Уз  —  (/  С08  у^  =  о, 


(1080) 


безъ  посредства  уравненШ  (1057).  Найдя  углы  '(^,  у^,  у,  въ  функц!и  вре- 
мени, мы  будемъ  знать  и  углы  ф  и  О,  и  только  для  опред'Ьленхя  угла  ф 
потребуется  третье  изъ  уравненШ  (1057). 

590.   Движен1е  въ  случае  Лаграижа-Пуассона.    Полагая   въ   уравне> 
Н1яхъ  (1079) 

А  =  В,     х^  =  0,     у^  =  О, 

находимъ 


^  ^^  Н-  (^  —  С)  Г/>  =х=  —  ^д2^  С08^,, 


(1081) 


Последнее  изъ  этихъ  уравнешй  показываетъ,  что  г  постоянно,  и  по- 
этому 


г  =  г^ 


или  по  посл-Ьдней  изъ  формулъ  (1057): 

п.  Сомовъ.— Основан! я  теорет.  хехжнвки. 


(1082) 
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/   'Л  ^,'/^Л  ( .^/'У^  кчч4Ж:^  т^у^  ,4ыи^ач0гхл  пит». 

^  V    *    /;    ^    ^-^   '  >/;    ^    -^  '  ^''         ^Л; 

г  /•  '^^'^  ^ь  пп*^пйьтлЩ  щощ^^т*  7Шгр;1г^;  г%ло  нрглтяясгсь  ок(ио  оси  СИМ- 
^т/  г>г»и  '  «^г/'Г/г  791^ишот9  ит*1т)и  л^п  ^^./годиижяой  точки,  "л-о  првдлоло- 
/^^^^//  ^г'-  ^•/^^^^^'^Ж'««'^  я^//г«//ДИ11//  ДЛИ  и^',л^доная^я,  но,  упрощая  его. 
//»/гг  /г«»1.'^1.  /'^  гЬм^  |^*''»улийгм,  о<у/;*!|1Ио  удг/;яо  нои^ряемыс  на  гиро- 

М    у|н1МИ(*М|м    (|ИМ;)|    ИрИИИМММ'П*    МИД'!.: 

и^^'^П^Ч)    I    1К»|        '.Ца/УЛ',  С'^*  •^.    -голО),  (1086) 

:1ммЬ1ИМ1.  нмши,  М1И  шмпрь.    пммигип  продиоложиНн)  (1085),    по  фор- 

Ти   -  <*.     "и      ^^ 

»»П1  »И1\1110пт*  ии«  рИ1И'Мигр|\м1и  глучиП:  й,^  -  о,  но  продставляющ1й 
!ИИ1рп!»  |(И\ь  ним.  гогАи  гЬ.ю  нооптиио  нрищиокя  окчао  вертикаль- 
ной Иг« 

Л         А,         л ,  .>н  IV  П   I    Л^  »>кс  ^;^,  1^^  -I-  К'^  <^к<  (>.  :» 


~  695 


§  591,  ф.  1090. 


или,  по  формуламъ  (1057): 

Ац1'  вгп^  В  -к  Сго  сое  *>  =  К^^ . 

При  11редиоложен1ЯХЪ  (1085): 


такг  ^гго  оковчательно 

А^*  5ш'  6  ==  СУо  {сов  во  —  €08  8). 


(1087) 


Мы  им-Ьемъ  три  интеграла  (1082).  (1086)  и  (1087);  они  могугъ  по- 
аесш    къ  окончательному   р'Ь|пен1Ю   вопроси  тремя   новыми  пнтегрирова- 
Н1ЯМИ  сл1;дующимъ  образомъ.  Изъ  уравнен1й  (1086)  и  (1087)  исключимг  ^р'; ' 
изъ  (10.^7}: 


^'  ,«*и  «  = 


СГр    СО.Н  &„  —  С05  & 


$шй 


подставляя  это  въ  (1086),  найдемъ: 


гд-Ь  анакг  мож(^п.  быть  опредЬленъ  но  вача,!1ьнымъ  усдов]ямъ  движен1Я. 
какъ  мы  унидимъ  подроон'Ье  въ  сл'Кдун>1цемъ  параграф!;. 

Зависимость  (1088)  позволяетъ  определить  ^  въ  функщн  I*.  Если  вы- 
поляпть  нЬкоторыя  11рео6разоваа]я.  то  пптегралъ  окажется  эллнптиче- 
( кимъ.  Уголъ  Ь  выразится  гакимъ  образомъ  эллиптическою  функдхею  отт.  I. 
Посл'К  этого  уравееше  (1087)  можетъ  дать  интегрировав1емъ  ^  въ  фун1;- 
ши  времени,  а  уравнен1е  (1082)  уголъ  ф  въ  функаи!  времени.  Не  оста- 
навливаясь на  атош.,  обратимся  къ  выяснеш'ю  геометрически  п.  своЙсти11 
двия:ен1я,  что  можетъ  быть  сделано  безъ  этихъ  дальнейпгнхъ  интегри- 
реванш. 

591.  Изсл^дован1е  угловъ  !),  ^  и  ^»  Какъ  бы  ни  происходило  движе- 
П1е,  угловая  скорость  ^У  не  можеп.  сдЬатьс^!  мнимою;  поэтому  уголъ  1» 
моя;етъ  принимать  только  та1ая  значен1я,  при  которыхъ  подкоренное  вы- 
ражен1е  въ  формуле  (1088)  н»^  д'Ьлаетсд  отрицательнымъ.  Но  уравнен1е 
(1086)  показываетт.,  что  разность  с<)5*>„ —  го^И  во  все  время  диижен1я 
сохраняетъ  свой  знакъ,  иритомъ  одинаковый  со  знакомъ  координаты  *%: 
поэтому,  если 

^,  >  и.  то  Н  ё  %,  (1089) 

^,  <  О,    »    Ь  й  и^.  с  1090) 

ИзслКдуемъ  подробнее  первый  изъ  этихъ  случаевъ.  Въ  начале*  Н  ^=1  >>^,» 
и  следовательно  этотъ  уголъ  возрастаеп»,  т,  е.  1^'>0.  Въ  формуле  (1088> 
передъ   коряемъ  нужно  въ  виду   этого  удерживать   пока  верхн1Й  знак-ъ. 
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Возрасташе  угла  &  непрем'Ьнно  кончится,  потому-что  производная  функции 


созЬп 


созЬ 


постоянно  остается  положительною,  какъ  легко  убедиться  простымъ  диффе- 
рендирован1емъ.  Пусть  будетъ  0^  значеше,  котораго  достигаетъ  &;  тогда 
производная  и  по  /  обращается  въ  нуль,  и  мы  имЬемъ: 


€08  \\^  —  С08  \}^  2А\1д2^ 


8т^  {}, 


С\' 


(1091) 


Когда  уголъ  Н  начинаетъ  убывать,  то  въ  формулЬ  (1088)  передъ  корнемъ 
долженъ  быть  удержанъ  отрицательный  знакъ.  Убываше  будетъ  продол- 
жаться до  гЬхъ  поръ,  пока  опять  подкоренное  выражен1е  не  сделается 
равнымъ  нулю;  а  это  случится  при  \)  =  ^>о.  Поел*  этого  О  опять  начи- 
наетъ возрастать  и  т.  д.  Итакъ,  уголъ  1>  колеблется  перюдическп  между 
двумя  пред'Ьлами  \)^  и  \^^,  Формула  (1091)  показываетъ,  что  эти  пред-Ьлы 
гЬмъ  т'Ьсн'Ье,  ч+>мъ  меньше  г^  и  ч'Ьмъ  больше  г^'. 

Подобное  же  изсл'Ьдоваше  для  случая  (1090)  показало  бы,  что  уголъ  1^ 
колеблется  между  1)о  и  \)^  <  ^о- 

Изсл'Ьдуемъ  теперь  уголъ  ф.  Формула  (1087)  показываетъ,  что  уголъ  <р 
изменяется  постоянно  въ  одну  сторону,  такъ  какъ  разность  со8  Ь^  —  соз  \) 

своего  знака  не  м-Ьняеть. 
Въ  предположенш  (1089), 
уголъ  ср  возрастаетъ,  т.  е. 
пропсходитъ  положитель- 
ная прецесс1Я;  въ  случа* 
же  (1090)  прецесс1я  от- 
рицательная. Сд'Ьланное 
выше  изсл'Ьдован1е  угла 
О  показываетъ  вм'Ьсг!»  съ 
гЬмъ,  что  ср'  пер1одичес- 
ки^  при  «П  =  1^01  обра- 
щается въ  нуль;  т.  е.  эта 
прецесс1я  происходнтъ 
какъ  бы  съ  остановками.  Бол'Ье  подробное  изслЬдованге  показало  бы,  что 
сл'Г.дъ,  который  описываетъ  центръ  массы  гЬла  на  шар'Ь  радгуса  ^^  съ 
центромъ  В1»  неподвижной  точкЬ,  предсгавляетълинш  съ  точками  возврата, 
какъ  изображено  на  фигурахъ  (240)  и  (241).  Точкамъ  возврата  соотв-Ьт- 
ствуютъ  значен1я  •)  =  «^о;  и  въ  этихъ  же  точкахъ  обращается  въ  нуль  и 
угловая  скорость  ср- 

Паконецъ,  относительно  угла  ф  формула  (1082)  показываетъ,  что  угло- 
вая скорость  ^'  кол(;блется  между 


<1)иг.  240. 


Фиг.  241. 
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§  592,  ф.  1091. 


592.  Гироскопы  для  пов-Ьрки  предыдущихъ  розулътатовъ. 

а)  Гироскопъ  Плюкера  и  Фесселя  устроенъ  сл-Ьдующимъ  образомъ 
(фиг.  242).  Штативъ  АВ  снабженъ  цилиндрической  трубкой  С1),  имею- 
щей вертикальную  ось;  въ  эту  трубку  вставленъ  стержень  ЕР,  плотно 
ВХ0ДЯЩ1Й  въ  трубку,  но  могупий  въ  ней  свободно  вращаться.  На  конц*  Р 
этого  стержня  укреплена  вилка  О;  внутри  ея  около  горизонтальной  оси 


Фиг.  242, 

вращается  муфточка  ^,  черезъ  отверстхе  которой  проходить  стержень  К^, 
закр-Ьпляемый  въ  муфтЬ  нажимнымъ  винтомъ  М  въ  произвольномъ  поло- 
жепии  На  кондЬ  ^  стержня  укреплено  кольцо,  по  Д1аметру  котораго,  по 
продолжен1ю  стержня  КЬ  расположена  ось 
тора  гироскопа.  На  другомъ  конц*  К  того 
же  стержня  могутъ  быть  помощью  пере- 
двигаемой вдоль  него  другой  муфточки  жУ 
подвЬшиваемы  грузы,  позволяющге  по  же- 
лан1ю  изменять  положеше  центра  массы 
гироскопа.  Неподвижною  точкою  вращаю- 
щагося  гЬла  служитъ  центръ  муфточки  ^. 
Ь)  Для  получен1я  сл'Ьда,  описываемаго 
концомъ  оси  (г),  можетъ  служить  гиро- 
скопъ Сира-Бобылева.  Онъ  не  пм-Ьегь 
кольца  и  состонтъ  изъ  тора,  опирающагося 
одною  точкою  своей  оси  на  неподвижную 

подставку  (фиг.  228,  §  575).  Онъ  обыкновенно  устраивается  такъ,  что  центръ 
тяжести  его  находится  ниже  точки  опоры;  такъ  что,  если  въ  его  положенш 


Фиг.  243. 
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равнов-ЬЫя  ось  (-зг)  направлена  вверхъ,  то  -г'^<0.  Надъ  этимъ  гироско- 
помъ  пом']^щаются  закопченныя  бумажки,  укр1Ьпленныя  однннъ  своимъ 
краемъ  въ  штатив'1^  и  нажимаюпця  слегка  своимъ  в']^сомъ  на  заостренный 
конецъ  оси  гироскопа.  Несколько  линШ,  полученныхъ  этимъ  приборомъ. 
и  соотв^тствующихъ  различнымъ  значешямъ  ^^^  изображены  на  фигурахъ 
(243),  (244)  и  (245).   Он*   немного   искажены  въ  сравненш   со  своимъ 


Фиг.  244.  Фиг.  245. 

теоретнческимъ  видомъ  всл*дств1е  трен1я  въ  точк*  опоры  тора  и  острш 
съ  бумагой;  всл'Ьдствхе  третя  ось  постепенно  приближается  къ  вертикаль- 
ному положешю.  Трен1емъ  объясняется  также  и  то,  что  точки  возврата 
постепенно  исчезаютъ  и  лиши  сглаживаются. 

3.  в09.  ТЬлу,  разсмотр^няому  въ  задаче  590  и  иы^^ющеиу  неподвижную 
точку  въ  разстояыхи  5  сантиметровъ  отъ  его  ^центра  массы,  сообщено  враще- 
1пе  0К0.10  С1Ч)  оси,  посл-Ь  того  какъ  эта  ось  была  приведена  въ  горизонтальное 
положенхе.  Какова  должна  быть  угловая  скорость  ^^  для  того,  чтобы  ось  вра- 
1цеп1я  отклонялась  отъ  горизонтальнаго  положен1я  не  бол-Ье,  какъ  на  5^?  Ка- 
кова при  этомъ  наибольшая  скорость  прецессш  и  въ  какихъ  пред1>лахъ  ко- 
леолется  угловая  скорость  »у? 

3.  610.  Объяснить,  почему  у  линШ,  полученныхъ  гироскопомъ  Сира-Бо- 
оылева  (фиг.  2-43,  21-4  и  245),  точки  возврата  обращены  во  внешнюю  сторону, 
и  указать,  въ  какую  сторону  происходила  при  этомъ  прецесс1я,  если  было 
г      ОУ  Отв.:  Движен1е  относится  къ  случаю  (1090).  Прецесс1я  паюжительная. 

Прим'Ьръ  р%шен1а  задачи  о  движен1и  твердаго  тФда, 
не  жкЛющято  неподвижной  точки. 

593.  Составлен1е  и  интегрирован1е  уравненШ.  Въ  §  569  было  указано, 
что  изучена»  движен1я  сободнаго  твердаго  гЬла  можетъ  быть  сведено  къ 
нзучен1К)  его  вращательнаго  двнжен1Я  около  центра  массы  и  къ  изученш 

•ен1я   матер1альной  точки,  совпадающей  съ  дентромъ  массы  и  нмЬю- 
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щей  массу,  равную  масс^  всего  гЬла.  Чтобы  показать,  какъ  можетъ  быть 
выполнено  р'Ьшеше  такого  вопроса,  разсмотримъ  сл-Ьдующую  задачу: 

Определить  движен1е  тяжелаго  однороднаго  шара  по  гори- 
зонтальной плоскости,  принимая  во  вниманхе  трен1е. 

Такъ  какъ  для  такого  шара  возможно  всякое  поступательное  движе- 
н1е  въ  горизонтальной  плоскости,  то  законъ  движетя  центра  массы  при- 
м'Ьняется  по  отношенш  ко  всякимъ  координатнымъ  осямъ,  им^ющимъ  го- 
ризонтальное направлен1е  (§  527).  Беря  координатный  оси  (Е)  и  (т))  въ 
плоскости,  по  которой  движется  шаръ,  а  ось  (^)  вертикально  вверхъ,  и 
означая  черезъ  Т  треше  въ  точк*  касан1я  шара  съ  плоскостью,  им'Ьемъ 

^  Ъ  =  ^^  (^^^2> 

^^^=  ^т  (1093) 

ЛГ— {1(/  =  0,  (1094) 

гд*  2^  нормальное  сопротивлен1е  плоскости.  Вм-Ьсто  того,  чтобы  выражать 
законъ  моментовъ  количествъ  движен1я  относительно  неподвижныхъ  ко- 
ординатныхъ  осей,  сдЬлаемъ  это  относительно  осей  (Ст^'С)^  имъ  парал- 
лельныхъ  и  проходящихъ  черезъ  центръ  массы  шара  (§§  517  и  536).  Для 
однороднаго  шара  всяюй  Д1аметръ  есть  ось  инерц1и;  поэтому: 

а  по  формул^Ь  (746),  если  К  есть  радхусъ  шара: 

^ 

Поэтону  по  фориулаиъ  (1037): 

СтатическШ  моментъ  силы  тяжести  относительно  центра  шара  равенъ 
нулю,  а  для  трен1я,  приложеннаго  въ  точк*,  для  которой  Е'  =  0,  1Г)'  =  0, 
С  =  —  Д,  им4емъ: 

и  законъ  моментовъ  количествъ  движен1я  даетъ,  по  сокращеши  на  В: 

2  ^^Р 

2         ^^т 


^.  =  ^^^I^*^ 


(1097) 
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Пос^г^аир^  и:гь  :т^'xъ  уря«иен1й  гтокааываегь.  что 


т.  ♦•.  11ро^»к1ПЯ  уг-говой  скорости  ия  яорхяль  къ  кдоскости  остается 
постоянною. 

Оггрлд-Ьлиэгь  твп<*рь  скорость   ^'   Т01КИ   васан1я   шара   къ  плоскости. 
По  форчулагь  К1П1вматики: 


(109:^  > 


"'  =^   ■     ^-         Ф    =  2а  ^V  <1099) 


Дифф*^р^!ипируя  эти  равенства  по  времени  и  пользуясь  формулами  Г1092  > 
(\()иН),  (\00Г>)  и  (10%),  находимъ: 

^^%  7  ^'т  7 

Тр^'Н!^?  прямо  противуположно  скорости  V';  поэтому 

Т,  ~  г:  ' 
я  ?гго  вм'кст*  сг  равенствами  (1000)  даетъ: 

Лт'      Л^^ 

<»ткудя,  интегрируя  и  переходя  огь  логариомовъ  къ  числамъ,  получаемъ: 

т.  е.  скорость  г'  имкгп»  постоянное  направлен1е,  опрсд-Ьляемое  ея  началь- 
ным!» напранлен1еиг  г^.  Трен1е  поэтому  тоже  сохраняетъ  свое  направле- 
на'; а  так1.  какг  оно  П(Я',тоянно  по  величин*  и 

Т1>  у|т11Нои1я  (ИММ>;  нринимикпп»  вид'ь: 

(Ич'.шдп,  по  умножгн1и  соотвЬтствсчпю  на  V'  и  Vу^\  сложен1и,  разд'Ьлеши 
на  г   п  ннп'ррироианп!,  получаемы 

г'  .    -I  /},1   •    С  (1100) 
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Пользуясь  этимъ  результатомъ,  нужно  помнить,  что  V'  не  есть  скорость 
оиред'Ьленной  точки  шара,  а  скорость  точки,  занимающей  определенное 
положеше  (О,  0^  — В)  относительно  подвижнызгь  осей  (?'т]'0- 

Для  центра  массы  шара  интегрировашемъ  уравнешй  (1092)  и  (1093), 
въ  которыхъ  Т^  и  Ту.  постоянны,  находимы 


Т 

1  2', 

2  -|Г  '   "^  '«01Г1» 


1.  =  о  ^  ''  -ь  '.ют.'- 


(1101) 


Зд'Ьсь   предполагается,  что   центръ  массы  въ  начальный  иоыентъ  нахо- 
дился на  оси  (^). 

Наконецъ,  уравнен1я  (1095)  и  (1090)  даютъ: 


ЬТ 


(1102) 


594.  Изсл%А0ван1е  пелучеиныхъ  резулътатовъ.  Формулы  (1101)  показы- 
ваютъ,  что  центръ  массы  шара  описываетъ  параболу,  что  вполн*  понятно, 
такъ  какъ  сила  тяжести  на  его  движен1е  вл1ян1я  не  оказываетъ,  а  сила  7 
остается  постоянною  по  величин*  и  по  направлен1ю.  Но  это  параболи- 
ческое движен1е  продолжается  только  до  гЬхъ  поръ,  пока  происходить 
скольжен1е,  потому-что  всЬ  предыдущ1я  формулы  выведены  въ  предполо- 
жен1и,  что  г'  не  равна  нулю.  Наступаетъ  моментъ  1^,  когда  скольжен1е 
прекращается  и  начинается  катан1е.  Этотъ  моментъ  можно  определить 
изъ  формулы  (1100),  если  тамъ  положить  г'  =  0: 

^  ~  7  Гд' 

Подставляя  это  значен1е  въ  (1101),  мы  найдемъ  и  м-Ьсто,  гд*  это  слу- 
чится. Поел*  этого  момента  трете  делается  нетолько  меньше  /д,  но  и 
совс*мъ  перестаетъ  действовать,  потому-что  ^^'  =  0,  г?^'  =  0,  а  по  фор- 
муламъ  (1099),  выведеннымъ  изъ  основныхъ  уравнен1й  движенш  и  прн- 
м*нимымъ  ко  всякому  значен1ю  /,  им^емь  теперь  Т.  =  О,  2'  =г 0.  ДалЬе, 
формулы  (1098)  даютъ  теперь: 

а  по  формуламъ  (1095)  и  (1096): 

/72;:         Ао)^  я 

(И'  -    (И    ^-       2,1  ^       ^' 
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Т.  е.  центръ  массы  движется  теперь  прямолинейно  и  равномерно  съ  тою 
скоростью,  которая  получается  изъ  формулъ  (1101)  дифферендировашемъ 
по  I  и  подстановкою  туда  значен1я  1^.  Угловыя  скорости  со^  и  со^  тоже 
делаются  постоянными  и  определяются  изъ  уравнешй  (1102)  подстанов- 
кою туда  значен1Я  (^, 

Кор10лисъ  далъ  следующую  интерпрегащю  движешя  шара  по  гори- 
:юнтальной  плоскости.  Исключая  изъ  уравнен1й  (1092),  (1093),  (1095)  н 
(1096)  Т^  и  Ту.,  находимъ  уравнешя: 

Эти  уравнешя  ирнн1нимм  въ  оба  перюда  движен1я,  и  при  д^йств1и  тре- 
нья п  по  окончан1я  атого  дМств1я.  Интегрировав!е  ихъ  даеть: 


(1104) 


гд'Ь  а  и  Ь  могутъ  быть  найдены  по  начальнымъ  услов1ямъ  движен1я.  Эти 
формулы  можно  такъ  истолковать.  Представимъ  себ*  точку  А,  имеющую 
относительно  осей  С?'т/^')  координаты  О,  О,  .  К\  это  не  есть  опред'Ьден- 
пая  точка  шара,  но  точка,  занимающая  определенное  положен1в  относи- 
тельно осей  (;'т]'1^'),  совершаю1цихъ  поступательное  движете.  Тогда  по 
форзтуламъ  (1104)  можно  а  и  6  разсматривать  какъ  проекц1и  ско- 
рости точки  -1  на  осяхъ  (5)  и  (тг;).  Но  а  и  Ь  постоянны;  поэтому 
можно  ихъ  считать  заданными  съ  самаго  начала.  Между  тЬмъ  во  второй 
пер1одъ  двпжен1я  формулы  (1103)  вмЬст*  съ  формулами  (1104)  даютъ: 

'^с=5  '';-.=  5-й.  (1105) 

Такимъ  образомъ  можно  начальный  услов1я  движенгя  выбрать  такъ,  чтобы 
по  окончан1и  скольжен1я  центръ  массы  П1ара  им'Ьлъ  требуемое  движен1е- 

3.  611.  Какъ  сообщить  шару  на  горнзонт.альной  плоскости  такое  движен1е 
идоль  оси  (;),  чтобы  но  окопчанхи  скольжегия  опъ  ыачалъ  катиться  назадъ? 
Отн.:  Для  этого  нужно  здать: 


I 


-'^"•;-^^     Й  V  ^  """^"^  ^ '• 
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3.  в12.  Наследовать  подобно  задаче  §  593  бол^е  простую:  двЕжен1е  цп- 
линдричесхаго  кружка  въ  вертикальноиъ  положеши  по  горизонтальной  прямой 
съ  тревхенъ. 

Д%йотв1е  мгновенныхъ  оидъ  на  твердое  тФдо 
оъ  неподвиасною  точкою  н  на  свободное. 

595.  Т^ло  съ  неподвижною  точкою.  Если  твердое  ткло  ивгЬетъ  не- 
подвижную точку,  то  къ  нему  примЬнимы  уравнешя  (1007),  выражающ1я 
законъ  моментовъ  количествъ  движешя  въ  случа'Ь  д'Ьйствхя  мгновенныхъ 
силъ.  Относя  эти  уравнен1я  къ  осямъ  (хуг),  неизменно  связаннымъ  съ 
твердымъ  гкюмъ  и  направленнымъ  по  осямъ  инерцш  для  неподвижной 
точки,  и  пользуясь  формулами  (1037),  напишемъ: 

А{р-Ро)  =  '1)К, 

Б{2  —  Чо)  =  '^г    \  ^^^^^^ 

С{г-г,)  =  Ш, 

Зная  начальное  состоян1е  движешя,  т.  е.  р^,  д^,  г^,  и  мгновенный  силы, 
мы  можемъ  отсюда  определить  со  {р,  д,  г)  поел*  д-Ьйствхя  посл-Ьдннхъ. 
Пр1емы,  указанные  въ  §  564  и  сл-Ьдующихъ,  могутъ  быть  распространены 
на  соударен1е  двухъ  гЬлъ,  врап^ающихся  около  двухъ  различныхъ  непо- 
движныхъ  точекъ. 

3.  613.  ТЪло  вращается  около  неподвижной  точки  и  въ  данный  момент  г> 
пм^етъ  угловую  скорость  ш  (р,  7,  г).  Опред-Ьлить  мгновенную  силу,  которая, 
действуя  по  прямой,  отстоящей  на  единицу  д.1ины  отъ  неподвижной  точки, 
способна  привести  т-Ьло  въ  состояше  покоя. 

3.  614.  Прим'Ьнить  къ  предыдущей  задаче  построен1е,  указанное  въ  §  574. 

3.  615.  Однородный  кубъ  вращается  около  одной  изъ  своихъ  д1агоналей. 
Опред'Ьлить  мгновенную  пару  си.ть,  которая  привела  бы  кубъ  во  вращеы1е 
около  другой  его  д1агонали. 

596.  Свободное  твердое  тЬло.  Опред-Ьляя  его  движен1е  движен1емъ  его 
центра  массы  и  вращен1емъ  около  этого  центра,  можно  воспользоваться 
формулами  (917)  для  оиред'Ьлен1я  изм-Ьненхн  скорости  центра  массы  и  фор- 
мулами (1106)  для  опред^лешн  изм'Ьнен1я  угловой  скорости.  При  этомъ 
нужно  моменты  инерщи  А,  В,  С  зам-Ьнить  моментами  А^,  В^,  С^,  Птакъ 


получаемъ: 


Ар  =  Аро-+ 


с ' 


(1ШТ) 


(1108) 
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Въ  геометрической  форм^^  можно  написать: 

{17,=]х^-ь5й,  (1109) 

К  =  К^-^-Ш.  (1110) 

Эти  же  зависимости  могутъ  служить  исходной  точкой  при  изучен1и  соуда- 
рен1я  двухъ  т1>лъ  между  собою.  Изсл-Ьдованхе  можетъ  быть  ведено  подобно 
тому,  какъ  это  подробнЬе  показано  въ  глав^Ь  XIX  для  движен1я  парал- 
лельно плоскости. 


ОТДЪЛЪ  ДЕВЯТЫЙ. 
Механика  жидкости. 


г  л  А  в  А     XXI. 

Кинематика  сплошного  изм^няемаго  тЬла^ 

Конечныя  уравнешя  движенгя  изм'Ёнябмаго  т'Ьла 


597.  Понят! 


сплошномъ  изм^няеиоигъ  гЬл^.  До  сихъ  пор'Ь,  когда 
приходилось  рилсматривать  измЬвяемыя  системы  З1атер1альныхъ  то^екг^. 
мм  предполага.1И,  пли  что  число  точекъ  конечное  или  что  система  со- 
стоит!, нзъ  нЬсколькихъ  нсизмЬнясмыхъ  гЬлъ.  При  изучен!!!  гидромеха- 
ники и  теор1и  упругости  приходится  разснатривать  уже  таш  нзмЬняе- 
мыя  системы,  которыя  состоять  изт»  неограни ченнаго  числа  матер1аль- 
ныхъ  точекъ,  иричемъ  раастоян1Я  между  вс1*ми  ими  могутъ  изменяться. 
Въ  кинематик'Ь  намч.  вгцючем!.  н+.тъ  надобности  касаться  какихЪ'ЛИбо 
гипотезъ  о  молекулярномъ  строен1И  пзмКняемаго  гЬла.  Для  удобства  при* 
ложен1я  математическаго  анализа  мы  будемъ  считать  изменяемое  т+ао 
<:11Лошнымч^  т.  е.  оудемъ  предполагать,  что  въ  немъ  можно  разсматри1**лть 
нетолько  весьма  малыя  конечный  разстоян1я  между  частицами,  како- 
выми представляются  лги  раУстоян1я  по  атомистической  теорш,  но  и  та- 
К1Я  ра:ютоян1я,  которыя  мень|ие  какой  угодно  малой,  напередъ  заданной 
величины.  Это  позволить  намъ  говорить  нетолько  о  весьма  малыхъ. 
но  и  о  гЗезконечно-ыалыхъ  элементахъ  изм-Ьняемаго  т^Ьла,  а  раз- 
СТ0ЯН1Я  между  этими  элементами  предполагать  тоже  безко- 
нечно-малыми.  При  этомъ  въ  кииематпкЬ  мы  оудемъ  часто  слово 
«частица»  заменять  словомъ  «точка»,  подразумЬвая  подъ  этимъ.  что 
мЬсто  частицы  опред'Ьяетс^  координатами  одной  ея  точки. 

В'ь  кииематик'Ь  нЬгь  также  надобности  касаться  какнхъ-либо  физи- 
ческихъ  свойствъ  изм1шяемаго  т1.ла,  которыми  характернзус1х:я  связь 
мелау  его  дш1жен1емъ  и  дЬЙствующими  на  него  силами.  Поэтому  кине- 
матика идеально  подвижной  жидкости  ио  существу  ничЬмъ  не  отличается 
отъ  кинематики  какого-либо  вязкаго  вещества  иди  дкше  упругаго,  въ 
практическомъ  смысле  твердаго  гЬла.  Если  мы  тЬмъ  ее  мегке  выд-Ьляли 


^*^^' 


-1.1  .:  ■- ".  1^- 


'-     ^Л- 


Мм   I  ,,-.      I, 


Ч'.1,.г.и',.    ':;.1И    лйаж-ни- 
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2)  Если  гЬло  сплошное,  и  во  время  движен1я  не  происходить  раз- 
рыва его  на  несколько  частей,  то  всяк1я  дв*  безконечно-близк1я  между 
собою  точки  его  оставотса  безконечно-близкими  во  все  время  движен1я. 
Это  требуетъ,  чтобы  безконечно-малымъ  приращенхямъ  координатъ  х,  у,  г 
соответствовали,  при  всякомъ  значен1и  I,  безконечно-малыя-же  прираще- 
н1я  координатъ  Е,  тг),  С;  т.  е.  функц1и  (1111)  должны  быть  непре- 
рывными относительно  х,  у,  г, 

3)  Пусть  будетъ  1^  моментъ  времени,  соотв1>тствующ1й  «начальному» 
положения  г]^ла.  Для  этого  момента  зависимости 

т^о  =  и  (^»  /А  ^,  'о)' 

должны  представлять  собою  формулы  преобразован1я  координатной  си- 
стемы {х,  у,  2)  въ  координатную-  систему  (Е,  т|,  ^),  такъ  какъ  въ  мо- 
ментъ ^0  координаты  Ед,  1Г|о,  Со  опред-Ьляютъ  ту  же  точку  и  въ  томъ  же 
ея  положен1и  въ  пространств*,  какъ  координаты  х,  у,  г.  Въ  частности, 
если  об*  координатный  системы  тождественны,  то  1^  =  л*,  т)^  =  1/,  ^о  =  г. 
и  сл'Ьдовательно  функщи  (1111)  должны  удовлетворять  услов1ямъ: 

/1  (^,  .у.  ^,  ^о)  =  ^» 
/^  (^,  У.  ^:  ^о)  =  У^ 
1\  (•'\  У,  ^,  *о)  =  ^' 

4)  Функщи  (1111)  должны  быть  однозначными;  поэтому,  если  при 
опред-Ьленхи  ихъ  окажется  многозначность,  то  только  одно  изъ  значен1й 
каждой  изъ  этихъ  функщи  (одна  «в^твь»  ея)  будетъ  определять  задан- 
ное движете. 

5)  Функщи  (1111),  пока  он-Ь  изображаютъ  дМствительно  возможное 
движен1е  гЬла,  должны  оставаться  дЬйствительными  при  всякомъ  дЬй- 
ствительномъ  значен1и  I  и  по  крайней  м^р-Ь  при  гЬхъ  д'Ьйствительныхъ 
значен1яхъ  координатъ  х,  у,  г,  который  соотв-Ьтствуютъ  точкамъ,  при- 
надлежащимъ  двигающемуся  гклу. 

6)  Понятно  также,  что  функщи  (ИИ)  должны  оставаться  конечными 
при  конечныхъ  значен1яхъ  перем-Ьнныхъ  ^,  а?,  у,  г,  такъ  какъ  никакая 
точка  гЬла  не  можетъ  въ  конечный  промежутокъ  времени  удалиться  въ 
безконечность. 

600.  Обратный  уравнен1Я  движеМя.  Представимъ  себ'Ь  уравненгя  (ПИ) 
р'Ьшенными  относительно  ^^  у,  г. 

^  =  ?1  (?,  -Ч.  ^,  О, 

^    =    92   (^,    "П.     ^:     О» 

^  =  Фз  (5»    '»)>   ^»    0. 
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Эти  уравнешя  отв'Ьчаютъ  на  вопросъ:  которая  точка  гЬда  заннмаетъ 
въ  данный  моментъ  I  данное  положен1е  ($,  тг),  ?]  въ  пространствЬ? 

Если  въ  этихъ  уравнен1яхъ  задать  ;,  т),  ц  и  изм']^нять  I,  то  они 
опред'Ьляютъ  рядъ  точекъ  (д;,  у,  2)  гЬла,  которыя  последовательно  про- 
ходятъ  черезъ  данную  точку  пространства. 

Понятно,  что  функщи  (1112)  должны  обладать  такими  же  свойствами, 
какъ  и  функд]и  (1111). 

601.  ПригЬры  на  составлен1е  уравненМ  движен'т  из1гЬняемаго  т-Ьла. 

ВсЬ  примеры,  напечатанные  крупнымъ  шрифтомъ,  не  являются  только 
упражнешями,  а  им']^ютъ  въ  дальнМшемъ  и  теоретическое  значение. 

3.  616.  Представить  въ  вид*  уравненШ  (1111)  движен1е  неизм^няе- 
маго  гЬла.  Отв.:  Этому  виду  соотв-Ьтствуютъ  уравнен1я  (50): 

$  =  $0  -4-  Д:  С05  а^  Н-  //  С05  «^  -4-  ^  С08  «3, 
7)  =  Т|о  -Н  а:  С08  Р^  Н-  //  С08  р^  -+-  2  соз  Рз, 
^  =  ^д  Н-  ДГ  С05  ^1  -Ь  //  соз  Тз  -+-  ^  соз  Уз- 

Зд'Ьсь  /  содержится  въ  элементахъ  ?о,  т]^^,  1^^,  а^,  .  .  . .  7з,  которые  пред- 
полагаются известными  функшями  времени. 

3.  617.  Призма  укрЬплена  неподвижно  одннмъ  изъ  своихъ  попереч- 
ныхъ  сЬченхй  и  подвергается  растяжен1ю  вдоль  своей  оси,  причемъ  всЬ 
ея  точки  перемещаются  по  направлен1ю  растягивающей  силы  пропоршо- 
нально  ихъ  разстояшямъ  отъ  неподвижнаго  поперечнаго  с'Ьчен]я.  Соста- 
вить уравнен1я  движения,  предпологая,  что  не  происходит!,  поперечнаго 
сжат1я  призмы.  Отв.:  Полагая,  что  об-Ь  системы  координатъ:  .г,  у/,  г  п 
V  %  ^у  относятс}!  къ  0ДНПМ1.  н  гЬмъ  же  координатнымъ  прямоугольнымъ 
осямъ,  и  совм'Ьстивъ  плоскость  (г/г)  съ  неподвижною  плоскостью  призмы, 

7|=/л  (1113) 

^  =  ^,  ^ 

гдЬ  Е  некоторая  функщя  времени,  зависящая  отъ  закона  растяжен1я. 
Коэффпщентъ  Е  называется  коэффицхентомъ  растяжен1я  или  ко- 
эффндЮнтомъ  удлпннен1я  призмы  для  ея  перем-Ьщенхя  въ  проме- 
жутокъ  времени  отъ  начальнаго  момента  до  момента  Л 

3.  618.  Выразить  движен1с  предыдущей  призмы,  если  она  иерюдпчески, 
по  закону  синуса,  вытягивается  и  сокращается,  и  при  этомъ  равномерно  пе- 
редвигается вдоль  своей  оси.  Отв.: 

;  1=а*  -+-  [1  ч-  Ь81п  (сО)  аг, 

*» 

Наследовать  случаи  въ  зависимости  отъ  значепш  параметровъ  а,  ^  п  с. 

3.  619.  Составить  уравнсн1я  движения  гЬла,  которое  получаетъ  удлин- 
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нен1я  по  тремъ  координатнымъ  осямъ  одновременно.  Отв.:    Согласно  съ 
задачею  617:  ,  ^  ^  _^  е,х,     ^ 

т1=//ч-^?,1/,  (1114) 

3.  620.  Составить  уравнен1я  предыдущего  движеи1я,  предполагая,  что 
удлиннен1я  происходятъ  опять  по  тремъ  взаимно-перпендикулярнымъ  напра- 
влен1ямъ,  но  не  совпадающииъ  съ  координатными.  Отв.:  Для  р^шен1я  нужно 
применить  формулы  (1114)  по  отношен1ю  хъ  вспомогательнымъ  координат- 
нымъ осямъ,  параллельнымъ  заданнымъ  удлиннен1ямъ,  и,  сд^.^авъ  преобразо- 
ван1е  коордннатъ,  выразить  ^,  1Г),  С  череаъ  лг,  у,  е, 

3.  621 .  Показать,  что  если  въ  задач^^  620  постоянно  Е^  =^  Е^=^  -Е?,,  то  раз- 
СТ0ЯН1Я  между  вс^ми  точками  изменяются  пропорцюнальнымъ  образомъ,  т.  е. 
гЬло  становится  по'добно-изм^няемымъ. 

3.  622.  Написать  уравнен1я  движетя  гЬла,  которое  совершаетъ 
сдвигъ  параллельно  координатной  плоскости  и  притомъ  параллельно 
одной  изъ  координатныхъ  осей.  Р'Ьшен1е:  Сдвигомъ  называется 
такое  движен1е  изм*няемаго  т-Ьла,  при  которомъ  всЬ  точки 
им'Ьютъ  параллельныя  между  собою  перем'Ьщен1я,  пропорц1о- 
нальныя  разстоян1ямъ  ихъ  отъ  н-Ькоторой  пл.оскости,  называе- 
мой плоскостью  сдвига.  При  этомъ 
предполагается,  что  точки,  лежащ1я  по 
разный  стороны  отъ  этой  плоскости,  пе- 
ремещаются въ  противу  положи  ыя  сто- 
роны. Взявъ  плоскость  {ху)  въ  плоско- 
сти сдвига  (фиг.  246),  а  ось  (у)  по  на- 
правлен1ю  сдвига,  имЬемъ: 


2АЧ 


(1115) 


Фиг.  246. 


т)=  .V- 

27Г,  отношеше  величины  перем'Ьщен1Я  точ- 
ки къ  ея  разстоянш  отъ  плоскости  сдвига, 
называется  коэффицхентомъ  сдвига. 

3.  623.  Написать  уравнен1я  движен1я  призмы,  которая  скручивается 
около  прямой,  параллельной  ея  ребрамъ  (ось  кручен1я),  причемъ  одно  изъ 
поперечныхъ  сЬчепхй  призмы  остается  неподвижнымъ.  Р-Ьш.:  Кручен1емъ  на- 
зывается такое  движен1е  тЬла,  при  которомъ  всЬ  точки  его  поворачиваются 
около  общей  прямой,  причемъ  углы  ихъ  поворота  пропорщональны  разстоя- 
шямъ  точекъ  отъ  п-Ькоторой  неподвижной  плоскости,  перпендикулярной  къ 
оси  кручеп1я.  Ось  (г)  воаьмемъ  по  оси  1фучен1я;  тогда 

;  =  а;  С08  (кг)  —  у  8%п  (Аг), 
7|  =  а;  8%п  {кг)  -+-  у  сов  (кг)^ 


Зд-Ьсь  к  можетъ  быть  какою-нибудь  функц1ею  времени. 

п.  Сомовъ.— Основан1я  теорет.  механики. 
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3.  в24.  Составить  уравнен1я  сдвига  и  уравнешя  кручен1я  въ  предполо- 
жен1и,  что  плоскость  сдвига  или  ось  кручен1я  какъ  нибудь  расположены  от- 
носительно воординатныхъ  осей.  Указан1я  для  р^шенхя  даны  въ  задач'1^  620. 

3.  626.  Показать,  что  поступательное  переи'Ьщенхе  гЬла  можетъ  быть  за- 
менено двумя  последовательными  удлиннен1ями  по  одному  и  тому  же  на- 
правлешю  или  также  двумя  последовательными  объемными  расширен1ями 
(положительнымъ  и  отрицатедьнымъ)  около  двухъ  разлпчныхъ  центровъ. 

3.  626.  Показать,  что  поворотъ  плоской  фигуры  на  данный  уголъ  можетъ 
быть  произведенъ  помощью  сдвиговъ  и  удлпннен1й. 

в02.  Основной  пр1емъ  для  изучен'т  движен'т  изгкияемаго  т^ла.  Чтобы 
воспользоваться  уравнен1ями  движен1я  для  нагляднаго  иредставлешя  об- 
щаго  характера  движен1я,  весьма  удобно  бываетъ  во  многихъ  случаяхъ 
прибегать  къ  следующему  пр1ему.  Выд'Ьлимъ  въ  нач^ьномъ  положенхи 
гЬла  всЬ  точки,  прннадлежапия  какой-нибудь  данной  поверхности: 

Г  (х,  у,  г)  =  0,  (1116) 

Съ  течен1емъ  времени  эта  поверхность  изм-Ьняеть  свое  положенге  и  свою 
форму,  а  посл-Ьдовательный  рядъ  положен1й  этой  поверхности  можетъ 
дать  намъ  суждеше,  по  крайней  м*р4  до  некоторой  степени,  о  характер!» 
движен1я  гЬла. 

Если  этого  недостаточно,  то  можно  задать  ц-Ьлую  систему  поверхно- 
стей въ  начальномъ  положен1и  гЬла  и  следить  за  гЬмъ,  какъ  изме- 
няются эти  поверхности  при  движеши  гЬла.  Тоже  самое  можно  сделать 
и  по  отношешю  къ  какимъ-либо  заданнымъ  дин1ямъ,  разсматривая  каж- 
дун)  изъ  нихъ  какъ  перес'Ьчеп1е  двухъ  поверхностей. 

Чтобы  составить  уравнен1е  поверхности,  на  которой  въ  моментъ  / 
расположены  точки,  бывш1я  въ  начальный  моментъ  на  поверхности 
(ИИ)),  воспользуемся  уравненхями  (1112).  Самый  смыслъ  этихъ  уравне- 
н1й  показываетъ,  что  если  данный  ими  выражетя  для  х,  у,  г  подста- 
вить В7>  уравнен1я  (1116),  то  это  последнее 

Р  (9п  ?2,  Фз)  =  Ф  (5,  ^,  ^,0  =  0 

опред'Ьлитъ  для  момента  /  геометрическое  м*сто  гЬхъ  точекъ,  который 
нъ  начальный  моментъ  лежали  на  поверхности  (1116). 

3.  627.  ()пред1>.1пть,  въ  как1я  поверхности  превращается  плоскость  п.ш 
^ллиисопдъ  въ  движен1яхъ,  указанныхъ  въ  задачахъ  616,  617,  619  и  622.  Отв.: 
Плоскость  остается  плоскостью,  эллипсоидъ  остается  эллипсоиде мъ. 


Однородно-изминаемое  т&ю. 

603.  Его  уравнен1Я  движен1Я.  Движен1е  однородно-нзмЬняемаго  гЬла 
опргд'Ьляетси  уравнен1ями,  В1,  которых!.  Декартовы  координаты  его  то- 
чекъ  выражаются   линейными   функц1ями   таковыхъ   же  начальныхъ  ко- 


^  вп  ^ 


§  004,  ф.   1120. 


ординал.: 


(1117) 


при'Н'мъ  .11.  /?,,.., /)а  предполагается  какими-лпбп  функщяии  времени, 
удовлетворяющими  такимъ  услов1ямъ,  которыя  соотв^тстпуюгъ  общнм!., 
указаны ымъ  въ  §  599  тре6оваЕ1янъ. 

Диижен1Я,  указанный  гь  задачахъ  617,  61Ь;  ГЛЭ,  020,  (121  и  Н22 
суть  частные  виды  дипженгя  мднородно-изм'Ьняемаго  т'Ьла.  Иеи:^м]1Няемое 
ткю  тоже  можно  разсматрмвать  какъ  частный  вндъ  т1'»ла  однородио-изм!- 
шюмаго.  потому-что  (задача  (>16)  и  для  него  координаты  его  точекъ  пред- 
ставляются линейтлми  фуикщями  начальныхъ  координап!. 

604.  Основный  свойства  движен1я  однородно-изм^кяеиаго  т^ла.  Это  гЬло 
игра^'гъ  иажцую  роль  въ  мехаинк!.  всякаго  сплошного  намЬняемаго  гЬла: 
поэтолу  сл'Ьдуегь  IЮдробн1^е  разсмотр-Ьть  его  свойства.  Два  основныя 
свойства  его  заключаются  въ  сл1ауи'Щемъ: 

1}  ВсЬ  точки  однородно-измЬняемаго  т4ла,  принадлежащ1я 
въ  каконъ-вибудь  его  11оложея1и  одной  и  той  же  плоскости,  и 
при  всякомъ  другомъ  положен1и  т1*ла  располож^^ни  въ  одной  и 
той  же  плоскости.  Говоря  короче,  п^тоскость  остается  плоскостью. 

2)  Всяк1я  параллельныя  плоскости  остаются  ]|араллельными 
при  всякомъ  подожен1и  т'Ьла, 

Пусть  будеп, 

Х.г-ьЖ|/ч- К^'-ь  /'  =  О  (1118) 

уравнение  какой-иибудь  плоскости,  проведенной  въ  начальномъ  положен1и 
т-Ьла.  Поступая  по  способу,  указанному  въ  §  *>02,  рЬшимъ  уравнешя  (1117) 
относительно  начальныхъ  координатъ.  Р'Ьшен1я  будутъ  опять  линейнаго 
нида: 

у  =  ЬУ  ч-  1^\у^  н-  е^С  ч-  Я„  .  (ПИП 

причемъ  коэффищенты  Е^,  Р^,  ...  Ы^  выражавпсл  изв-Ьстнымъ  образомъ 
черезъ  коэффиц1енты  уравнен1Й  (1117)  и  поэтому  П1»едставляютъ  собов» 
некоторый  функцш  времени.  Подставляя  выражен1"я  ОН-'*  въ  уравнеше 
П11Н),  находимъ: 

ч-  {1М,  -^МН^ч-  КН^  ч-  Р)  ^  о,  ( 1 1 20 ) 

опять  уравнен1е  плоскости.  Этимъ  и  доказано  первое  основное  свойство 
однородно -измЁняемаго   тк^а.    Второе    свойство   доказывается   г1шъ,  что 
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есля  ты  чадалимъ  плоскость 

/>  -ь  ЗАу  -ь  Л'^  -н  /'  =  О. 

параллельную  перкой,  и  схЬлаезгь  опять  вышеуБазанное  преобразованкч 
то  по.гучим'ь  71^внея1е,  которое  булетт,  оть  уравнешя  (1120»  отличаться 
только  /Я1а»!ен1езгь  посл^дяяго  члена. 

в05«  ДмыМвм  си#етц|  •А1МИА^>^-*^*^ммаг«  гЬп.  Изъ  доказан- 
наго  вытекд^1гь  сл1лств1Я.  полезный  для  дальн^йшаго: 
\)  Параллелепипедъ  остается  параллелепипедомъ. 
2)  Параллельная  пряхмя  остаются  параллельными. 
3>  Равные  и  параллельные  отрг);зки  остаются  равными  и  параллель- 
ными. ^>го  сл^дуеть  изгь  того,  что  так1е  отрезки  можно  принять  за  сто- 
роны параллелограмма,  а  пос^^дя^й,  на  основан1н  свойства  1-го  остается 
1гараллелог[^ммом'ь. 

1)  Св^)йство  3-е  г/гносится  и  къ  равныхъ  отр^зкамъ  той  же  самой 
ггрямой.  п'/гому-что  ;}ти  отрезки  можно  сравнивать  съ  равнымъ  имъ  отр^з- 
комъ  какой-либо  имъ  параллельной  прямой.  Изъ  поатЬдняго  свойства  за- 
ключа^^мъ,  что  точка,  д-Клящая  какой-либо  отр-Ьзокъ  пополамъ. 
но  все  время  движен1я  д-Клить  его  пополамъ. 

Г|)  Изт,  предыдупсаго  вытекаетъ  следующее  замечательное  свойство 
однородно-изм'Ьияемаго  Нла,  которымъ  объясняется  и  его  назваше:  Если 
т1.ло  было  въ  какомъ-нибудь  положении  однороднымъ  по  своей 
плотности,  то  оно  во  всякомъ  положен1и  остается  однород- 
нымъ. Чтобы  /'гго  вид-Ьть,  выд'Ьлимъ  въ  однор'^дно-изм'Ьняемомъ  ткгЬ  па- 
раллелепипеда» п[юизвольныхъ  разм'кровъ  и  раздЬлимъ  его  плоскостями, 
параллельными  гранямъ,  на  п'  равныхъ  паралле.1епииедовъ.  Согласно  пред- 
пки'.твующему,  длины  ихъ  параллельныхъ  реберъ,  а  также  и  углы  между 
сходственными  ребрами,  а  поэтому  и  объемы  ихъ,  во  все  время  двпже- 
П1Я   остаются    равными.  Исл'Ьдств1(^   этого,  если   гЬло  было  однороднымъ, 

посл'Ь  перем'Ьи1ен1я  масса,  а  стЬдовательно  п 
•  ^'  ^       ,  плотность  у  всЬхъ  иарал.1елепипедовъ  остает- 

ся одинаковою.  Но,  увеличивая  п  до  безконеч- 
Л    >  ности,  мы  ириходимъ  отъ  П0НЯТ1Я  о  плотности 

Псчрсчллелеиипедовъ    иъ   понят1ю   о    плотности 
цъ  каждой  отдельной  точкЬ  гЬла,  какъ  пред1»л1> 
•^/^     \,  отн()П1ен1я  массы  къ  объему,  и  видимъ,  что  илот- 

\.у^'  \{'  ность  во  всЬхъ  точкахъ  гЬла  остается  одина- 

"^  КОВОК),  хотя  и  може'п>  при  этомъ  изменяться. 

"^       ' -^  ())  Коэффиц1енты  удлинен1Я  (задача  (ЦТ) 

,        ...  при  нсиком'ь  данпом'ь  перем'Ьщен1и  гЬла  у  иа- 

риллсльных!»  отрГ.зковъ  равны.  Это  тоже  выте- 
кад*п.  и:п.  снойства  ^-го.  Иозьмемь  два  парсилельныхъ  отрЬзка  неравной 
,|лины,  /,  и  1^  ((|>иг.  1*171.  и  предположимъ  сначала,  что  у  нихъ  есть  общая 
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згЬра  5.  Разд'Ьливъ  этотъ  отр'Ьзокъ  на  п^  =  1^8  и  щ  =  1^8  равныхъ  частей, 
получимъ  на  каждомъ  изъ  нихъ  рядъ  равныхъ  отр^зконъ,  которые  во  вся- 
комъ  другомъ  положенш  гЬла,  изменившись  по  величин*  и  по  направле- 
н1ю,  остаются  равными  на  основаши  свойства  4-го.  Если  1^^  1^  и  $  при- 
няли значешя  1^\  1^  и  «',  то  для  коэффищентовъ  удлинешя  находимъ: 

^^""       I,       ~'~  8      '        ^^"""    /,      ~'    8~  ' 

т.  е.  эти  коэффищенты  равны.  Обыкновеннымъ  пр1емомъ  перехода  отъ 
соизм'Ьримыхъ  отр^зковъ  къ  несоизм^римымъ  можно  было  бы  показать, 
что  это  заключен1е  справедливо  во  всЬхъ  случаяхъ. 

Е.  628.  Доказать  посл-Ьднее  изъ  указанныхъ  ад^сь  сооЁствъ  аналитическимъ 
путемъ.  Р-Ьш.:  Пусть  одинъ  изъ  параллельныхъ  отрЬзковъ  лежить  на  прямой 

у  =.  кх  -^  т^    2  =  пх  -^  р^  (1121) 

и  пусть  будутъ  я?!,  1у1,  2^  п  дг^,  уз.  '^'2  координаты  его  концовъ.  Пользуясь  урав- 
нен1ями  (1121),  можно  его  длину  до  деформацш  выразить  такъ: 

I  :={х^~ х^)  У  1  -+-  Л-'-н т'. 
Посл'Ъ  деформащи  его  длина 


но  по  уравнен1ямъ  (1117)  и  (1121): 

?!  —  1>  =  ^1  (х^-х^)  -н  1?,  (^1— у...)  -ь  С,  (г^-^г^)  =  (х^—х.^)  {Л^  -Н  кВ^  -н  тС1), 
^11  ~  1^2  —  А  (л?1-Г2)  -Ь  В^  (У1-Уз)  -Н  Са  и^—г^)  =  (аг1— «а)  (^,  -4-  кВ^  -^- 11»0,), 
1  ^  :.,  ^  .ёз  (^-1—^:2)  -н  ^,  (у,-;/2)  -н  С,  (г^-г.)  =  (ж^-Лз)  (^>  -ь  ^'^в  ^-  ^); 
поэтому 

V  —  (а;1  -  Хд)  У'(А^1сВ1  -ь  тС,)* н^  (Л^  ч^ Щ ^-"тС,)^^  (Лз  -Г/1-В,'ч-  тб,)'^. 
и  следовательно  коэффищентъ  удлииен1я 

к  =  -' 

не  завиоиа'ъ  отъ  координат1>  концовъ  отр-Ьзка,  а  зависитъ  только   отъ  его    на- 
правлен1я. 

3  629.  Движенхе  твердаго  гЬла  опред-Ьляется,  какъ  изв-Ьстно,  движен1емъ 
трехъ  его  точекъ,  пе  лежащпхъ  на  одной  прямой.  Показать,  что  движен1е 
однородно-изм-Ьпяемаго  т-Ьла  опред-Ьдяется  движен1емъ  четырехъ 
его  точекъ,  не  лежпщнхъ  въ  одной  плоскости.  Р-Ьш.:  Пусть  будутъ 
^1»  ^п  ^1  координаты  одиой  изъ  четырехъ  такихъ  точекъ,  заданныхъ  какъ 
функци!  времени.  Выражая  услов1е,  что  эта  п  другхя  три  точки  принадлежать 
однородно-изм'Ьняемому  т11лу,  получаемъ  \2  уравненШ  сл^дующагю  вида: 

;,  =  Л,х^  ч-  Б.у,.  -ь  С,г.  -н  А, 

7)^  =:  А,x^  -ь  В^^  +-  Сог.  -н  1)а, 

С.  =  Л^х^  ч-  Бз.у,  ч-  СзГ,  ч-  />„ 

изъ  которыхъ  и  можно  опред1^1ить  однозначнымъ  образомъ  12  коэффищентовъ 
Л^,  ^Вр  ...  2>з  въ  функцш  заданныхъ  координатъ   и  ихъ  пачальныхъ  значенШ, 
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тоже  предполагаеыыхъ  известными.  Р^шенхе  будетъ  опред'^ленное  и  конечное, 
если  определитель 

а^1  Ух  2\  1 

^2  Уч.  ^1  1 

^%  Уъ  Н  I 

х^  ;/4  -^4  1 

не  равенъ  нулю,    что    и   служить  признавомъ,  что  четыре  заданныхъ   точки 
не  лежать  въ  одной  плоскости  (си.  аналит.  геом.). 

Заи^тимь  еще,  что  координаты  трехъ  точекъ  твердаго  тЪла  не  могутъ  быть 
заданы  вполне  произвольными  функхцями  времени,  тавъ  какъ  связаны  уело- 
в1ями  постоянства  разстоян1й  между  ними;  координаты  же  четырехъ  точекъ 
однородно-пзмЬняемаго  тЬла  могуть  быть  задаваемы  произвольно. 

3.  вЭО.  Написать  уравнен1я  движешя  плоской  однородно-изменяе- 
мой фигуры  въ  плоскости  (ху)  и  показать,  что  ея  движен!е  можетъ  быть 
определяемо  движен1емъ  трехъ  ея  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной 
прямой. 

3.  в31.  Зная  движеше  трехъ  точекъ  3/^,  ЛГ,,  М^  плоскаго  однородно-пзме- 
няемаго  тела  и  начальное  положен1е  М^  кокой-нибудь  четвертой  его  точки  М, 
построить  положен1е  этой  последней  точки  въ  какомъ-нибудь    другомъ  поло- 
жен1и  тЬла.  Реш.:  Постропмъ  параллелограммъ  М^^М'^о^о^'жо  (фиг.  248)  и  вос- 
пользуемся теми  свойствами,  что  во 
время     движен1я     параллелограммъ 
остается  параллелограммомъ,  а  отно- 
шешя   М^М2';М^М^  и  М^М^М^'М^ 
остаются  постоянными. 

3.  632.  Сделать  то  же  самое  для 
пятой  точки  однородно-изменяемаго 
тела  трехъ  измерен1й,  предполагая 
движеп1е  четырехъ  его  точекъ  пзве- 
стнымъ.  Решен1е  аналогично  пре- 
дыдущему; только  вместо  пара.1лело- 
грамма  делается  построеше  паралле- 
лепипеда. 

3.  вЗЗ.  Построить  шарнирное  со- 
членеше,  определяющее    по    произ- 
вольно  заданному   движенхю   трехъ 
точекъ  плоской  однородно-изменяе- 
точкп.   Реш.:    Построимъ   прежде    всего 
такой   частный  видь  сочленен1я,  въ  кото- 
ромъ  четвертая  точка  ЛГ,  съ  тремя    осно- 
вными точками  Л/ц  3^2,  М^  образуетъ  па- 
ре ллелограммъ  при  всяком ь  положен1и  си- 
стемы. Для    этого  внутри    некотораго  па- 
раллелограмма М^М^' М^М^^  (фиг.  241*)  возь- 
мемъ    произвольную    точку  Л^  проведемъ 
черезъ  нее  прямыя  ВС  и  ВЕ^  параллель- 
ныя  его  сторон  а  мъ,  и  заметимъ  точки  пхъ 
пересечсн1я  съ  последними;  если  все  V*  то- 
;>тихъ    точкахъ   устроить    шарниры,    какъ 


Фиг.  248. 
мой    системы    движеи1е    четвертой 


IX         Д/« 
Фиг.  249. 
чекъ  соединить  стержнями   и    въ 
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показано  на  фягурЪ  250,  то  получится  сочленеи1е,  ъъ  которомъ  при  вся- 
кой его  деформащи  точки  М^,  М^  3/,,  М  образуютъ  параллелограммъ.  ?тобы 
отъ    этого    частваго   случая  перейти   къ  общеиу,  нужно  только  механически 


Фиг.  250. 

осуществить  построен1е,  указанное  въ  задаче  631.  Это  можно  сд'Ьлать  при  по- 
мощи добавлен1я  къ  предыдущей  системе  двухъ  пантографовъ  1^М^К0М^  и 
М^НМ^1Ь^  какъ  показано  на  фигуре  251. 

606.  Значен1е  одиородно-изгкияемаго  тЬла  въ  механшгк  какого-либо 
изгЬияемаго  т*ла.  Это  значеше  очень  важно  и  состоитъ  въ  томъ,  что 
всяк1й  безконечно-малый  элементъ  какого-либо  изм'Ьняемаго 
т^ла  можетъ  быть  разсматрнваемъ  какъ  т'Ьло  однородно-изм*- 
няемое.  Пусть  движете  какого-либо  гЬла определяется  уравнешями  (1111). 
Возьмемъ  въ  его  начальномъ  положеш^!  какую-нибудь  точку  М^  {х^,  у^,  г^) 
и  другую  точку  М  (^:,  1/,  2\  къ  ней  безконечно  близкую.  Эт^и  точки  по 
прошеств1и  н^котораго  времени  займутъ  положешя  М^  (Ео,  тг)^,  ^)  и 
М'  (5,  7),  1^);  и  если  гЬло  сплошное  и  непрерывно-изм'Ьняемое,  то  раз- 
стояте  М^  М'  будетъ  тоже  безконечно-малое.  По  непрерывности  функ- 
дШ  (1111),  можно  приложить  къ  нимъ  формулу  Тейлора  и,  разсматривая 
разности  X  —  х^,  у  —  у^,  г  —  г^  какъ  приращешя  координатъ  х^,  у^,  «г^, 
написать: 


-^о) 


■^0 


(|)^(.-.о)-(#)г.-.о)- 


■То) 


•р. 


(1122) 


ЗдЬсь 


'О  —  Л  С'  •'^0'  ^'о'  ■'о'  —  Ло' 

■По  =  ГА(,  ^0.  «/о.  ^о)  =  /'»о,   ^  С1123) 

^  =  /8   (^    -^0»    Уо»    -^О'    ^^  /30' 

а  также  и  въ  частныхъ  лроизводныхъ  предполагаются  стоящими  коордн- 
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наты  Гф,  у^.  г^,  точки  3/^;  от,  ^,  7  спъ  доиолннтельные  «йены  разложенШ. 
т.  е.  безконечно-малля  высшаго  порядка  въ  сравнен!!!  съ  х~лг^^  у — у^, 
г  -  г^.  Будемъ  сч!1тать  координаты  х^,  у/^,  ^^  постоянными,  т.  е.  фунБ1ЦИ 
и  123)  и  нхъ  частныя  производный  разсматривать  только  кань  функция 
отъ  Л  и  около  точки  З/о  брать  различный  къ  ней  безконечно-близшя 
точки  М(х,  //,  г).  Тогда,  пренебрегая  безконечно-мадыми  высшихъ  по- 
рядковъ.  можно  уравнен1Я  (1122)  представить  въ  вид*  уравнен1й  (1117), 
1!ринимая  тамъ: 

'-т,  "-йх- '^•-^^\ 
^-т-  -.=(-:^).  '■-(51 

^•НЙ1-  ''•=(:^1-  ^-(^Ь 

Отсюда  мы  заключаемъ,  что  всЬ  свойства  однородно-изм*няемаго 
гЬла,  перечисленный  въ  §?5  (Ю4  и  605,  распространяются  и  на  всяк1'й 
безконечно-малый  элеменп»  какого  угодно  измЬняемаго  гЬла,  а  въ  част- 
ности и  жидкости. 

Деформац1а  однородно-измйняемаго  тФла. 

607.  Деформа1(1Я  шара.  Линейная  форма  уравнен1Й  (1117)  и  (1119) 
показываеп»,  что  всякая  алгебраическая  поверхность  порядка  п»  соста- 
вленная нзъ  т(япм;ъ  однородно- изм'Ьняемаго  гЬла.  деформируется  во  время 
двпжен1я  такъ.  что  остается  поверхностью  того  же  порядка.  Въ  част- 
ности, пгаровая  поверхность  прев|)ап1а(»тся  въ  н-Ькоторую  поверх- 
ность второго  порядка.  Можно  съ  самаго  нач1иа  впд'1пъ,  что  эта  поверх- 
ность будет1>  нг'прем'Ьнно  эллипсопдомъ.  А  именно,  ес.1П  бы  шаръ  об- 
ратился в'ь  какую-либо  незамкнутую  пове1)Хность  второго  порядка,  то  это 
ука:{ывало  бы.  что  пзи'1;стныя  точки  1пара  упглп  въ  безконечность,  т.  е. 
получили  Ое:п.онечпо-больппя  перем1ицен1я.  чего  не  можеп»  быть,  еати 
В(1.  ког*ффи1иенты  Лр  В^,  .  ,  В^  при  конечныхъ  значен1яхъ  достаются, 
ь'ак'ь  мы  пргдмо.шгаем'ь.    конечными.    Чтобы    составить   уравнен1е  а1Л!1П- 
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были  въ  гЬл'Ь  расиоложены,  то  можно  все  сказанное  о  шарЬ  (1124), 
нм1>ющемъ  дентръ  въ  начал-Ь  координатъ,  прим-Ьнить  къ  шару  съ  произ- 
вольными центромъ  и  рад1усомъ.  Следовательно  у  всЬхъ  шаровъ  Д1а- 
метры,  о6ращающ1еся  въ  главныя  оси  эллипсоидовъ  и  сами  оси  эллип- 
соидовъ  соотв-Ьтственно  параллельны,  а  коэффищенты  удлнннешя  соот- 
в'Ьтственныхъ  д1аметровъ  равны.  Такимъ  образомъ,  въ  однородно-изм*- 
няемомъ  гЬл'Ь  играетъ  роль  не  абсолютное  положен1е  ос*ей  де- 
формац1и,  а  только  ихъ  направлен1е. 

Удлиннен1я.  который  получаютъ  прямыя,  служапця  осями  деформащи, 
называются  главными  удлиннен1ями. 

Согласно  §  606,  все  сказанное  зд^сь  относится  и  ко  всякому  безко- 
нечно-малому  элементу  какого  угодно  нзм-Ьняемаго  гЬла.  Но  у  различ- 
ныхъ  его  элементовъ  направлен1Я  осей  деформацш  а  коэффищенты  глав- 
ныхъ  удлинен1й  будутъ  уже,  вообще  говоря,  ра^личжы. 

609.  Оси  деформацш  при  сдвиг-Ь.  Сдвигъ  (задача  622)  есть  такая  де- 
формащя  однородно-изм^няемаго  гЬла,  при  которой  происходятъ  и  удлин- 
нен1я  и  вращен1е  осей  деформащи.  Чтобы  это  показать  и  отыскать  на- 
правлен1я  осей  деформащи  и  коэффищенты  соотв-Ьтствующихъ  имъ  удлинне- 


Фиг.  252. 

п  ВЪ  тЪА  такую  призму,  ребра  которой  параллельны  плоскости 

юцднсушрны  ЕЪ  напра&1ен1ю  сдвига  и  которая  им^^етъ  въ 

Дчен1я  форму  ромба,   построеннаго  сл-кдующимъ  образомъ: 

егОу  ЛВ  (фиг.  252),  лежитъ   въ   плоскости   сдвига   а  дв^ 

,  нею  стороны  выбраны  такъ.   что  он-Ь  и  до  и  посл'Ь  сдвига 

кшионены  къ  плоскости  сдвига.    Такой   ромбъ.   ЛС1)В,   во 
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время  сдвига  иерестаетъ  быть  ромбомъ,  но  по  окончан1и  сдвига  снова 
обращается  въ  ромбъ,  ЛС'Л'В.  А  такъ  какъ  д1агонали  въ  ромб'Ь  вза- 
имно перпендикулярны,  то  он*,  согласно  указанному  въ  §  607,  и  пред- 
ставляютъ  собою  дв'Ь  главныхъ  оси  деформащи.  Третья  ось  къ  нимъ 
перпендикулярна;  по  этой  оси  очевидно  удлиннен1я  не  происходить. 
Итакъ  для  даннаго  случая  коэффищенты  удлиннен1я  по  главнымъ  осям!» 
сл'Ьдующ1е: 

ВС-    ВС  I        ВС'\ 

Е=    _-^_-  =  --|^1_-_^-| 

^Е"'  =  0 

_АВ-АВ  _АВ^  БС_  _      Е_ 

~        АВ        ~'АВ  ВС  \-^Е^' 

Изъ  чертежа  видно,  что  при  сдвигЬ  действительно  происходить  вра- 
щеше  осей  деформащи;  уголь  этого  вращен1я:  ср  =  ^.  {ВАВ').  Выразимъ 
этотъ  уголь  черезь  коэффищенть  сдвига.  Означая  этотъ  коэффи1иентъ 
черезь  22Г,  можемь,  согласно  сказанному  вь  задач*  622,  написать: 

2К  =  ^^  =  21д  (САв); 
изъ  чертежа  же  видно,  что 

-гг.  (САО)  =  I  [.X  (САВ)  -  .  х  (САВ)] 

=  ^  (ВАВ)  —  . х  (ВАВ)  =  .-Т  {ВАВ)  =  ф. 

Итакъ,  вращен1е  осей  деформац1и,  сопровождающее  сдвигь,  про- 
исходить на  уголь,  тангенсь  котораго  равень  половпнЬ  ко- 
эффицхента  сдвига. 

При  безконечно-малой  деформащи  тангенсь  вь  этомь  результат*  мо- 
жетъ  быть  зам11нень  самимь  угломъ. 

Если  при  какой-либо  деформац1н  однородно-изм-Ьняемаго  тЬла  не  про- 
исходить вращен1я  осей  деформащи,  то  она  называется  чистою.  Для 
дальн*йшаго  важно  зам'Ьтпть,  что  еслп  бы  мы  хогЬли  помощью  сдвига 
произвести  чистую  деформацхю.  то  нужно  было  бы  поел*  сдвпга  повер- 
нуть т*ло  назад!»  на  уголь 

'^  =  агси}  К.  (1126) 

ИзмФненхе  объела  и  плотности  изи^^яемаго  т&га 
во  время  его  движешя. 

610.  Изм'Ьнен1е  объема.  Сказанное  вь  ?5  <>0()  позволяеть,  для  опред*- 
лен1я  изм*нен1я  объема  какого-либо  изм*няемаго  т*ла,  воспользоваться 
слЬдующимь  ир1емомь:    вь  начальномь  положенш   г1»ла   ра:^бить   его   на 
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илгыгнш1шы*^  ИА1тлл1'МЧШ1НХЫ,  иыразить  изм1нев1е  объема  саждаго  изъ 
НИИ,  1х1«кг  11421  од11ор(»дво'Иа111няе11аго.  и  суммировать  (интегрировать! 
|к'й>4м«'1Ы.  Пусть  оуду'л^  М  (л,  /у,  Г)  одна  изъ  вершивъ  и  Л/,  (х„  у,,  г^>. 
Л/^  < '«.  /^  ^;,»  -Л/з  <  'л  Уа-  'а>  ьон1Ш  т{»ехг  сходящихся  въ  ней  реберъ 
инридлслгнип^ди.  Иь  11Н1ии1'Ичесь'о6  1ч«оиетр1и  дается  для  численнаг^ 
•вамгыш  об'ымм    Г  ТН1ЛИЧ»  парадледеиипеда  следующая  формула: 


(1127) 


1))тл11)и1М'1.  И1^  форм)  4)'  кг  ои11ед1л('в111)  о(п.ема  безконечно-малаго  па- 
р«1.и«^лг'1ШП('Д»,  6ыш1Ш1ч«  ш.  ничальвомг  иилохев!!!  тЪла  прямоуголь- 
ным ^.  II  им1|Ш1ШЧ)  сшшмм  сходящимися  р1Ч')рами  беакояечно- малые  от- 
р1:1и1  Л.1.  Л««  Л^,  имрндлсльни^"  координнтнымг  осямъ  Пус1ъ  до  дефор- 
мс^цш  папа  ИсС!*  1'1ч«  ьг'^ииимг  била  Л/«,  ы.  у,  -*К  а  концы  сходящихся  въ 
Мт^Л  рг1\гр1.  -»/.,и^  ^  «З^^.  *.  ''К  -У^,,  (.1,  |г  ч  Лу,  -М,  Л/,»,  ^.г,  у,  :  ч-  Лг): 
и\чл1  \»т*^к^м14«оми1  Нал  кгч^^апм^иъ!  «•тихъ  Т1>чекъ,  С4>гласло  травнешямъ 
41иА1кгми  V  П  И  \  «}\»иш»А*»п*  ол4а}  жицЫ  ;шачешя:  точка  Л/^,  переходить 
И)^  иVVК^4II;^м>с  .У  м  тм^ч^п-г  кхч'^цшмагы  :,  ^,,  >.  опредкшемыя  непо- 
ч^ч*^|*»г**о  ио  >}\ди(аг*шм^  1ПП\.  т^лм  т}дл  иодсгампь  вачиышж  ко- 
4\М***«^  ^*5\^*  г^чкж,  х\ч*}'АМ«лпг  ;,  т^  ,  >..  т^чкм  Л.,,,  лавявше!  поло- 
Аг|к>г  М^  >м\Ч1лж,**лж  м;УV  т^х-у  »  ^}VзиаIт^*^я.  т^слм  1тлл  полсгамгтъ  к- 
;>|^и»^й4С  л   ь  \а.  у  ж  :.  :.  <• 

.  •• 
;     -     ;    \л    «   Л/..  5-   -^  -^  =  '*  V-  У-  •-  '    "*"  .^;  А.-  -к  5.. 

*^         /;  {^г    V   Лл.  У-    :.   'г  =  ']  ^г.,  у.   .\   :>  -•-   "^  *  Лг  ч-  5^> 
;,   ::-  ;,  ♦  /.    «-    X:.    у.    :.    •    =  ;.  »/-    1     -'  ^'  -^  ,^^  -^  -+   Ь- 

;.  :  =-.  ■''-  ^;  ^  ... 


'II  ^\ 


^  '/7- 


Цыроакаа  I^ол^оаым•I.  ^  ']чри.юм'1,  ;)ц.1ио*.ги  :^  —  ^  ^^г  —  Л»  ^  —  ^ 
н  ^  ~  :.  'II  —  'ь  ^  ^  ^  :;оП|рыл  ;'л)Гн}'»пггнеияо  $иБис:ггь  «/гъ  црира- 
^1$  Л  X.  II  11од1:г:ииш1  1|с1»    •  [т.:иосгнл   агь  .1юрмулу  11 1.17 >.    наА- 
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е).-' 

дг' 

дг 

—   621    —  §  611,  ф.   1131. 

демъ  для.  изм'Ьненнаго  объема  параллелепипеда  слЬдующее  выражеше: 


ЛхД?/Д^-ьа.  (1128) 


Зд'Ьсь  а  представляетъ  сумму  членовъ  высшаго  порядка  въ  сравнешн 
съ  первымъ  членомъ;  въ  этомъ  же  посл^днемъ,  по  правиламъ  вычисле- 
шя  опред'Ьлителей,  вынесены  за  знакъ  определителя  множители,  обпце  у 
элементовъ  каждой  его  отдельной  строки.  Означая  черезъ  В  стоящ1й 
зд^сь  определитель,  черезъ  Л  Г  объемъ  параллелепипеда  после  перем^- 
щен1я  гЬла,  а  черезъ 

его  первоначальный  объемъ,  находнмъ: 

Ит  .  ^^^^  =  Пч-  Ит  .^  =  П,  ( 1 129) 

где  переходъ  къ  пределу  понимается  гакимъ  образомъ,  что  точки  Л/,, 
Л/з,  З/з  стремятся  къ  совпаденш  съ  точкою  Л/. 

Формула  (1129)  позволяетъ  интегрирован1емъ  вычислить  измененный 
объемъ  какой-нибудь  конечной  части  тела: 

Г  =  Гол  У^=  С  I*  1*Вс1хау(12,  (11 30) 

где  ннтегрирован1е  распространяется  на  первоначальный  объемъ  этой 
части  гЬла. 

611.  Из11'Ьнен1е  плотности.  Пусть  будетъ  р^  плотность  въ  точке  М  въ 
начальномъ  положен  1и  г1аа  и  ру  плотность  въ  той  же  точке  после  пере- 
мещешя.  Тогда,  пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ, 
можно  написать: 

рДГ=:  р,Д];, 

такъ  какъ  каждое  изъ  этихъ  произведенШ  представляетъ  массу  пара.1ле- 
лепипеда,  остающуюся  во  время  двнжен1я  неизм-Ьнною.  Поэтому  въ  каж- 
дой отдельной  точке  тела  произведен1е 

р7)  =  р,  (П31) 

остается  постояннымъ. 

3.  634.  Показать  при  помощи  формулы  (1131),  что  однородно-изменяемое 
1*^:10,  если  оно  было  въ  начальномъ  положен1И  однородпымъ  по  плотности, 
остается  однородпымъ  во  все  время  движен1я.  Отв.:  Это  видно  изъ  того,  что 
на  основан1п  формулъ  (1117)  определитель  7)  не  зависитъ  отъ  координатъ. 


—   622  — 


Скорости  въ  двиасеши  измФняемаго  т^а. 

612.  Два  вида  формулъ  для  скоростей.  При  изучеши  скоростеЁ  въ 
и:ш'Ьняемомъ  гЬл^  представляются  основными  схЬдуюпце  два  вопроса:  1) 
опред'Ьленхе  скорости  данной  точки  гЬла  въ  различные  моменты  времени 
и  2)  распред'Ьленге  скоростей  въ  гфостранств*,  занимаемомъ  двигающимся 
тЬломъ  въ  различные  данные  моменты  времени,  т.  е.  опред'Ьлеше  вели- 
чины и  направлен1я  скорости  въ  зависимости  отъ  того,  какое  м'Ьсто  въ 
данный  моментъ  времени  частица  гЬла  заннмаетъ  въ  абсолютномъ  про- 
странств*. 

На  первый  вопросъ  отв-Ьчаютъ  уравнен1я,  который  получаются  изъ 
уравнен1й  (ПИ)  частнымъ  дифференцирован1емъ  по  /: 

Ч=^  =  Ф.  (-г,  }/,  г,  /), 

«••П=  -^  =  *2  С-^.  И:  -".  ').   !  (1132) 

'';=^~  =  Ф.  (*г,  /Л  ^,   О- 

Эти  уравнен1я  опред'Ьляютъ  по  задавнымъ  начальнымъ  координатамъ  точки 
ея  скорость  въ  функщи  времени. 

Чтобы  ответить  на  второй  вопросъ,  подставимъ  въ  уравнения  (1132) 
вместо  X,  //,  г  ихъ  выражешя  по  формуламъ  (1112);  это  дастъ: 

V,  =  ф,  ($.  т,,  ;,  а 

г^=ф,ат„;.  п.  (1133) 

V,  =  4»,  (';.  т), ;,  0. 

По  этимъ  травнен1ямъ  можно,  задавъ  въ  пространств*  точку  М  (;,  т^,  ^). 
определить  скорость  той  точки  гЬла,  которая  въ  данный  моментъ  совпа- 
даетъ  съ  точкою  ^/. 

Въ  гидромеханике  принято  въ  посл4днемъ  случа*  обозначать  проекцш 
скоростей  отдельными  буквами: 

(1134) 


г,  =  м. 


IV  =  I'.       '**  =  '<*. 


Дш  обозначени!  самой  скорости  мы  будемъ  при  этомъ  употреблять  букву  Аг. 

613.  Своростш  въ  Авяше111м   однородио-изяешемаго  ткда»  Для  этого 
Ала,  согласно  съ  формулами  (1132).  мы  находимы 

г^=  А'уГ  ч-  Ь.ч  -+-  М^  -+-  Л'„ 

г.  =  А',х  н-  л,у  -н  л/,г  н-  :у„ 


—   623    —  §  614,  ф.  1136. 

гд-Ь  12  коэффищентовъ  изображаютъ  производный  по  времени  коэффи- 
щентовъ  уравненШ  (1117).  Введя  сюда  координаты  ;,  тг),  ^  по  формулавгь 
(1119),  получимъ: 

г'^=  Р,$  ч-  Я,У1  -+-  В,^  -Ь  5а,  (1 135) 

г^=Рз$-|-  (?,1Г)  ч- ад -ь  5,. 

выражен1я,  линейныя  относительно  координатъ;  12  коэффищентовъ 
выражаются  при  этомъ  опред'Ьленнымъ  образомъ  черезъ  коэффищенты 
уравнешй  (1117). 

Формулы  Эйлера  (144)  для  скоростей  точекъ  твердаго  гЬла  предста- 
вляются частнымъ  случаемъ  формулъ  (1135). 

614.  Н-Ькоторые  вопросы  о  распред-Ьлен!!!  скоростей.  По  отношешю 
къ  изменяемому  гЬлу  возникаютъ  так1е  же  вопросы  о  распред'Ьлен1и  ско- 
ростей, как1е  отчасти  разсматривались  нами  въ  кинематике  твердаго  гЬла. 
Разсмотримъ  главнейтхе  изъ  нихъ: 

а)  Въ  каждый  моментъ  существуютъ  мгновенные  центры  скоро- 
стей,  т.  е.  так1я  точки,  скорости  которыхъ  въ  этотъ  моментъ  равны  нулю. 
Мы  ихъ  найдемъ  изъ  уравненШ  (1133),  считая  тамъ  I  даннымъ  и  при- 
нимая «;►,  г'  ,  г^  равными  ну.1ю,  т.  е.  определяя  Е,  т),  ^  изъ  уравненШ 

Фх  (5,  у\,  ^,  О  =  о,   Ф,  (Е,  7|, :;,  о  =  о,   Ф»  (5,  % ;,  о  =  о.    (1 1  зб ) 

Вообще  говоря,  число  рЬшенхй  будетъ  конечное,  и  слЬдовательпо  въ  каж- 
дый моментъ  времени  существуетъ,  вообще  говоря,  конечное  число 
мгновенныхъ  центровъ.  Можетъ  впрочем'ь  случится,  что  уравнен1я 
(1136)  дадутъ  решетя  или  мнимыя  или  несовмЬстныя,  или  одно  изъ  этихъ 
уравнешй  будетъ  с.1едств1емъ  двухъ  другихъ:  это  укажетъ,  что  или  въ  дан- 
ный моментъ  не  существуетъ  мгновенныхъ  центровъ  или  число  ихъ  без- 
конечно  велико,  такъ  что  они  образуютъ  линш.  Такой  случай  встр-Ьчается 
какъ-разъ  въ  движен1и  твердаго  гЬла:  при  винтовомъ  движеши  оно  не 
им'Ьетъ  мгновенныхъ  центровъ,  а  при  движен1и  около  точки  или  парал- 
.1ельно  плоскости  мгновенные  центры  образуютъ  лин1ю — мгновенную  ось. 
Можетъ  также  случиться,  что  всЬ  три  уравяен1я  (1136)  будутъ  тожде- 
ственны; тогда  существуетъ  ц^лая  поверхность  мгновенныхъ  центровъ. 
Такой  случай  встречается,  напримЬръ,  въ  движен1и  однородно-пзмЬняемаго 
тЬла,  когда  оно  совершаетъ  простой  сдвигъ  (задача  622  и  §  609). 

Ъ)  Точки,  скорости  которыхъ  пм'Ьютъ  одинаковую  величину,  образуют!» 
въ  данный  моментъ  поверхность: 

ф1^  -+-  Фа"  -Н  ф.,^  =  пост. 

с)  Точки,  скорости  которыхъ  въ  данный  моментъ  пара-1лельны  данной 

плоскости  ^  ^,         ^^         т»       ^ 

/>г  ч    Му  -ь  N2  -ь  Р  =  О, 


«25    — 


§  (И6.  ф,  1137- 


Накетъ  быть  разсматриваено  составлеяныиъ  разлнчн1|1М11  сгшсооаии  нзъ  в'Ь- 
Исколькихъ  другихъ  дниже^нлй,  прнч<'>п.  скорость  исякоИ  точки  является 
И  геометрическою  суммою  скоростей,  заилсятих!.  оп»  отдЬльных'Ь  сист;иияю- 
В'ШНХЪ  двнжен1Й,  Оощиагь  плементомъ  пс+^хг  га];яхг  ра.иожеВ1Й  яиляетея 
Н число  иараметровъ  (фуякцШ  времени),  оиредЬлял^щихъ  скорости  нс^хг 

■  точекъ  гЬла,  число,  которое  во  всЬхъ  разложен1яхъ  о*'т;^ется  неинм^пнымъ. 

■  ;)ти  ра:1суаден1я  ирим[шимм  и  кь  однородио-из^!|,няемочу  т1.лу  Фор- 
мулы (1135)  иоказываюп».  что  у  пего  скорости  всГ.хъ  точскъ  зависягт.  оп* 
12  коэффитеитов'ь  (|||ункц1[^  иремеин);  а  иоатому  можно  сделать  [)а;иич- 
ныя  разлиженш  движен1Я  и  соотпГлтгвувииихь  ему  скоростей,  лишь  бы: 
1)  совокупность  вС'Ьхъ  составляющихъ  двизкен!!!  опредМялась  двенадцатью 

Н  кинематическими  элементами  и  2)  эти  элеменгм  Г(ыли  однозначнымъ  обра- 
"  зомч.  связаны  съ  первоначальными  12  коэффициентами.  Въ  цктяхъ  и  гидро- 
механики   и    теор1и    унругости  особенну»>  вткиость  иредсганляегь  разло 
жеше  движея1я  одвородно-измЬняемаго  Нла  на  сл1.дующ1я   четыре  сла- 
гаем ыхъ  движен1я,  И31.  которыхъ  каждое  определяется  тремя  кннема- 
|тическими  элемеитами: 
1)  поступательное  цвиженш, 
2)  вращательное  движен1е  около  мгновенной  оси, 
3)  удлиннен1я  пара.1лельио  трем!»  коордпнатнымъ  осямъ, 
4)  сдвиги  параллельно  тремъ  коордпнатнымъ  осямъ,  причемъ  предпо- 
лагается, что  плоскости  сдвиговъ  совпадают^  съ  координатными  и  что  у 
едвиговч>  отняты  соировождакишя  ихъ  врапц^пя  (ч{  (И)9). 
Этимъ  перем'Ьи1ен1ямъ  соотвЬтствуюгь  для  каждой  точки  скорости  г^^, 
*\,  г,,  г,,  геометрическая   сумма   которыхъ  даегь    полную   скорость  этой 
точки.  Составивъ  выражен ш  для  проекц1Й  всЛ;хъ  этнхъ  скоросгей  ва  ко- 

■  ордпнатныхъ  оснх1»  и  сравнив!»  полученвые  результаты  съ  общими  (|юр- 
мулами  (11.1ч),  мы  и  получимъ  возможность  выразить  входяиие  въ  эти 
формулы  копффЕцгенты  черезъ  кинематичесше  элементы  атагаемыхъ  дни- 
жен1П- 

616.  Скорости  лоступательнага  и  вращательнаго  движ0Н1й.  Пусть  точка 

(Хф  //г»,  я^),  занимак»шая  въ  данный  момени»  времени  положение  (Ер»  %,  С©), 

вдЬляетъ  своимъ  движен1емъ   посту  нательное  днижен1е  гЬла,  такъ  что 

* 

ровёдя  черезъ  точку  (;о*  '^ы,  С«)  подвижный  координатный  оси  (5'т)'С). 
остаюшшсл  (иэстоянно  параллельными  вервоначальнымъ,  такъ  что  для 
1ЩКОЙ-ни6удь  точки  31  (;,  т^,  С)  ткда  ея  новыя  координаты  так1я: 


—   626   — 


можемъ  для  скорости  этой  точки  написать  формулы: 

V'  =у  -^  р^е'  -ь  д^-ц'  ч-  в,^\  \  (1138) 

въ  которыхъ   три   посл-Ьднихъ   члена  соотв'Ьтствуютъ  остальнымъ  скоро- 
стямъ  г;,,  г;,  и  г;,. 

По  формуламъ  Эйлера,  при  вращени!  гЬла  около  мгновенной  оси,  про- 
ход^ей  черезъ  точку  {^^,  у\^,  ^): 

\ 

(1139) 


^= 

«>.^' 

— 

0)^ 

■п\ 

^щ= 

<",!' 

>• 

п 

;', 

«'1Г  = 

<1)^Т|' 

О) 

,^' 

Въ  однородно-изм-Ьняемомъ  тки*  прямыя  различнаго  направлен1я,  при 
томъ  же  перем'Ьщенш  гЬла,  поворачиваются  различнымъ  образомъ.  Чтобы 
внести  сюда  определенность,  мы  будемъ  подъ  вращен1емъ  однородно- 
изм'Ьняемаго  т'Ьла  понимать  вращен1е  его  осей  деформац1и 
(§  608),  какъ  такихъ  взаимно  перпендикулярныхъ  прямыхъ,  который  при 
деформащи  остаются  взаимно  перпендикулярными. 

617.  Скорости  удд|1ниеи1й.  Предполагая,  что  движете  однородно-изм'Ь- 
няемаго  гЬла  состоитъ  въ  томъ,  что  происходятъ  три  одновременныхъ 
удлиннен1я  параллельно  координатнымъ  осямъ,  причемъ  точка  ($о,  т^о>  ^) 
остается  неподвижною,  обратимся  къ  формуламъ  (1114),  зам^нинъ  только 
тамъ  X,  у,  г  черезъ  х\  у\  г\  а  ;,  тг],  ц  черезъ  $',  т/,  ^',  и  выполнимъ  дМ- 
ств1я,  указанный  въ  §  613: 

1__  й_(1ч  Е,)  ,,  _       , 
1-ьЕ,         йТ   "'  ""^^' 

1       Л{\-\-Е^ 


а( 


Ч'П 


_а(1-^Е,),_ 


1 


(1140) 


Коэффищенты 


(I  1д  (1  +  Е,)  _а1д(\-^Е,)  _  Л  1д  (I  ^ 


Е,) 


(1141) 


можно  назвать  скоростями  удлиннен1й  по  координатнымъ  осявгь,  по- 
тому что  каждый  изъ  нихъ  представляетъ  собою  пред'Ьлъ  отношен1я  къ 
единиц!,  времени  выражен1я 

Д  ( 1  -ь  Е) 
1  -4-  Е~  ' 


—    628 


Нть   совокупности   всЬхъ  трехъ  сдвнговъ.  лишенныхъ  вращен1й. 
получается  для  данной  точки  скорость  г^,  у  которой 


'з:  =    ^2^     -Ь    -^3^» 


^1-8. 


''з^  '^хЪ     ~^   ^2'  ' 


(1143> 


в19.  Скорости  вгъ  общегь  с^уча'к  АВ11жен1Я.  Обращаясь  опять  къ  ска- 
занному въ  §  615,  т.  е.  предполагая,  что  движеше  однородно-иззгЬняе- 
маго  гЬла  с-тагается  изъ  движен1Й,  перечисленныхъ  въ  §§616,  617  и  618. 

и^гКемъ: 

и'  =  и  ч-  V^^  -л-  г,^  -+-  г,^  , 


а'  =  и'  -ь  ь\^  -н  1*2^  -ь  «> 


»Г,' 


или,  по  формуламъ  (1139;,  Г1140)  и  (1143): 

и'  =^  и  -к-  г,;'  -I-  (Хд  —  (о^  )  г/  -+-  (х,  -ь  <о^)  ^  „ 
/•'  =  V  -Л-  (Хз  Ч-  <о^  )  ;'  -Ь  г^г/  ч-  (х^  —  а>,  )  ;', 
/(;'  =  /с;  ч-  (X,  -    <о^^)  ;'  н-  (х^  -ь  <о^  )  т/  -4-  е,;'. 


(1144) 


Сравнея1е  этихъ  формулъ  съ  формулами  (1138)  показываетъ,  что  во 
всякомъ  движении  однородно-измЬняемаго  гЬла  система  скоростей  можегь 
быть  разсматриваема  состоящею  изъ  скоростей  указанныхъ  движен1й  част- 
наго  вида^  потому-что  девять  параметровъ 


«Р     «2,     в»г     '^1-     '^'2-     ''•Зг     «>5,     <^П»     ^•^' 


(1145) 


могутъ  быть   определены    однозначнымъ   образомъ  черезъ  коэффиц1енты 
формулъ  (1138): 


«I  =  ^п 


е,  -  У,, 


Яа 


/у,    X,  =  ^  (Д,  Ч-  Рз),    Хз  =  \  (Р,  -Н  С,), 


\  =  2  <«' 


Л.).    ^Г,=    \(И,       -Р.\    ">.=     и^^  ^1^^- 


(1146) 


620.  Формулы  Коши  (СаисЬу).  Приложимъ  предыдущ1я  разсужден1я  къ 
безконечно-малому  элементу  какого-нибудь  измЬняемаго  гЬла.  Пусть  бу- 
деть  М  (?,  т),  1^)  точка  этого  элемента,  определяющая  своимъ  движен1емъ 
поступательное  движен1е,  а  //,  г,  (о  слагаемый  ея  скорости  А-.  Скорость  А' 
точки  Л/',  къ  ней  беаконечно-близкой  и  имеющей  координаты  5  -н  Д;, 
т)  -ь  Дт],  1^  -ь  ДС,  определяется  слагаемыми  и\  с\  ю'   который  получаются 
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изъ  и,  г,  ?г  подстановкою  туда  координатъ  точки  Ы';  поэтому 

и'  =  и  -ь  Дм  =  г*  -I-  -^  Д;  -4    -з-  Дт)  -+-  —^  Д^  и-  а, 
а;  (щ  0^ 

г  =  г  -ь  Дг-  =  г;  ч-  -^  Дг  -I-  -^  Дт)  -+-  ^  Дь  -+-  р,  ^       (1147) 

26'  =  /г  -4-  Д/г  =  ^г  -I-   ^:^  Д;  -Ь  - .     Дт)  -4-    ^  ^^  -*-  " 

гдЬ  а,  р,  7  дополнительные  члены  разложен1я,  которые  можно  отбросить, 
если  пренебрегать  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ  въ  сравнен1и 
съ  Д$,  Дт|,  Д^^,  т.  е.  если  элементъ  изм+эняемаго  т*ла  разсматрнвать  какъ 
гЬло  однородво-изм-княемое  (§  606).  Относительно  координатяыхъ  осей, 
проведенныхъ  черезъ  точку  М  параллельно  яеподвижнымъ,  точка  М'  им1>етъ 
координаты 

г  =  дг,  т/  =  дт,,  ;'  =  д;; 

поэтому  сравнен1е  формулъ  (1147)  и  (1144)  даеп.: 

ди  до  дю 

\1д1г       д1Л  \1ди       дш\  \1дг        ди\        .,,.„, 

1  /  дгс        дV\  \  I  ди        д1с\  \  I дк        ди\        ,,  ^  .^. 


10, 


Нужно  помнить,  что  зд'Ьсь  въ  частныхъ  производныхъ  предполагаются 
стояпи1Мп  координаты  точки  3/.  определяющей  своимъ  движешемъ  посту- 
пательное движен1е  элементами  что  вся  деформац1я  и  вращен1е  про- 
исходятъ  около  этой  точки. 

Формулы  (1148)  и  (1149)  пграютъ  важную  роль  въ  теор1и  упругости, 
а  формулы  (1150) — въ  гидромеханикЬ.  ОнЬ  называются  формулами  Коши 
(СапсЬу). 

Потещальнаа  Ф7нвц1а  скоростей. 

621.  УС/10В1Я  ея  существован1Я.  Въ  вопросахъ  гидромеханики  предста- 
вляется весьма  сушественнымъ,  им'Ьютъ  ли  отд'1ш>ныя  частицы  жидкости 
врап1ательныя  слагаемый  движен1я  или  ихъ  не  имГ.ютъ.-  Въ  посл'Ьднемъ 
сл}'ча1,  функщи  ?/,  г.  гг,  какъ  показываютъ  формулы  ( 1 1 50),  должны  удо- 
влетворять сл+>дующпмъ  услов1ямъ: 

дп'        дг        ^^       дн        д1с        ^       Ог        ди        ^  ,,  ,г^ч 

V:—  .^=0,      -р — ^=0,      >-—  ,    =0;  (1151) 

дг^        д^  дС,        д1  дг        е>т| 


'  ♦^  #-  ». . 


/      /  •        /*  •/   -.-^     •' 


^;1    ,'|; 
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|||||| I  II 


I 


(II  ••» 


(I  I  и.) 


—   631    —  §  622,  ф.  1157. 

Услов1е  отсутств1я  вращен1я  частицъ  изм'Ьняемаго  т'Ьла 
равнозначуще  съ  услов1емъ,  чтобы  существовала  потенц1аль- 
ная  функд1я  скоростей. 

При  существованш  вращен1я  формулы  (1144)  могутъ  быть  предста- 
влены сл1^дующивп>  образомъ. 

1;'  =  -^,Н-<о^Е'  — <о^С,  \  (1157) 

''''=$'^  «>5^  — <«>т)5'- 

Движен1е  слагается  теперь  изъ  движен1я  съ  потенц1аломъ 
скоростей  и  изъ  движен1я  вращательнаго.  Въ  этомъ  случае  можно 
написать: 

и'а^  -+-  'г'а-г]'  -ч-  1о'(1^'  =  йср  ^  (и"й5'  -ь  у^йт)'  ^ь  г(;"0.      (1 1  Г)7) 

3.  637.  Въ  какоиъ  движети  твердаго  т'Ьла  существуетъ  потенщальная 
Фувкц1я  скоростей? 

622.  Геометрическое   значен1е   потенц1альной  функц1и  скоростей.    Эта 

функщя  совершенно  аналогична  съ  потенщальною  функщею  силъ  (§  268 
и  сл'Ьд.).  Когда  она  дана,  мы  можемъ  составить  себ*  наглядное  предста- 
влен1е  о  распредЬленш  скоростей  въ  различныхъ  точкахъ  гЬла  для  дан- 
наго  момента  времени.  Проведемъ  поверхность 

Ф  (?,  ^,  ъ,  О  =  пост., 

причемъ  будемъ  ^  предполагать  постояннымъ.  Во  всЬхъ  точкахъ  этой  по- 
верхности скорости  къ  ней  нормальны,  потому-что  частныя  производный 
(1153)  пропорд1ональны  косинусамъ  угловъ,  образуемыхъ  нормалью  къ 
поверхности  въ  данной  на  ней  точк'Ь,  съ  осями  координатъ.  Дал-Ье,  по- 
добно тому,  какъ  величина  силы  въ  данной  точк-Ь  къ  поверхности  по- 
стояннаго  потенщала  силъ  равна  пределу  отношен1я  разности  значенШ 
потенщальной  функщи  для  двухъ  безконечно-блнзкихъ  потенц1альныхъ 
поверхностей  къ  отрЬзку  нормали  между  посл1>дннми, — точно  также  вели- 
чина скорости  равна: 

к  =  Пт.  ^  . 

Есля  ср  содержитъ  ^,  то  видъ  и  положен1е  потенц1альныхъ  поверхно- 
стей, а  поэтому  и  распред1и1ен1е  величинъ  и  направлен1й  скоростей  съ  те- 
чен1емъ  времени  меняется.  Если  ср  не  содержить  /,  то  въ  данной  точк* 
пространства  скорость  имЬетъ  постоянно  одну  и  ту  же  величину    и   на- 
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правлеше.  Въ  посл^днемъ  случае,  какъ  и  вообще,  когда  и,  ь\  гV  не  за- 
висятъ  явнымъ  образомъ  отъ  I,  двнжен1е  изм^няемаго  т^'вла 
называется  установившимся. 

Преобразованхе  одного  кратнаго  интеграла  и  аависимость 
между  пдотноотью  и  скоростью. 

623.  Преобразован1е  интеграла,  распространеннаго  на  поверхность,  въ 
интегралъ,  распространенный  по  объему.  Пусть  будетъ  ((I,  т),  ^  функщя 
непрерывная  и  однозначная  въ  разсматриваемой  области,  иричемъ  само 
собою  подразум-Ьвается,  что  для  этой  области,  существуютъ  и  частныя 
производный  этой  функщи  по  координатамъ;  озйачимъ  черезъ  8  прове- 
денную въ  этой  области  замкнутую  поверхность  произвольной  формы, 
удовлетворяющую  лишь  услов1ю,  чтобы  въ  каждой  ея  точк*  нормаль  им1.ла 
определенное  значен1е.  За  положительное  направлен1е  нормали 
будемъ  считать  ея  направлеше  внутрь  поверхности.  Тогда: 


Д  С5,  %  О  008  (п,  1)а8  =  -    С  ^1^^^^  а  г,         (1 1 


58) 


гд-Ь  первый  интегралъ  распространяется  на  всЬ  элементы  поверхности  5, 
а  второй  интегралъ  на  всЬ  элементы  объема,  заключеннаго  внутри  этой 
поверхности.  Для  доказательства,  построимъ  призму  съ  безконечно-малымъ 


Фиг.  253. 

поперечнымъ  с'Ьчен1емъ  о,  ребра  которой  параллельны  оси  ($)  (фиг.  253); 
если  она  пересЬкаетъ  данную  поверхность,  то  число  ея  входовъ  внутрь 
объема  равно  числу  ея  выходовъ.  Пусть  будутъ  {Л8)^,  (с18)^,  (й5)5,  — 
элементы  поверхности,  выр-Ьзаемые  призмою  при  ея  вход*,  и  (й5)а,  (Л8\, 
^^)с»  •  •  •   элементы,    вырезаемые   при   ея  выход*  изъ  поверхности.  Для 
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Г/  (г,  то  со,  (п,  ю  аз  =  -   С^^^  Ло, 

гд-Ь  Лз — элементъ  дуги,  а  Ло — элементъ  площади. 

624.  Зависимость  между  плотностью  и  скоростями  к,  «;,  1г.  Въ  §  610 

мы  разсматривали  иззгЬнен1е  объема  произвольно  выд-Ьденной  части  изм*- 
няемаго  гЬла  во  время  движен1я.  Неизм-Ьнность  массы  всякой  части  гЬла 
позволяла  при  этомъ  судить  и  объ  изм'Ьненш  плотности  (§  611).  Теперь 
мы  будемъ,  наоборотъ,  предполагать,  что  въабсолютномъ  простран- 
ств* выд'Ьленъ  постоянный  объемъ  Г,  ограниченный  замкнутою  непо- 
движною поверхностью  6\  и  будемъ  определять  происходящее  внутри  его 
изм'Ьнен1е  массы.  Въ  безконечно-малый  элементъ  времени  М  въ  него  че- 
резъ  некоторую  часть  5'  его  поверхности  входить,  а  черезъ  остальную 
часть  8'  поверхности  выходить  н'Ькоторая  масса  изм'Ьняемаго  т^ла.  Масса^ 
заключенная  внутри  объема  V,  меняется  въ  зависимости  отъ  распред*- 
.1ен1я  скоростей  и  плотности.  Вычислен1е  этого  изменен1я  двумя  различ- 
ными путями  дастъ  намъ  весьма  важную  зависимость,  которая  существуетъ 
въ  каждой  точк*  пространства,  занятаго  тЬломъ,  между  изм*нен1емъ  плот- 
ности и  изи'Ьнен1ями  проекц1й  скоростей  въ  этой  точк*. 

Объемъ  тЬла,  входяпцй  внутрь  даннаго  объема  V  черезъ  элементъ  г75' 
поверхности,  можно  выразить  сл^дующимъ  произведен1емъ: 

к .  С08  (п,  А)  ^5' .  Л/, 

гд*  п  направлен1е  нормали  къ  элементу  й8'  внутрь  даннаго  объема.  А 
именно,  этоть  объемъ  можно  разсматривать  какъ  объемъ  косого  цилиндри- 
ческаго  отр-Ьзка  съ  основашемъ  Л8'  и  высотою  к.Ы,со8{п,  к),  такъ  какъ 
к .  Л^  есть  путь,  пройденный  точкою  во  время  М,  а  этоть  путь  предста- 
вляетъ  длину  каждой  изъ  образующихъ  дилиндрическаго  отрезка.  Умно- 
живъ  этоть  объемъ  на  его  плотность  р  (на  среднюю  плотность  этого  объема 
или,  если  им'Ьть  въ  виду  переходъ  къ  пределу,  на  плотность  въ  одной 
изъ  точекъ  элемента  (18'),  получимъ  массу  объема,  вошедшаго  въ  область 
V.  Масса  всего  тЬла,  входящая  въ  эту  область  въ  течеше  времени  А/, 
выразится  интетраломъ 

Д/  1\'рсо8{п,  к)(18\  (1161) 

распространеннымъ  на  всю  часть  ^5'  поверхности  5.  Точно  также  масса 
т+.ла,  выходяшаго  изъ  области  V  въ  промежутокъ  времени  М  черезъ 
элемент!,  (18"  поверхности,  выразится  произведешемъ: 

—  кр  с()8  (и,  к)  (18'\ 

причемъ  поставленъ  знакъ  минусъ  потому,  что  въ  м-Ьстахъ  выхода  уголъ 
(н,  к)  тупой.  .Масса  всего  выходяпшго  т1иа  выразится  интеграломъ: 

—  М  1'кр  (:о8  (п,  к)  (18\  (1 162) 


—   635   —  §  624,  ф.  1166. 

распространеннымъ  на  всю  часть  5"  поверхности  5.  Кром-Ь  эдементовъ 
интеграловъ  (1161)  и  (1 162)  существуютъ  еще  элементы,  для  которыхъ  уголъ 
(п,  к)  прямой;  но  эти  элементы  могутъ  быть  безразлично  присоединены 
къ  тому  или  другому  интегралу.  Разность  между  этими  интегралами,  т.  е. 

М    Гкр  С08  (п,  *)  (18,  (1163) 

распространенный  на  всю  замкнутую  поверхность  5,    опредЬляетъ  собою 
приращеше  массы  гЬла,  произошедшее  въ  объем*  V  въ  течен1е  времени  АЛ 
Ту  же  самую  прибыль  массы  можно  выразить    иначе.    Въ  моментъ  I 
масса  элемента  с1У  даннаго  объема  равна: 

а  въ  моментъ  1-\-Л(,  когда  плотность  въ  томъ  же  мЬст*  пространства 
получаетъ  11риращен1е  ^^  Л/,  масса  того  же  элемента  объема  будетъ: 


(р.*Л,).К. 


а  поэтому  прибыль  массы  элемента  (IV  равна: 


а  для  всего  объема   Г  она  выразится  ннтеграломъ 

Л/    С^<^У.  (11()4) 

Сравнен1я  формулъ  (1163)  и  (1164),  по  разд1>леши  на  М,  даетъ: 

1рксо8(п,к)с18=  /   ^^^-  (11Г>5) 

Принимая  во  внимаше,  что 

к  (Ю8  (п,  к)  =  и  С08  (п,  ;)  ч-  о  со8  (п,  тг))  -ь  гс  С08  (м,  ^), 

и  прим'Ьняя  формулы  (1158)  и  (1100),  можемъ  написать: 

/  рк  008  {и,  к)  (18  =  I  ри  со8  (и,  I)  (18  -\-  1  ргсо8  (/«,  т])  (/5  -н 

-ь  /  [*и'  С08  (и,  ^)  ^5 

поэтому  равенство  (1165)  иринпмаеп.  видъ: 


ыя 


V  •  д4м«|  ч  .  /<       '>а141А4«^г А  ^#! .    ,ии1 1  <|,^^/^^4I1^6- ^     *'-:-<•  «^^ .      'Л  ':#  '^    ''-*Г.  -Д^  *'*'*     ^  <   ^чй!^ 

^1^      -{л/.      ^А^     /^;а'^  ...... 

.  #        ^    ^  ^      '         '•  -  <*^ 

^        ^4         /Г.  4^ 

>^  //^  >>^  <^  '^    '^         >^    У^  ^     ^  -1*         ^ 

//  V/  //:  //^  /А     <^  V/      ''/<'  <     ^  ^  4Г 

//^'       ////        //*' 

/фиг  ^?М;.  по  п||<1ПМ'/.|Ыи  ;1Л^?к^?ята  вр^м^гяи 
/♦/  /,м.|  мйи^и,  имо'ж/'И!'-  Л/',  1гь  кг/торонг 
"  1и.  ыпщгнп.  /  ии«о,гил4г1,  ,|(|угян  точка  ^^Г,: 

н.|  НО'  ||.,|мии  И1.  мггь  ж^*  промгжутокг  В1н?- 
игми    1М'|»гк1.<  им»м  I.   иг  положен!*'  Д/,',   ко- 

р.рпг  МЬ  ИоИгИП.  /  {«{КИМПЛИ  1(И*ТЬЯ  ТОЧКИ 
л/,,  ||>1  1оЧ1.'1  ИЬ  Н'НИН*  И|М«ИГИИ  М  1П*р«*ШЛ11 
М1.  11м|1|Л;г111»'   .1/,'.    I  |1.    ИЬ  МОМПНГЬ  /   НЯХОДН- 

♦.и1.   |ич|.»    .1/,     м    I     I     |'.т    1мм«1. 1.    .1/.  .1/,.  .</„  Д/.-.  оЛраиуг'П.  лин1ю, 
Ьмииум!  1 1М||Ь  11М1   Ч1и  МММ  1и.  и-чпИг  иргмгни  л/  пгргм  Ьщагтги  вдоль 
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»/ 

м 

9 
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'■♦  1 
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■^А-Ш" 


Фиг.  256. 


заключающую  внутри  себя  точку  М,  Эта  частица.  кромЬ  деформащи  и 
поступательнаго  двпжен1я.  обладает!»  вращен1емъ  около  мгновенной  оси, 
которую  можно  считать  проходящею  черезъ  точку  М.  На  этой  оси  возь- 
.мемъ  точку  М'  (фиг.  250),  безконечно-близкую  къ  Ж,  и  будемъ  ее  раз- 

сматривать  какъ  точку  новой  безко- 
нечно-малой  частицы,  лерем'Ьщенхе  ко- 
торой тоже  можно  разсматривать  какт. 
состоящее  изъ  деформащи,  поступа- 
тельнаго перем!>щен1я,  опред-Ьдяемаго 
11ерем'Ьщен1емъ  точки  М\  и  изъ  вра- 
щен1я  около  мгновенной  оси,  прохо- 
дящей черезъ  эту  точку.  Беря  на  этой  оси  точку  Л/",  безконечно-близ- 
кую къ  М',  и  продолжая  дальше  прежн1я  разсужден1я,  получимъ  после- 
довательный рядъ  точекъ,  который  въ  иредЬлЬ  сольются  въ  сплошную 
ЛИН1Ю,  обладающую  свойствомъ,  что  въ  каждой  ея  точк*  каса- 
тельная къ  ней  опред'Ьляетъ  направленхе  мгновенной  оси  вра- 
щен1я  безконечно-малой  частицы,  заключающей  въ  себ*  эту 
точку.  Такая  лишя  называется  лин1ею  вихрей.  11онят1е  о  ней  введено 
въ  механику  Гельмгольцемъ  (\У1гЬе1Ип1е). 

Очевидно,  что  во  всякШ  данный  моментъ  времени  черезъ  всяую  точку 
гЬла  можно  провести  лин1ю  вихрей,  если  только  деформац1я  т*ла  сопря- 
жена съ  вращен1емъ,  т.  е.  если  въ  разсматриваемой  области  не  суще- 
ствуетъ  потенщала  скоростей.  Съ  течен1емъ  времени  положен1е  вихревой 
ЛИН1И,  проходящей  черезъ  данную  точку,  вообще  говоря  мЬняется;  но  эта 
лин1я  можетъ  оставаться  и  непзм-Ьнною,  если  движен1е  гЬла  устано- 
вившееся (§  622). 

Чтобы  составить  уравнен1я  вихревой  лин1и  для  даннаго  момента  вре- 
мени, выразимъ  аналитически  указанное  выше  свойство  вихревыхъ  линШ: 
если  (?$,  (/т|,  (1^  суть  проекши  безконсчно-ма.1аго  элемента  с18  дуги  этой 
лнн1и.  то 


со. 


<«)^ 


Ксли  принять  во  внимание  формулы  (1150),  го  получаемъ 


г/; 


(1ъ 


<Г^ 


тс 

дг 

дн 

Оы- 

Ог 

Он 

Ог, 

^^ 

^>^ 

а\ 

о\ 

бг, 

(1177> 


два  оовокупныхъ  дпфференц1<иьныхъ  уравнен1я  лин1й  вихрей. 

11нтегрнриван1е  ихъ  даеп.  опять  уравнен1я  вида  (11Т2),  въ  которых1^ 
1|роизвс1Льныя  постпянныя  могуп.  оыть  опргд'Ьлены  по  координатамъ  той 
то»|КИ,  черезъ  к^лорун^  лижна  проходить  лин1Я  вихрей. 


Вг- 


^^'•Т^       ^Т-Л^ 


:сГ^1- 


о-- — 
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кулярную  къ  мгновенной  оси.  Очевидно,  что 

к^  =  а>.  Ат  =  о) .  г 

&!  С08  (А:",  ск|)  =  тш' .  соз  (тЧпп)  =  тп  =  г  йО, 

гд*  т'  проекц1я  точки  М\  смежной  съ  М,  тп— перлендикуляръ,  опущен- 
ный изъ  т  на  Ат\  г  и  в — полярныя  координаты  точки  ш  при  полюсЬ  А. 
Въ  виду  этого 

г  =  /V  с18,  соз  (Г,  Оз,)  =  /*«>г2  М  =  (О  /V-  о(1), 
• 
гд*   интегрирован1е   распространяется   по  площади   о,  ограниченной   ли- 
шею  «/,  проекщею  линш  «^  на  плоскость,  перпендикулярную  къ  со.  Пло- 
щадь эта  выражается  интеграломъ: 


-^' 


й»; 


поэтому 


с  =  2Ш0. 


(1182) 


у  ' 

.>^., 

/"~У  ■ 

/■    /. 

/'  ■■   / 

,^  /    ■ 

<..^ 

/-    / 

/     "^ 

V    •        >• 

/        , 

1   А. 

-А■^^- 

\  7- 

Приложимъ  этотъ  результатъ  къ  лин1и  5,  ограничивающей  на  какой- 
либо  поверхности  область  конечныхъ  разм'Ьровъ.  Для  этого  разобьемъ  эту 

область  на  безконечно-малые  элементы 
какими-нибудь  двумя  системами  линШ 
(фиг.  258).  Прилагая  къ  каждому  эле- 
менту равенство  (1182)  и  суммируя,  по- 
лучаемъ  въ  правой  части  удвоенную  сумму 
напряжен1й  всЬхъ  вихревыхъ  нитей,  иро- 
ходящихъ  внутри  контура  5,  а  В1,  лЬвоЁ 
части  сумму  циркулящй  по  всЬмъ  эле- 
ментамъ  данной  области.  Но  эта  посл-Ьд- 
няя  сумма  сводится  къ  циркуляц!»  толь- 
ко по  лиши  5,  потому- что  на  каждой  ли- 
Н1и,  разграничивающей  два  элемента  об- 
ласти, въ  выражен1и  циркуляд1и  будутъ  получаться  элементы  попарно  рав- 
ные, но  съ  противуположными  знаками,  сообразно  со  знакомь  со8{к\  вз), 
Такимъ  образомъ  пропадутъ  всЬ  члены  кром*  гЬхъ,  которые  соотвЬт- 
ствуютъ  вн+.шней  границ*;  а  эти  посл*дн1е  дадутъ  циркулящю  по  всей 
ЛНН1И  .<?.  Итакъ 

0  =  21,0)0,  (1188) 

Такъ  какъ  а  есть  площадь  поперечнаго  с'Ьчен1я  вихревой  нити,  то, 
означая  черезъ  п  направлеше  нормали  къ  поверхности,  которой  5  слу- 
жить контуромъ,  можно,  при  опред'Ьленномъ  выбор1>  между  двумя  наира- 
влен1ями  этой  нормали  для  каждаго  племенга  (18  поверхности,  написать: 


Фиг.  258. 


о  =:  Г/Л'С05(//,  <о), 
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§  634.  ф.  1189. 


!1ея1е  зависят!,  отъ  иоложев1Я  ея  точки  приложешя,  приходихъ  къ  за- 

шточенш,  что  условГе 

есть  услов1е  сущоствован1я  поверхностей,  ортогональныхъ  къ 
силовымъ  лин1ямъ  (§  272).  Мы  вндимъ,  тго  для  существовашя  га- 
кихъ  поверхностей  н'Ьтъ  необходимости,  чтобы  силы  им'Ьли  I10теЕща^ьнув^ 
функщю, 

Уоловш  для  скоростей  на  граннцахъ  иан^^^няемаго  т&ха. 

634,  Скорости  точ(Зкъ,  находящихся  на^поверхностяхъ,  ограничиваю- 
и;ихъ  изменяемое  Нло,  удовлетворяютъ  н*которымъ  услов1ямъ,  которыя 
нужно  аринимать  во  вннман1е  во  всякою!  вопросик  механики  изм1>аяемага 
гЬла,  За  основаше  примемъ  следующее  иоложен1е:  Въ  движен1[1изн1>- 
няемаго  т'Ьла,  слЬдующемъ  закону  неразрывности  матерди^ 
точки,  которыя  въ  какомъ-нибудь  положен1И  т-Ьла,  находятся  на 
ограничивающей  его  поверхности,  постоянно  на  ней  и  остаются. 
Для  поясненгя  этого  представимъ  себ^  въ  какомъ-нибудь  положеши  гЬла 
беаконечно-иалый  шаръ,  принадлежа  пай  этому  гКлу  и  постоянно  касаю- 
Щ1ЙСЯ  его  поверхности.  ПоаН  н1>котораго  перегЬщен1Я  ткда  этотъ  шаръ 
обратится  въ  эллипсоидъ,  а  центръ  его  станетъ  цеятромъ  эллипсоида 
(§  607);  онъ  ПОЭТОМ}^  ее  можеп!  придти  на  поверхность  г1>ла.  Отсюда 
сл'Ьдуетъ,  чти  никакая  точка,  находящаяся  внутри  тйла,  не  можетъ,  при 
неразрывности  матери!  мосл'Ьдяяго,  придти  на  его  поверхяостъ.  Обратно, 
точка  Ж,  находящмся  на  [шверхности  т1^ла,  не  можеп>  войти  внутрь  его; 
потому-что,  если  бы  это  случилось,  то  при  обратномъ  движенш.  когда  всЬ 
точки  возвратятся  въ  свои  иервоначальныя  положен1я,  точка  М  возвра* 
тилась  бы  на  иоверхность  гЬла.  А  это,  по  предыдущему  невозможно* 

Выразимъ  вышеприведеяное  положен1е  аналитически.  Пусть  будегь 


Г  (5,  %  ;, !)  =  о 


(1189) 


уравнен1е  одной  нзъ  поверхнос1ч.^й,  огранпчивашщихъ  изменяемое  тЬло. 
Зд1>€ь  входип>  1^  потому-что  видъ  и  положен]е  поверхности  могутъ  съ  те- 
чен1емъ  времени  изменяться.  По  проществ!И  времени  М  точка  ($,  %  <,) 
переходить  въ  положен1е  (Е-нД5,  ц-^-Ат),  !^н-АС)  на  изменившейся  ш>- 
верхности,  такъ-что  координаты  этой  точки  удовлетворяюгь  условш: 

Вычитая  отсюда  вьфажеше  (1189),  д1»ля  на  М    и    переходя    къ  пре- 
д'кту,  находимъ: 

ОР  д}        дГ   &г^         0^  5        ^'  =  О 
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или 

дЕ  дГ  дГ  дГ       ,^  ,         , 

ГеометрическШ  смыслъ  этого  услов1я  намъ  изв'Ьстенъ  изъ  §  299;  его  можно 

такъ  представить: 

1    дУ 
ксо8(к,п)=—-  —  ,  (1191) 

гд*,  сообразно  съ  гЬмъ  или  другимъ  направлен1емъ  нормали  (л): 

Въ  частности,  если  поверхность  (1189)  неподвижна,  мы  получаемъ 
очевидное  услов1е 

СА)8  (к,  п)  =  0. 

Если  два  изм'Ёняемыхъ  гЬла,  наприм'Ьръ  дв*  жидкости,  прикасаются 
другъ-къ-другу  по  поверхности  (1189),  не  смешиваясь  мевду  собою,  то 
дв4  смежный  частицы  ихъ,  М  и  М',  лежапця  на  этой  поверхности  раз- 
дала, могутъ  им^ть  различный  скорости;  такъ-что  функщи  и,  V,  гг;  при 
переход*  изъ  одного  гЬла  въ  другое  могутъ  претерпевать  разрывъ;  но 
при  этомъ  скорости  частидъ  М  и  М'  должны  всетаки  удовлетворять  усло- 
в1ю,  выражающему,  что  эти  частицы  прилегаютъ  къ  одной  общей  поверх- 
ности. Итакъ,  для  точки  М  имеемъ  услов1е  (1190),  а  для  точки  М'  по- 

добное-же: 

дР  ,       дГ   ,      дГ    ,      дР      ^ 

д1  сЬ]  с^^  01 

Вычитая,  находимъ: 

дР  дР  дР 

-^  [и— и')  н-  ^  (I;  -  г')  -ь  -^  {гс  —  р.')  =  0.  (1192) 

Геометрическ1й  смыслъ  этого  услов1я  тотъ,  что 
к  008  (А,  п)  —  к!  С08  (к\  п)  =  О, 

т.  е.  проекц1я  относительной  скорости  к  —  к'  точекъ  М  и  М'  ни 
нормаль  къ  поверхности  раздала  равна  нулю. 

3.  648.  Въ  жидкости  двигается  поступательно  твердый  шаръ,  причемъ  его 
центръ  остается  на  оси  ($).  Выразить  услов1е  для  скоростей  частицъ  жидкости, 
прплегающихъ  въ  поверхности  этого  шара.  Отв.:  Если  уравнен1е  шара: 

[5-/(0]' +  т,»ч-:» -1^=0, 

то  услов1в  (1190)  даетъ: 

15  -/(«)]»  -ь  т,г  +>=[$-/  (0]  ^-[^ 
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§  635,  ф.  1195. 


Уокорен1а  въ  движенш  измФнаемаго  т^а. 

635.  Общ1Я  формулы.  Сл'Ьдуя  принятому  нами  порядку  изложешя  ки- 
нематики, мы  должны  были  бы  перейти  къ  изучешю  ускоренШ.  Но  для 
гидродинамики,  какъ  и  для  теорш  упругости  подробное  изучен1е  этого 
вопроса  существеннаго  значешя  не  им*етъ;  мы  ограничимся  поэтому  только 
основными  формулами,  который  будутъ  дальше  имЬть  приложеше. 

Проекщи  ускорен1я  какой-либо  точки  изм'Ьняемаго  гЬла  можно  соста- 
влять, исходя  или  изъ  основныхъ  уравнешй  движетя  (1111)  иди  изъ 
формулъ  (1133)  для  щ  V,  го,  Въ  первомъ  случа*  им*емъ: 


д^Т) 


'"^^^^  61' ' 


гЮг  = 


д1^ 


(1194) 


гд*  стоять  знаки  частныхъ  производныхъ,  потому-что  Е,  1Г),  ъ  зависятъ 
еще  и  отъ  х,  у,  2.  Во  второмъ  случа*,  такъ  какъ  и,  V,  го  разсмотри- 
ваются  какъ  функдш  отъ  I  и  отъ  ?,  т].  С,  а  посл'Ьдтя  перем'Ьнныя  суть 
сами  функщи  отъ  I,  им*емъ: 

ди        &и  61        ди    д-ц        ди  д^  . 
'Ж   ^^'^  &П   ~д1  ~^  Ж   ^^ 


"'?= 

дЬ 

&и 

— 

д1 

\= 

61 

IV.  ■= 

дю 

ди 

д1 


ди 

^   А.' 


ди 

•"'ас' 


61  6'т\ 


го 


6о 
6^ 


6и' 


дго  дгс 

(Щ  6^ 


(1195) 


Для  этого  случая  опред'Ьлен1е  ускоренШ  требуетъ  впрочемъ  нЬкотораго 
разъяснешя.  Обратимся  къ  основному  опредЬлешю  ускорен1Я,  какъ  геоме- 
трической производной  скорости  и  составимъ  выражен1я  для  проекпдй  на 
координатныхъ  осяхъ  геометрическаго  приращен1я  скорости.  Точка,  зани- 
мающая въ  моментъ  (  положен1е  (?,  •»],  ^)  и  имеющая  скорость  к  (и,  г,  го), 
получаетъ  во  время  М  перемЬщеше,  имеющее  своими  проекщями 

иМ,     оМ,     (оМ, 

и  приходить  въ  положеше,  определяемое  координатами 

Это  точка  им^егь  поэтому  въ  моментъ  1-^М  скорость  к\  опред'Ьляемую 

н'  =  и  (5  -1-  г1М,  7]  н-  оМ,  ^  -ь  г^М,  I  -I-  М\ 

I;'  =  г;  ($  -+-  иМ,  т^  -I-  гД/,  ъ  -Ь  2г;Д^,  /  -+-  А/), 

го^  =  «г;  (5  -+-  иД^,  7)  -н  оМ,  ц  -+-  гоМ,  I  -ь  Л^). 


слагае>1ыми: 


—   650   — 

Ьи5ьД1*1'Н1»  «*Т1»1'о  Д1Л  ироекщй  1ч;оме1рическаг(>  прираш<?шя  7—/.  находить: 


Он      .^       ои     ^^       Он 

^'       К4         ^         л. 
виг.  (С 


о#<     ,        он     ^        ок 
*'    —  *г  =         аДгч-         гЛ/ч-    ^    »гД/ 
0:  т,  о^ 


&1 


д/- 

Дг 

д/ 


1*1  К}  д^^  1    иидн! .  ЧТ1  для  ироекшЛ  ускирЬЕШ  фориулк 


#'  .   ==    >«|». 


#<,  =^  И»!  .  9г^  =  1т*  — 


Дг      •  '  ■'.  Д; 


дг 


ш  г*::  иг 

л  П  ГЦ 


I*:      |Г  ,      1*: 

7*^      ^^  I  '^ 


-р-  .    1Г 


4       П'^ 
/Г.      //Г 


Ыи    Бел 


11^1 


В^N»^<ьва«  жкджмрп  ж 


вж 


•Я7.  Идмлммм  «идшиггъ    ГЬиш.ис!  г^||17  н.^ль  "'^  ягхаяик*  тверхаг:^ 
»иг.»ыь.1м  .».  и.и1.11.|.>1ма..     |1ы  .1   111.  «г'миикь   жнлкости  уироотимь  нашу 
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638,  ф.   1197. 


задачу,  зазсЬн11въ  жидкости,  д*йствительЕО  существуют»»  вг  природе, 
жидкостью  идеальною,  къ  которой  существующая  жидкости  могуп, 
приближаться  въ  большей  или  меньшей  степени.  Всякая  жидкость  под- 
вержена, кровгЬ  внЬшнихъ  силъ,  дМствующпгь  на  ея  наосу  и  на  ея 
поверхность,  еще  снламъ  внутреннпмъ,  происхождеше  которыхъ двоя- 
1сое:  1)  оп%  завнсятъ  отъ  физпческихъ  свойствъ  самой  жидкости  и  2)  оиЬ 
развиваются  отъ  д^йств1я  внЬшннхъ  силъ  и  соотвЬтствуюгт!  сопротнвле- 
п1ямъ  связей,  который  мы  разсматриваемъ  во  всякой  систем-Ь  матер1аль- 
ныхъ  точекъ.  Между  внутренними  силами,  зависящими  отъ  физипескнхт. 
свойствъ  жидкости,  обыкновенно  различаются:  а)  силы  сд'Ьилен1я  и 
взаимнаго  притяжешя  между  частицами  и  Ь)  трен1е.  Силы  сшЬплешя  про- 
являются въ  такъ  называемыхъ  капиллярныхъ  явлен1яхъ,  а  силы  трен1я 
обнаруживаются  главнымъ  образомъ  въ  внд11  вязкости,  тягучести.  Опытт* 
показываетъ,  что  даже  въ  самой  подвижной  жидкости  существуюгь  эти 
оба  вида  вяутреннихъ  сопротивлен1й.  хотя  он*  могугь  проявляться  и  въ 
слабой  степени.  Мы  сдЬлаемъ  весьма  существенное  упроик*Н1е  задачи 
гидростатики,  иредположивъ,  что  внутренн1я  силы  отого  рода  отсутствуютъ, 
Въ  такомъ  предположен1и  мы  будемъ  называть  жидкость  идеальною 
или  совершенною. 

Гилы  же  второш  рода  являются  въ  жидкости  въ  вид1,  взиимныхт* 
данлен1й  между  частицами  и  вазывакггся,  въ  случаЬ  равновЬс1Я  жидкости, 
гидростатическими  давлен 1ями. 

638.  Вн%шмш  силы*  зав11ся1Ц1я  отъ  шассы.  Пусть  будетъ  /*  сила,  дей- 
ствующая на  безконечно-малукк  частицу  жидкости,  имеющую  массу  т. 
Такъ  какъ  сила,  д'[;йствующая  на  массу  конечной  величины,  конечна,  то 
вообще  говоря  /  н  т  безконечно-ма.1ыя  одного  и  того  же  порядка,  и  нтно- 
шен!е  /*  къ  т — величина  конечная.  Условимся  называть 


/• 


т 


(11!»Т) 


силою,  расчитанною  на  единицу  массы,  или  силою,  отнесеннок» 
къ  единнц^^  массы. 

Переходъ  къ  аредЬлу  мы  будемъ  зд11сь  понимать  схЬдующимъ  образомъ* 
Инутри  частицы  т  возьмемъ  какукьнибудь  точку  М  п  будемъ  )'11еньшать 
частицу  т  такъ,  чтобы  точка  М  оставалась  въ  ней  заключенною.  На- 
тшсанный  выше  предЬлъ  даетъ  то  значен1е  отношеитя  /'  къ  т,  которое 
при  г>томъ  получается,  когда  т  стремится  къ  нулю.  Каждой  точкЬ  жид- 
кости будетъ  гакимъ  образомъ  соотвКтствовать  определенное  значенге 
воображаемой  силы  1\ 

Легко  видеть,  что  эта  сила,  если  пренебрегать  безконечво-малок»  ныс- 
пшто  порядка,  равна  тому  ускоренш,  которое  сила  /'  сообимиа  бы  ча- 
стиц* т,  если  бы  эта  послЬдняя  была  свободна. 
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Силу  V  мы  будемъ  изображать  въ  вид^Ь  вектора,  пм'Ьющаги  паправл1*- 
Н10  д'Ьйстнитслыюй  силы  /;  а  нач^иомъ  этого  вектора  будемъ  считать 
точ1|у  ЗУ,  которою  опрсд'Ьляется  иоложеп1е  частицы  т.  Пусть  будутъ  /^.  /у,  [. 
проектии  на  координатныхъ  осяхъ  силы  /!  а  X,  Г,  X — 1фоек1ии  силы  1\ 
Тогда  на  ()Снован1и  сказаннаго: 


Л'  =  Иш. 


4 
т 


У  =  Ит. 


т 


Х=Пш.  -^= 


^п 


(11\)Ь) 


Съ  переходомъ  оть  одной  частицы  жидкости  къ  другой  сила  У  виоби[г 
говоря  м1;няется  по  величин*  п  по  направлен!».):  иоэтому  сл'Г.дуетъ  X,  )'.  X 
рассматривать  какъ  фуншци  коордннатъ. 

Пусть  будеп»  р  средняя  илотность  частицы  т  или,  какъ  можно  ска- 
зать, пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ,  плотность  въ 
точкГ.,  иоложен1емъ  которой  опред'Ьляется  положеи1е  частицы  т.  Эта  илот- 
ность. въ  ]1оложен1и  равнов'Ьс1я  жидкости  является  тоже  функщен»  коо1ь 
дпнатъ.  Можно  написать: 

т  =  рДГ,  (1199) 

гд'Ь  ДГ  объемъ  частицы  т,  и  можно  сказать,  что 


/Ф  =  иш,  /, 


(12ПМ) 


есть  сила,  д'Ьйствующая  на  частицу  т  но  расчитанная  на  единицу 
объема  или  сила,  отнесенная  къ  единиц*  объема.  Проекщи  этой 
силы  на  осяхъ  координатъ: 

Хр,   Гр,  Яр.  (1201) 

ронебрргяя  л*»чко1!Рчнп-малыми  высшихъ  порядковъ,  можно  написать: 

/,  =  ХрД  V,     /;  =  >>Д  к,     /;  =  2рДГ.  ( 1 202 ) 

639.  Внешнее  давлен1е.  ^1тобы  выражать  внешнее  давлен1е,  действую- 
щее на  грани [1ахъ  жидкости,  вавгЬтимъ  опять,  что  результатъ  Д'1»йств1я 
даалеа1и  на  ошжп»  йтой  гцаницы,  имеющую  конечные  размЬры,  выра- 
жается конечными  числами ;  поэтому  давлен1е  ^  на  элеменп.  Д.ч  этой 
о«>лааи  одноп»  сь  ;>тимъ  алементомъ  порядка  малости.  Будемъ  называть: 


д  :=  Ит,  - 


^8 


(1203) 


Д{|ил4^111еиц  отпесеипымъ  къ  единиц-Ь  площади,  и  условимся,  изо- 
б|II1аг^Ш|  ^0  воображав алуги  силу  д  векторомъ,  им'Ьн)1цим1>  направлен1е 
ирилож1'Н1я  ту  точку,  которая  опред!>.1яетъ  собою  поло- 
Д5.  Кати  пг^лачить  черезъ  (?„  ^^,  ^,  проеьчии  на  осях1. 
у^  11  ч*.'|)гзъ  ^^  д^,  д^ — силы  7*  то  можно  написать: 


Пт.^^   д,=  Кт.|^.   ^^=ит.1^ 


(1204) 


говоря  ^^  С,,  У^  суть  функц\и  координагь. 
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Пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядк'овъ.  можно  написать^ 

Я.  =  Ч>%     9,  =  4,^8,     «.  =  9А^'.  (12051 

3.  660.  Выриаить  силу  тяжести,  действующую  аа  жидкость  п  отнесен ну1 
къ  едиииц-Ь  массы  или  ггь  единице  ооъена,  Отв.г  //  и  «ур. 

3.  вб1.  То  же  сд'Ьяить   дла  Ньютииовон   силы  притяжеихл.    Утп*:  -«  и    ^. 

гд11  г^разстояше  частицы  жидкости  отъ  центра  лритяжен]Ят    я  х — сила,    д-к! 
Ствующяя  на  единицу  массы  на  единт1Ц'1>  разстоян1я. 

3.  652.  Жпд|«ость  находится  въ  сред!!,  вращающейся  съ  иоетоя иною  угле 
вою  скоростью  ш  около  оси  постоявнаго  неправленая.  Опред^лить  дкоству* 
щую  на  жидкость    центроб-Ьжиую   силу,   отнесенную    кь  единице  массы  иля 
къ  единиц-Ь  объема.    От  в/  ш^г  или  ш'^р/,  гд-Ь  г— ризе  горние  частицы  жидкост 
отъ  оси  врйщен1я. 

3.  653*    Н»  поверхности    несжимаеиой    жидкости   д^истнуетъ    одиваковс 
по  всйхъ  точкахъ  дппленле  газа  съ  силою  въ  «»1  атмосферъ».    Определить   да 
влен1в,  отиесеиное  къ  единицЬ    илощадн.    Отв.:    Нзи^стно^    что    атмосферное 
давлен1е  на  одпнъ  квадратный  сантиметръ,  соответствующее  высоте  барометра 
въ  760  милнметровъ,  пзмЬряетса  103В  в'Ьсовыми  граммами;  поэтому  1033  п  вгЬс< 
выхъ  граммовъ  и  будегь  искомое  давление,  действующее  навсякхи  безконеыло^ 
малый  элемонтъ  поверхности,  но  отнесенное  къ  единице  площади* 


Гидростатическое  давлен10, 

640.  Опрех^пвше.    Когда  идеальная   жидкость,    при  Д'Ьйств!И   на  1? 
ннЫпннхъ  снлъ,  находится  въ  покое,  тогда  каждая  частица  ея    испытьн 
ваетъ  давлен1е  окружающихъес  частицъ, 
яоторае   называется  ги дросгати ческ нмъ 
давлен^емъ.  Для  выяснеи1я  этого  понят1д 
и  для   из.м1фен1я    этой  силы  ароведемъ 
лгысленво  внутри  жидкостя,  находящейся 
н'ь   равновесии,    произвольную    поверх- 
ность АБ.   разделяющую  жидкость   на 
две  части  1  и  II  {фиг,  260).  Если  часть  II 
удалить,  то  вообще    говоря   равновес1е 
I  части  нарупштся.  Чтобы  ее  удержать 
въ  равновес1и.  нужно  во   всех1>  оезко" 
нечноиальлх!.    элементахъ    поверхности 
АВ  приложить  н'Ькоторьш  силы,  который 
|фоизводили  бы   то  же  давлен1е,  какое 
производила  раньше  II  часть  яшдкости  иа  I  часть.  Эти  силы  и  иредста 
вляютъ  собою  гидростатическ1Я  давлен  1я,  которыя  д^^йствуютъ  межд 
частицами  жидкости  I  и  жидкости  II,  лежашими  у  поверхности  раздЬла 

Такое  иредставлен1е  вполнЬ  аналогично  представленш  о  соиротив.!е«^ 
н1яхъ  связей  въ  Еакой-нибудь  си  стел*  матер]  ал  ьныхъ  точекъ,  гд*  атя 
сопротивлен1я  разсматриваются  какъ  силы»   который  нужно  црнсоединит 


л. 


г 


Фиг.  261. 
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(фиг.  261).  Одно  основаше  цилиндра,  А^,  возьмемъ  параллельнымъ  пло- 
скости (у-г)  на  разстоянш  (х^)  отъ  этой  плоскости,  другое  основаше,  А, 
съ  площадью  а,  возьмемъ  наклоннымъ  къ  плоскости  (уг)  подъ  угломъ  а; 
за  высоту  Н  цилиндра,  счи- 
таемую конечною, примемъ 
разстоян1е  какой  нибудь 
точки  этого  посл-Ьдняго 
сЬченхя  отъ  перваго.  На- 
пишемъ  услов1е,  что  въ 
случа'Ь  равнов^с1я  сумма 
проекщй  всЬхъ  дфйствую- 
щихъ  на  цилиндръ  силъ 
на  оси  (х)  равна  нулю.  За 
элементъ  объема  цилиндра 
можно  принять  аЛх,  а  за 
элементъ  массы  раЛх.  Означая  черезъ  р^  к  р  средн1я  гидростатическ1я 
давлен1Я  на  концахъ  цилиндра,  за  которыя  можно  принять  давлен1я  въ 
точкахъ,  лежащихъ  на  одной  прямой,  параллельной  оси  (х),  и  принимая 
во  вниман1е,  что  давлен1я  |на]  боковую  поверхность  цилиндра  во  всЬхъ 
ея  точкахъ  перпендикулярны  къ  оси  (х),  находимъ: 

0^  /    Хр(1х  -н  р^о^  —  ро  соз  а  =  0. 

Отсюда,  такъ  какъ  о  со8  а  =  о^,  получаемъ: 

р  =  Ро-^   I*  ХрОх.  (1208) 

Это  и  показываетъ,  что  отнесенное  къ  единиц*  площади  гидростатическое 
давлеше  въточк'Ь  А  не  зависитъ  отъ  угла  наклонешя  площадки  о  къ  оси  (х). 

Нужно  помнить,  что  ;;,  им'Ья  въ  данной  точк*  определенное  значен1е, 
м-Ьняется  съ  переходомъ  отъ  одной  точки  [жидкости  къ  другой.  Гидро- 
статическое давлен1е  представляется  функц1ею  координатъ  той 
точки^  для  которой  оно  расматривается. 

Уодов1я  равнов^Ьо1я  жидкости. 

642.  Осиовныя  урав11еи1я  гидростатти.  Выд^лимь  внутри  жидкости,  на- 
ходящейся въ  равнов^Ьс1и,  произвольную  часть,  ограниченную  замкнутою 
поверхностью  5,  и^  пользуясь  принципомъ  отверд-Ьванхя  (§  408),  прило- 
жимъ  къ  этой  части  первыя  три  услов1я  равнов'Ьс1я  твердаго  гЬла.  Перво(» 
изъ  нихъ  можно  написать  такъ: 

СХрЛТ-^-^р  008  {р,  х)  аз  =  О,  (1209) 


—    656   — 

гдЬ  лервый  интстралъ  распространяется  на  выд-Ьленный  объемъ,  а  вто- 
рой—  на  ограничивающую  его  поверхность.  Иреобразуемъ  второй  инте- 
гралъ  по  формул'Ь  (1158),  что  можно  сдЬлать,  ибо  р  нормально  къ  по- 
верхности: ^  ^  . 

тогда  условхе  (1209)  получаетъ  видъ: 

Такъ  какъ  такое  услон1е  существуепэ  для  всякаго  произвольно  взятаго 
внутри  жидкости  объема,  то  каждый  элемснтъ  интеграла  (1210)  въ  отдель- 
ности долженъ  равняться  нулю.  Применяя  подобнымъ  же  образомъ  второе 
и  третье  -услов1я  равнов'Ьс1я  твердаго  гЬла,  мы  получаемъ  слЬдующгя  за- 
висимости: ^ 

|  =  Р1',  }  (1211) 

Ято— основныя  уравнен1я  годростатики. 

8.  6(4.  Показать,  что  остальным  услов1я  равнов-Ьсья  твердаго  ткха  не  даютъ 
новыхъ  завнспиостел  для  гпдростатшш.  Отв.:  Услов1е  для  статнческихъ  мо- 
ыентовъ 

/  (у  ;С  —  *У)  рг1  Г  н-  I  [ур  С08  {р,  г)  —  гр  сов  (р,  у)]  (98  =  О, 
иреобрааовавное  по  формудамъ  (1160),  приводится  къ  услов1ю 

п  удовдетворяотся  тождественно  на  основан ш  зависимостей  (1^11). 

8.  686.  Вывести  зависимости  (1211),  выражая  уел ов1я  равнов-Ьс1я  параллеле- 
пипеда съ  ребрами  ^х^  6,у^  г/г,  параллельными  координатныхъ  осямъ.  При  р^- 
шен1и  нужно  принять  во  внимаиЕе,  что  гидростлтическ1я  давлеи1я  на  грани, 
перпендикулярныя  кь  оси  (х),  выражаются  с.п'кдл'ющимъ  образомъ: 


и  т.  д. 


^^1}^9  и   ^^>^-'^^^/^•^сМг, 


643.  Уедбв1б  для  в1гЬшиихъ  сидъ,  необходимое  для  равногЬс1Я  жидкости. 

Когда  жидкость  находится  въ  рапновкс^и,    то:   I)  въ  каждой  точк^  жид- 

гял  плотность  лм'Ьеп»  опрод'клонног  З11ачен1е,  2)  въ  каждой  точк!>  жид- 

ч  давлен1е  тоже  им+»еп.  опр(»д'Ьл(»ннуи>  величину;    :'»)  жидкость  огра- 

[8  поверхностями,  им-Ьюишми  опред'1и1(Ч1нум)  форму  и  занимающими 
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опред'Ьленное  положея1е.  Итакъ,  вопросъ  о  равнов'Ьаи  жидкости  будетъ 
р'Ьшенъ,  если  р  и  р  будутъ  найдены  какъ  функщи  координатъ  и  если 
будутъ  найдены  уравнен1я  поверхностей,  ограничивающихъ  жидкость. 
Обращаясь  для  р'Ьшен1я  иерваго  изъ  атихъ  воиросовъ  къ  уравнен1ямъ 
(1121),  сд'Ьлаемъ  следующее  преобразоваше: 


дх 


йх- 


-^уРУ-^%^^  =  9^^^-^^^У- 


■2Аг). 


Это  равенство  можетъ  быть  такъ  представлено: 

йр  =  р1^  С08  (1^,  И)  (к; 


(1212) 


(1213) 


и  тогда  оно  показываетъ,  что  изм'Ьнете  давлен1я  при  переход*  отъ  одной 
точки  къ  другой,  къ  ней  безконечно-близкой,  равно  произведешю  плот- 
ности на  разстояше  между  точками  и  на  проекщю  силы  на  пря>гую, 
соединяющую  об*  точки. 

Въ  частности,  если  переходить  по  направлешю,  перпендикулярному 
къ  сил*,  то  давлеше  не  изменяется. 

Такъ  какъ  первая  часть  равенства  (1212)  есть  полный  дифференшалъ, 
то  и  вторая  часть .  въ  ел  уча*  равнов*с1я  должна  быть  полнымъ  диффе- 
ренщаломъ.  Это  требован1е  выражается  равенствами: 

д{рУ) 


дх 
д  (рХ) 


ду 


1Ш.-0  1 


дх 


(1214) 


который  должны  выполняться  при  всякихъ  значен1яхъ  Еоординатъ  внутри 
жидкости.  Изъ  нихъ  вытекаетъ  услов1е,  которому  должны  удовлетворять 
вн*шшя  силы,  чтобы  было  возможно  равнов*с1е,  и  также  услов1е  д.1я  р 
какъ  функщи  координатъ.  Выполняя  дифференцировашя,  напишемъ: 

дУ     дгу 


дХ 


\^У 


дУ 
дх 


)--!■ 


У.^  =  0. 
дх 


(1215) 


Умноживъ   эти    уравнен1я   соответственно  на  X,  У,  2  и  сдоживъ  ихъ, 
полупаемъ: 


и.  с омовъ.— Основания  теорет.  мсхаяики. 


42 
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X,  Ту  2  предполагаются  зависящими  конечно  только  отъ  координатъ; 
потому-что,  если  бы  он*  зависЬли  еще  и  отъ  ^,  то  равнов-Ьсхе  жидкости 
не  могло  бы  существовать  постоянно.  Существоваше  же  условзя  (1216) 
показываетъ,  что  этого  еще  недостаточно,  т.  е.  что  не  при  всякихъ  си- 
лахъ,  зависящихъ  отъ  положен1я  точекъ,  возможно  равнов'Ьсхе 
жидкости.  Чтобы  выяснить  геометрическое  значеше  условхя  (1216),  пред- 
ставимъ  себ*  систему  силовыхъ  линШ  (§  272);  онЬ  определяются  диффе- 
ренщальными  уравненшми: 

Лх       Лу       йг 

Х=-Г  =  Х-  (1217) 

Сравневае  формулъ  (1216)  и  (1217;  съ  формулами  (1188)  и  (1187)  не- 
посредственно показываетъ,  что  уравнение  (1216)  выражаетъ  услов1е  су- 
ществован1я  поверхностей,  ортогональныхъ  къ  силовымъ  лин1ямъ. 

Въ  природ*  приходится  разсматривать  обыкновенно  силы,  удовлетво- 
ряюпця  частному  виду  услов1я  (1216),  силы,  им^ющхя  потенщальную 
функщю.  Въ  этомъ  случае 

хах  ч-  улу  -ь  гаг  =  ли, 

и  для  этого  должны  быть  выполнены  УСЛ0В1Я  (§  270): 

—  —  —  =  0      ——  —  =0      — _^  =  о  (1218) 

дг        ду  '      дх        дг  '      бу        дх  '         ^         ^ 

Поверхностями,  ортогональными  къ  силовымъ  лин1ямъ,  являются  при 
этомъ  поверхности  потенщальныя. 

Уравнеше  (1212)  принимаетъ  теперь  видъ: 

ар  =  рай.  (1219) 

Оно  будетъ  дальше  служить  намъ  основан1емъ  при  изученш  гидростати- 
ческаго  давлетя,  такъ  какъ  дальше  мы  будемъ  ограничиваться 
предположен1емъ,  что  силы  им^ютъ  потенцхальную  функц1ю. 

644.  Усдов1е  для  плотности.  Уравнеше  (1212)  или 

с1р  =  р  (ХОх  -н  Ус1у  ч-  гаг)  (1220) 

показываетъ  что  р  есть  интегрируюшШ  множитель,  обращающШ  диффе- 
реншальное  выражен1е 

хах  -ь  тау  -ь  гаг  (1221) 

въ  полный  дифференц1алъ.  Известно,  что  такихъ  множителей  можетъ 
быть  безчисленное  множество.  А  именно,  если  одинъ  такой  множитель,  X, 
найденъ,  такъ  что 

/\  (X  ах-^  Уау-\-  г  аг)  =  V  {х,  у,  г)  ч-  С, 
"^  Р  =  ^/'(Г),  (1222) 
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гд*  /*  произвольная  функц1я  отъ  функщи  г,  тоже  будетъ  интегрирующимъ 
множителемъ,  потому-что  тогда 

Итакъ,  если  плотность  не  постоянна  и  если  для  нея  не  дано  ни- 
какихъ  добавочныхъ  услов1й,  то  р'Ьшенхе  задачи  гидростатики 
содержитъ  произвольную  функц1ю. 

645.    Дв%   практически    важныхъ    гипотезы    относительно    плотности. 

Въ  практическомъ  отношеши  важны  слЪдуюпця  два  предположетя  отно- 
сительно плотности:  1)  плотность  постоянна,  т.  е.  жидкость  однородна  и 
несжимаема  и  2)  плотность  является  функщею  давлетя: 

?  =  Пр\  (1223) 

предположенхе,  соотв-Ьтствующее  случаю,  когда  жидкость  есть  газъ.  Въ 
дтихъ  обоихъ  случаяхъ  равнов'Ьс1е  жидкости  только  тогда  воз- 
можно, когда  вн'Ьшн1я  силы  им-Ьютъ  потенц1альную  функц1ю. 
Действительно,  уравнеше  (1220)  даетъ  теперь  въ  первомъ  случа* 

Хах'^-Уау-\-гаг  =  й  (^ ,  (1224) 

а  во  второмъ  случа-Ь 

ХЛх-^У  Ау-^-гйг^йР,  (1225) 

гд-Ь  функщя 

Равенства  же  (1224)  и  (1225)  только  тогда  и  возможны,  когда  дифферен- 
щальный  трехчленъ  (1221)  есть  полный  дифференщалъ,  т.  е.  когда  су- 
ществуетъ  потенщальная  функщя. 

3.  656.  Разобрать  общее  условие  (1214)  для  плотности  въ  случа-Ь 
д'Ьйств1я  на  жидкость  силы  тяжести.  Р'Ьш.:  Взявъ  ось  {$)  вертикально 
внизъ,  находимъ: 

Х  =  0,     У=0,     2  =  9,  (1227) 

и  условхе  (1214)  даетъ: 

дх       ^'     Л/         ' 

т.  е.  плотность  есть  только  функщя  координаты  г.  Уравнеше  (1220) 
им^отъ  теперь  видъ 

причемъ  [{г)  остается  пока  произвольною  функщею.  Итакъ,  жидкость 
распределяется,  по  плотности,  горизонтальными  слоями,  причемъ  законъ 

42* 
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распред'Ьленхя  плотностей  по  горизонтальному  направлешю  остается  про- 
извольнымъ,  если  не  дано  какихъ-либо  добавочныхъ  услов1й,  какъ  напри- 
м'Ьръ,  услов1е,  чтобы  равнов'Ьсхе  было  устойчивое. 

РавновФс1е  при  д^Ьйотвш  сидъ,  им^ющихъ  потенцхальную 

фунвцш). 

646.  РаспрбАЪлен1е  давлен^  и  плотностей.  Уравнен1е  (1219)  показы- 
ваетъ,  что  въ  случа*  равнов-Ъсхд  жидкости  во  всЬхъ  точкахъ  какой- 
либо  потенц1альной  поверхности 

(7=  пост.  0228) 

гидростатическое  давленхе  постоянно.  ДМствительно,  есш  отъ 
одной  точки  потенщальной  поверхности  переходить  къ  другой,  лежащей 
на  той  же  поверхности,  то  значеше  функц1и  11  не  лгЬняется,  т.  е.  й11=  О, 
а  поэтому  и  ф  =  0.  Итакъ,  система  потенщальныхъ  поверхностей,  со- 
отв'Ьтствующихъ  различнымъ  значен1ямъ  постоянной  въ  уравнеши  (1228), 
даетъ  наглядное  представлеше  о  распред'Ьлешн  гидростатическихъ  да- 
влешй. 

Эта  же  система  поверхностей  даетъ  наглядное  представлен1е  и  о  рас- 
пред'Ьленш  плотностей.  Во  всЬхъ  точкахъ  потенцхальной  поверх- 
ности плотность  одинакова.  Это  слЬдуетъ  изъ  условШ  (1215),  которыя» 
благодаря  услов1ямъ  (1218)  можно  такъ  представить: 

д^          др  др 

дх  ду   дг 

дх  б  у  дг 

но  когда  частныя  производный  одной  функ1ии  пропорщональны  частнымъ 

производнымъ  другой,  то  одна   изъ  этпхъ  функщй   можетъ  быть  только 

функщею  другой,  т.  е. 

р  =  ср  {Щ.  (1229) 

Отсюда  сл-Ьдуегь,  что  въ  точкахъ,  для  которыхъ  11  им'Ьетъ  одно  и  то  же 
значен1е,  тамъ  и  р  постоянно. 

647.  Формулы  для  Аавлен1я  въ  случае  однородной  несжимаемой  жидкости 
и  въ  случа-Ь  газа  при  постоянной  температур-Ь.  Для  перваго  изъ  этпхъ 
случаевъ  формула  (1219)  даетъ: 

р  =  ри  -^  С. 

Постоянная  С  можетъ  быть  найдена,  если  дано  давлен1е  р^  въ  данной 
точк*  (Хо,  //о.  -^о);  тамъ 

и  мы  получаемъ: 

р=р^^^(_и-и^)  (1230) 
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Въ  случа-Ь  газа  формула  (1225)  даетъ: 

Р{р)  =  и+с, 

ИЛИ,  если  опять  известно  давлеше  Ро  ^'ь  точк*  (х^,  у^,  г^: 

Р{р)  =  р(р,)-^и-и,.  (1231) 

Въ  случа*  совершеннаго  газа  при  постоянной  температур-Ь  по  закону 
Бойля-Мар10тта: 

Р  =  ^Р, 
гд-Ь  к  постоянная;  тогда 

И  формула  (1231)  даетъ: 

2>  =  2>о^*(^-Ч  (1232) 

648.  РаспреАЪ)1е1|1е  температуры.  Если  температура  не  постоянна,  то 
поверхности  равнаго  давлен1Я  и  равной  плотности  являются 
вм'Ьст*  съ  т*мъ  и  поверхностями  равной  температуры.  Действи- 
тельно, теперь 

Р  =  ?  (Р,  -с), 

гд*  т  температура;  следовательно 

Р  =  Ф  (р,  '^); 

ПОЭТОМУ  -  ,_. 

ар р  аи 


Р       Ф  (Р,  -с) 

Такъ  какъ  первая  часть  есть  полный  дифференщалъ  й  1др,  то  и  вторая 
часть  должна  быть  полнымъ  дифференщаломъ.  Другими  словами, 


Ф  (р,  •^) 

есть  интегрируюпцй  множитель  выражентя  Хс^атч- У  йу-ь  2е?лг.  Но  мы 
видели,  что  р  есть  тоже  интегрируюпцй  множитель  этого  выраженгя  (§  644), 
и  притомъ,  по  формул*  (1229),  р  есть  функц1я  отъ  17.  Отсюда  мы  и  ви- 
димъ,  что  тамъ,  гд4  17,  а  поэтому  также  р  я  ^  постоянны,  тамъ  и  т 
постоянна. 

Для  совершеннаго  газа  по  закону  Гей-Люссака: 

р  =  Лр  (1  -ь  вт), 

гд* 

а  =  

273 

коэффищентъ  теплового  расширен1Я  газа;  такъ-что 
1  -Ь  ат  =  а  (273  -Ь  т)  =  аГ, 


—   663   —  §  650,  ф.  1236. 

гд'Ь  жидкость  съ  нею  соприка<^ается,  и  входить  въ  составь  границы  жид- 
кости; поэтоку  разсмотр^шю  подлежать  только  границы  перваго  и  вто- 
рого рода.  Покажемъ,  что  та  и  другая  граница  опред'Ьляется  по- 
верхностью постояннаго  давлен1я. 

Если  жидкость  граничить  сь  пустотою,  то  во  всЬхь  точкахъ  этой 

границы 

р  =  0; 

поэтому,  если  уравнеше  (1220)  будеть  проинтегрировано: 

Р—Ро  =  Н^у  Уу  ^)  —  /"(^01  Уо1  ^о)э 

мы  получаемь  для  свободной  границы  уравнеше: 

Н^.  У,  ^)  —  Н^оу  Уо.  ^о)  -^Ро  =  0. 

Положимь  теперь,  что  жидкость  граничить  сь  другою  жидкостью,  не 
см'Ьпшвающеюся  сь  первою  и  тоже  находящеюся  вь  равнов-Ьсш.  Пусть 
будуть  р  и  р'  плотности  жидкостей,  Р  и  !"*  силы,  д'Ьйствуюпця  на  ча- 
стицы этихь  жидкостей  и  расчитанныя  на  единицу  массы  (§  638).  Эти 
силы  представляются  только  функщями  координать,  независимо  оть 
того,  на  какую  жидкость  он*  д'Ьйствують,  именно  потому,  что  он* 
уже  отнесены  кь  единиц*  массы;  поэтому  у  поверхности  раздала  для 
двухь  смежныхь  частицъ,  принадлежащихь  различнымь  жидкостямъ,  силы 
1"  VI  Р'  сл*дуеть  считать  геометрически-равными;  такь-что 

X'  =  X,    У  =  У,    г'  =  г. 

Пусть  будеть  ММ'=й8  элементь  дуги  между  двумя  точками,  лежащими 
на  поверхности  раздала.  Такь  какъ  на  этой  поверхности  давленге  между 
смежными  частицами  той  и  другой  жидкости  одинаково,  потому-что  иначе 
не  было  бы  равнов*с1я,  то  изм*неше  давлен1я  йр  при  переход*  оть  точ- 
ки М  кь  точк*  Ж'  должно  быть  одно  и  то  же  какъ  вь  той,  такъ  и  въ 
другой  жидкости.  Следовательно,  если  Лх,  йу,  йг  суть  проекщн  эле- 
мента из,  то 

йр  =  р  (X  йж  -ь  Г  йу  -ь  2  е^г)  =  р'  (X'  их  -+-  У  й^  -ь  2'  Лз).     (1235) 

Идеальный  жидкости  могуть  различаться  только  своею  плотностью,  поэтому 
мы  должны  предполагать,  что  р  и  р'  не  равны;  а  вь  такомь  случа*  ра- 
венство (1235)  приводить  къ  заключешю,  что 

Хйдт-ь  Тау'^-2а2  =  0,  (1236) 

т.  е.  поверхность  раздала  двухь  жидкостей  вь  случа*  равной*- 
с1я  принимаеть  такую  форму,  что  во  вс*хь  ея  точкахь  вн*шняя 
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652.  Давлен1е  однородной  тяжелой  несжимаемой  жидкости.  Прежде 
ч-Ьмъ  вводить  въ  формулы  (1237)  и  (1238)  выраженхе  (1233),  можно  его 
упростить,  взявъ  начало  координатъ  въ  той  горизонтальной  плоскости,  въ 
которой  давлен1е  равно  нулю,  т.  е.  принявъ,  что 

р  =  0    при    ^0  =  0-  (1239) 

Еслп  такой  плоскости  въ  жидкости  не  существуетъ,  т.  е.  если  наприм'Ьръэ 
на  свободную  поверхность  жидкости  д^йствуетъ  атмосферное  давлен1е  р^, 
^0  мы  можемъ  мысленно  увеличить  высоту  свободной  поверхности,  пред- 
ставпвъ  себ*,  что  атмосферное  давлеше  заменено  слоемъ  жидкости  той  же 
плотности,  какъ  и  данная,  и  производящимъ  на  свободную  поверхность 
то  же  давлен1е,  какое  производить  атмосфера.  Высота  этого  слоя  опре- 
д1>лнтся  изъ  формулы  (1233)  по  условш  (1239): 

'        99 
Горизонтальная   плоскость,  находящаяся   на  этой  высогЬ   надъ  действи- 
тельною поверхностью  жидкости,  называется  привод еннымъ  уровнем ъ. 
Беря  въ  немъ  начало  координатъ,  можемъ  формулу  (1233)  заменить  бол^е 

простою: 

р  =  д^*).  (1240) 

Посл-Ь  этого  форхмулы  (1237)  и  (1238)  даютъ: 
Е^  =  рд  I  г  сов  (пх)  <18, 

Е^  =  рд  I  2:  С08  (т)  с18; 

М,=  рд  I  у2  С08  (т)  с[8  —  рд  1  г^  соз  (пу)  ЛЗ, 

М^  =  рд  I  2^  соз  (пх)  с18  —  рд  1  хх  соз  {иг)  (18,  (1242) 

Л/,  =  рд  I  гх  соз  (71у)  Л8  —  99  1  У^  ^^^  (^  ^*^- 

Давлен1е  на  криволинейную  поверхность  не  приводится,  вообще  говоря, 
къ  одной  равнодМствующей,  такъ  какъ  необходимое  для  этого  услов1е 

Я^М^  -+-  Е^М^  -+-  Е^М^  =  О  (1243) 

вообще  говоря  не  выполняется.  Этпмъ  обстоятельствомъ  и  обусловливается 


^'')  Можно  и  не  вводить  понятая  о  добавочномъ  сло'Ь  жидкости,  взявъ  на- 
чало координать  на  ен  д'Ьйствительной  свободной  поверхности,  но  разсматри- 
вая  въ  формуле  (1240)  р  какъ  разность  между  полнымъ  гидростати  чески  мъ 
давленхемъ  и  давленхемъ  на  свободную  поверхность.  Тогда  эта  формула  бу- 
детъ  определять  давленхе,  обусловливаемое  собственно  восемь  самой  жидкости. 
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возможность  давлен1емъ  жидкости  сообщать  т^ламъ  нетолько  поступатель- 
ное, но  и  вращательное  движете,  наприм^ръ  въ  тюрбинахъ. 

Существуютъ  два  важныхъ  случая,  когда  гидростатическое  давлен1е 
тяжелой  жидкости  приводится  къ  одной  равнодействующей:  когда  поверх- 
ность, которая  испытываетъ  давленхе,  плоская,  и  2)  когда  эта  поверх- 
ность замкнутая,  наприм^ръ,  давлеше  на  гЬло,  погруженное  въ  жидкость, 
^и  случаи  мы  и  будемъ  дальше  разсматривать. 

653.  Дав)1ен1е  тяжелой  жидкости  на  плоскую  сгЬнку.  Это  давлеше  всегда 
приводится  къ  одной  равнодействующей,  потому-что  слагается  изъ  силъ* 
параллельныхъ  и  въ  одну  сторону  направленныхъ.  Эта  равнодействующая 
определится  по  формуле  (1240): 

В  =/р  Л8  =  рд/'^:  (18. 
Вводя  координату  центра  массы  данной  площади  по  формуле: 


/' 


можно  написать: 


В  =  рдг^8. 


(1244) 


т.  е.  давлен1е  тяжелой  жидкости  на  плоскую  поверхность  изме- 
ряется весомъ  цилиндрическаго  столба  жидкости,  площадь  осно- 
ван1я  котораго  равна  данной  площади,  а  высота  равна  разстоя- 
н1ю  центра  массы  (центра  тяжести,  геометрическаго  центра) 
площади  отъ  свободной  поверхности  жидкости. 

Точка  приложешя  равнодействующаго  давлешя  называется  центромъ 
гидростатическаго  давлен1я.  Означая  его  координаты  черезъ  х^,  г/^  г^, 
находимъ  по  формуламъ  (705)  и  (706)  для  координатъ  центра  параллель- 
ныхъ силъ: 


Вх^  =  I  хр  €18-=  рд  I  Х2 й5, 
-Кух  =^  ур  ^8  =  рд^у2  й5, 
Вг:^  =  (  ЧУ  А8  =  рд(^^  с18. 


(1245) 


и 


Э1у  точку  можно  сравнить  съ  цент- 
ромъ качан1я  некотораго  физическаго 
маятника.  Для  этого  положимъ,  что  го- 
ризонтальная ось  (у)  лежитъ  въ  пере- 
сечен1н  плоскости  (5)  съ  прпведен- 
нымъ  уровнемъ  жидкости,  и  ироведемъ  въ  этой  плоскости  черезъ  начало 
координат!»  вспомогательную  ось  (м)  (фпг.  262),  перпендикулярную  къ 
оси  (у  .  Если  а  —  уголъ  наклонешя  плоскости  (5)  къ  вертикали,  то 
:=1исо8а^  п  посгЬдняя  изъ  формулъ  (1245)  даетъ: 
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Еи^  С08  а  =^  рд  I  и^  соз^  а  й5, 

причемъ  по  формул*  (1244) 

В  =  рди^  С08  а8; 

Числитель  есть  моментъ  инерц1и  ^  площади  5  относительно  оси  {у).  По 
формул*  (723): 

гд*  к^  плечо  инерщи   относительно   оси,  параллельной  оси  {у)  и  прохо- 
дящей черезъ  центръ  массы  площади  5.  Итакъ: 

К' 

Эта  формула  совпадаетъ  съ  формулою  (981)  для  длины  физическаго 
маятника. 

3.  662.  Опред'Ьлить  давлен1е  на  боковую  вертикальную  стЬнву  прпзматп- 

ческаго    сосуда,    наполненнаго    водою    до  данной   высоты  Л,   и  показать,  что 

о 


центръ  давлен1я  находится  на  глубин-Ь  —  Л  огь  свободной  поверхности. 

о 

3.  663.  Въ  прнзматическШ  сосудъ  налиты  дв'Ь  несм'Ьпшваюпцяся  жидкости 
развой  плотности  р1  и  рз  и  образующ1я  вънемъ  слои  высотою  Л^  и  Л^.  Опре- 
делить обпцй  центръ  давленШ  этихъ  жидкостей  на  боковую  стЬнку  сосуда. 
При  р'Ьп1ен1и  воспользоваться  формулою  (1233),  принявъ  за  Ро  дявлеше 
верхней  жидкости  на  нижнюю,  а  г^у  =  71^, 

Законъ  Архимеда. 

654.  Давлен1е  тяжелой  жидкости  на  замкнутую  поверхность.   Эта  да- 

влеше  всегда  приводится  къ  одной  равнод-Ьйствующей.  Чтобы  его  опре- 
д'Ьлить,  приложимъ  формулы  (1241)  и  (1242)  къ  замкнутой  поверхности 
гЬла,  вполне  погруже1^аго  въ  жидкость.  Въ  этомъ  случае  интегралы, 
распространенные  на  поверхность^  могутъ  быть  преобразованы  въ  инте- 
гралы объемые  по  формул-Ь  (1158): 

Г/Чх,  I/,  ^)  С08  (п,  .г)  *ч  =  —  Г  ^аи. 

По  этой  формул!,  принимая  во  вниман1е,  что  координаты  точекъ  внутри 
объема  между  собою  независимы,  изъ  выраженШ  (1241),  находимъ: 

В^  =  0,     Л,  =  О  (1246) 

^^.  =  -99V^  (1247) 

Кром!  того  третья  изъ  формулъ  (1242)  даетъ: 

X  =  0; 


(и;н 


•  |Ь  иикшммы  \г.ичиг  (1:м;|)  прииолпмогги    к'ь  одной   равнодействующей 

»1'»«рм\  1ы  ^1-МГ«\  и  ^1-*»'^  иока.илнаюгь,  что  (ааконъ  Архимеда) 
р.м.ким  1>1Ь' 1 1м  кми<'г  1;им1М1|1'  па  иогруж^чпюе  въ  тяжелую  жид- 
1.1111.  I  I  1,'  м:к.р;»>1  лгмо  пер!  ика.и.но  инерх'Ь  II  равно  вЬсу  жнд- 
1.1»  1п.   м.  1  :  .  :;с'«»им!  :и' гр\  .кенн ы м  ь  мь  него  тЬломъ. 

0.1».  ;:..1А:    .ил    '.лкимь  :ке  преоор1»-»'^»1П11ем ь  ингегр^иовъ  1^1242): 


0-4^1 


,^.  .'Л  ■  '.  ч     ^      '  .>'     ;.'11  ■  •>. 


А.\*  .ЧК'.  .      X       !■  .        .О.*'. 


:^.}.  ■*«...-, ^;.1   К  ::х::"'?   *.л   .-?.  I   ::.1а  1 


49^  А|М1|»^^1)||1т1 1ы|1и^  МММ  илзши^.  ^;»к:  ^-и  ч-г  \>;  :^: ^.т    1.1— 7»! 

»«.л^,'11.     .•1-1     .-'^гч    .•'-■•Л2    '^.     !    >      "^     ^    ^.':      :      !■"•      "1.".^:1  »..'"'.  "I  ь-'- ;.1.-7'       1  - 
■Л'*'Ч.т1:'>      *-.  .  • -..  V    .         :.   -,.  ..  *  „.1 


»;:"  1  • 


..«       П        ^    х-'З'    I*        .        ..-•..1 


)ь^  ;|№  «а  «»аимм0 
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дятув!  П1ф€зъ  цеитръ  тяжести  погруженнаго  объема   п  равную  в'ку 
тесненной  эгпмъ  объемомъ  жидкости.  Этоп»  же  результат!,  можно  вы«ес1 
и  иутемъ  преобразования  интеграловъ  (1241)  и(1242)*  Хотя  это  прс*обр{1 
зованте  и  не  >южетъ  быть  1ф11м1»няемо   неносредстненно   кг  незамкнут 
поверхпостн,    но  мы  можем!.   стЬ  нредстанить,    тго  даа^енк*    нрцложев 
и  къ  той   части    поверхности  гЬла,    которая  находится  выше  своГюднн 
уровш!  жидкости,  прпчемъ  оно  тамъ  везл-Ь  равно  нулв».  Тогда  молшо  ивт 
гралы  распространить  на  всю  поверхность  гЬла  н  преобразовать  ИХ1. 
объемные,  принимав!  при  этомъ,  что  функц1я  р  имЬегъ  знапен1Я5  равнь 
нулю,  во  вс'Ьхъ  точкахъ  той  части  г11ла,  которая   находитсл   вьппе   си^ 
боднаго  уровня, 

Т'Ь  же  разсужден1я  ирим1.нимы  и  къ  такому  случаю,  когда   т1.ло   по- 
гружено въ  дв'Ь  прнлегаюгшн  другъ  къ  другу  тяжелыя  жидкости.  Мы  знаимъ_ 
(§  650  я  задача  659),  что  поверхностью  раздала  двухъ  тяжелыхъ  жидкост 
служить  горизонтальная  плоскость.  Законъ  Архимеда   можепз  быть   !1р1! 
м1^.ненъ  въ  отдельности  къ  ка^кдому  изъ  объемонъ  У  и  Г",  на  которые  гЬ 
разделено  атою  плоскостью.  Для  лучшаго  уяснен1я  можно  представить  себ1 
что  поверхность  разд+>ла  жидкостей  продолжена  внутрь  тЬла,    и  въ  ка 
домъ  ялемсн1^1  площади  с'Ьчен1я  приложены  по  дв1;  силы,  равныхъ  и  прямй 
противуположныхъ,    изображающихъ    гидростатическое  давлея1е,    которо^ 
этой  плоскости  соотв'ктствуепь  11осл'Ь  этого  можно  применить  преобрази 
ван1е  поверхносгныхъ  иятегралонъ  въ  объемные  (§  654)  къ  каждому  на 
объемовъ   I*'  и  V"  въ  отдельности.    Такпмъ  образомъ   мы  найдем ь, 
гласно  съ  формулами  (^247^  н  (124Н): 


л;  =  рдг\   л;'  =  р"^7Г^ 


(1249) 


л/,  =  -^(р>;г-нр'^Пч 

^^, -^/(рЧТ''^-рЧ"п• 


(^25С 


0бщ|й  центрг!»  гидростатнчегкихъ  давлен1Й  найдется  по  ?*тимъ  формуламъ 
какъ  центръ  двухъ  параллельныхъ  снлъ  К  и  Л". 

Легко  внд'Ьть,  какъ  раснросганить   эти  резульгаты   на  сдучаЙ,    когл 
гЬло  погружено  въ  бол'Ье  ч*Ьмъ  дгЬ  жидкости. 

3.  6М.  Оиред-^лнть  поправ1су  вЬо&  т^ла,  пряпхгипи  во  пнпиаиЦ»,   что 
шцшш1е  производится  иъ  воздух'Ь. 

3.  665.  Опред1^дить  подъемную  силу  воздушного  шара,  я&т10лвенв1ич>  иодО 
родомъ,  зная,  что  дгаметръ  шара  равенъ  8  алетрамъ,   а  оболочка  съ  корэвяс 
слтъ  100  килограм*«овъ. 


—   670  — 


Равнов^к)1е  пдавающихъ  чЛдъ. 

657.  РавNОВ^с^е  ткла,  вполИ»  погружеииаго  въ  жидкость.  Изъсказан- 
наго  въ  §  654  сл^Ьдустъ,  что  для  равнов'Ьс!я  тЬла,  вполне  погруженнаго 
ю»  жидкость,  необходимо  и  достаточно:  1)  чтобы  в'Ьсъ  гЬла  быль  равенъ 
В'Ьсу  равнаго  (?му  объема  жидкости  и  2)  чтобы  дентръ  массы  О  тЬла  и 
центръ  массы  С  выНенсннаго  имъ  объема  жидкости  лежали  на  одной 
вертик(1Льяой  прямой. 

Ксли  гЬло  однородное,  то  точки  О  и  С  совпадаютъ,  и  тогда  гЬло 
находится  въ  равнов1^С1и  во  всякомъ  своемъ  положен1и,  лишь  бы  оно 
было  вполн*  погружено  въ  жидкость.  Равнов'Ьс1е  это  безразличное  (§  522). 
Ка1и  С  выше  О',  то  равнов'Ьс1е  устойчивое;  если  же  О  выше  С,  то  оно 
н(7стойчивое.  Очевидно,  что  если  ^/  и  С  не  совпадаютъ,  то  для  тЬла 
только  и  возможны  два  положен !я  равнов'Ьс1я. 

658.  Равногко1е  плавающего  гкла.  Для  равнов']^с1я  плавающаго  т1^ла 
необходимо  а  достаточно,  чтобы:  1)  в'Ьсъ  объема  жидкости,  выт4сняемаго 
погружснион)  въ  жидкость  частью  гЬла,  былъ  равенъ  в'Ьсу  всего  тЬла,  и 
2)  чтобы  точки  Ои  С  лежали  на  одной  вертикальной  прямой.  Но  вопросъ 
о  П()ложен1ЯХъ  равнов'Ьс1я  и  объ  устойчивости  посл4дняго  решается  те- 
перь т  такъ  уже  просто,  какъ  въ  предыдупщгь  случаягь.  Теперь  форма 
обЪ(»ма  жидкости,  выгЬсняемаго  г1и10мъ,  зависитъ  отъ  положен1я  самаго 
гЬла,  а  потому  и  центръ  массы  С  этого  объма  не  занимаетъ  опред'Ьлен- 
наго  положсчпя  по  отноп1ен1ю  къ  центру  массы  всего  гЬла.  Въ  следую- 
пц'М'ь  параграф'Ь  будетъ  указанъ  особый  пр1емъ,  которымъ  решается  во- 
проп,  о  положен1яхъ  равнов'Ьс1я.  Зам'Ьтимъ  пока,  что  объемъ  Г',  выгЬ- 
гнясмый  плаваЕ)пи1М1»  гЬломъ  въ  жидкости,  определяется  следующею  фор- 
мулою: по  :ткоиу  Архимеда,  если  Р  есть  в'Ьсъ  гЬла,  то 

дрГ  =  Р.  (1251) 

Кдмп  гЬло  однородное,   то  Р  =  (7вГ,   гд*  3— плотность  г1>ла,    а  V — его 
объемъ;  тогда 

Г'  =  ^-  V.  (1252) 

Для  11лаван1я  необходимо,  чтобы  было  о  <  р. 

3,  вое.  Ткю  погружено  въ  дв-Ь  жидкости  различной  плотности  р'  и  р"  и 
плаваогь  межд^у  ипмп.  Определить  объемы,  выгЬснаемыя  тЪломъ  въ  той  и 
пъ  другой  жидкости,  II  услов1е  для  его  в^са,  чтобы  такое  плаван1е  было  воз- 
можно. Отв.: 


•)' 

И  если  о        *>  .  ю 

<7р  Г<  Р<  до'Т. 
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659.  Поверхность  центровъ.  Положен1е  центра  массы  даннаго  объема 
жидкости,  вытЬсняемаго  гЬломъ,  зависитъ  отъ  того,  какъ  повернуто  гЬло 
относительно  горизонтальной  плоскости;  отсюда  можно  видеть,  что  услов1е, 
чтобы  этотъ  центръ  и  центръ  массы  всего  гЬла  находились  на  одной 
вертикальной  прямой,  выполняется  только  при  н'Ькоторыхъ  опред'Ьленныхъ 
поворотахъ  гЬла  относительно  горизонтальной  плоскости;  впрочемъ  число 
такихъ  положешй,  въ  отлич1е  отъ  равнов'Ьсхя  вполне  погруженнаго  гЬла, 
можетъ  быть  и  болЬе  двухъ,  какъ  это  будетъ  видно  ниже.  Посмотримъ, 
на  основан1и  какихъ  геометрическихъ  соображенШ  могутъ  быть  опредф- 
ляемы  эти  положенш.  Условимся  всякую  плоскость,  отсЬкающую  отъ  дан- 
наго гЬла  объемъ  V',  определяемый  формулою  (1251),  называть  плос- 
костью плавай! я.  Каждой  такой  плоскости  соотв-Ьтствуетъ  центръ  массы 
объема  V'.  Геометрическимъ  м'Ьстомъ  всЬхъ  такихъ  центровъ  С  служить 
очевидно  н'Ькоторая  поверхность  (С).  А  именно,  направлен1е  плоскости 
плаван1я  определяется  двумя  независимыми  параметрами:  углами,  обра- 
зуемыми нормалью  (п)  къ  плоскости  съ  двумя  изъ  проведенныхъ  въ  гЬл* 
координатныхъ  осей;  поэтому  и  положен1е  центра  С  зависитъ  отъ  этихъ 
двухъ  параметровъ;  следовательно  координаты  х^,  «/^,  л^^  этого  центра  свя- 
заны между  собою  однимъ  уравнешемъ. 

Указанная  поверхность  введена  въ  разсмотреше  Дюпэномъ  (Оирш. 
1822  г.)  и  называется  поверхностью  центровъ.  При  помощи  этой 
поверхности  положешя  равновес!я  плавающаго  гЬла  опред'Ьдяютд1  сЛ- 
дуюпшмъ  образомъ:  въ  положен1н  равновесхя  нормаль,  опущен- 
ная изъ  центра  массы  даннаго 
тела  на  поверхность  центровъ, 
имеетъ  вертикальное  положен1е. 

Чтобы  это  доказать,  покажемъ, 
что  касательная  плоскость  къ  поверх- 
ности центровъ  въ  какой-нибудь  ея 
точке  параллельна  соответствующей 
этой  точке  плоскости  плаван1я.  Пусть 
будутъ  АВ  и  А'В'  (фиг.  263)  следы 
двухъ  плоскостей  плаван1я,  предпола- 
гаемыхъ  перпендикулярными  къ  пло- 
скости чертежа  и  наклоненныхъ  другъ 
къ  другу  на  безконечно  малый  уголь. 
Означимъ  черезъ  7.  и  V,,  объемы  без- 
конечно-тонкихъ  клиньевъ  АВА'  и 
ВВВ\  заключенныхъ  между  этими 
плоскостями,  черезъ  С.  и  С^  центры 

массъ  этихъ  объемовъ  и  черезъ  С"   центръ  массы  объема  У\  общаго 
обоимъ  отсекаемымъ  плоскостями   плаванья  объемамъ  V'.  Очевидно,  что 

Г.  =  Г,.  (1253) 


Фиг.  263. 


.'  '  ■,'   ■       .■'..•/-.     /'...■..     .    :.].':.[    лг.,.-^.  ^   1:  (,      :''":."М  ь: ' 

п         у""      с/         у    '• 
."/   .;  -  .   «  иг/  |мг1м»' им  М':..;)  мримми  ^'^''  И  Г^  такъ:  СдС^  парал- 

г.1.1      II'.    м.гг  I:    /'к    /"     П|Г:.1Г1.     И.1    ИиП^рХИпт!     ЦСНТрОВЪ,     Я    ПОЭТОМу 
.     ';.'«1г1         МММ      М('|'Г'|'ГГ.     .\'И       11|»11\0Д1т,      (П.    Г.ОШГаДСН!^      СЪИЛОС- 

. -.  М1'.  I//.  прмчиг  г/"  ||.|.мп-||  ь;и;тм|,п(1|(»  1П.  точк'Ь  С  къ  ионе'рх- 
"  .Г1г  ммп|1"111  1и.  111  Л.1'  пргми  Г^  и  (.'^  ирнходя'п.  нъ  плоскость  ила- 
г"^г(1(  \П  1ч|.|1М1.  1111р||П1М1.  \1пл11|1»  1111,1.1.11.,  что  м("].  прямым,  касательный 
"I  м.'п  I  г  I  I.  тин'рмим  III  |1Г1мр|1111.,  а  (мЬдомапмыю  и  касательная 
1М-1МГ.1М    III    -1|п||   |111||к|..  ||мр:1.-1  НЧ1.МЫ  гошиГ.гстмумтей  :)ТоН  точки  илос- 

I  И'  М|     М  1>1||'|||1<1 
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в61.  Аналитическое  опред'Ьлен1е  положен1й  равнов'ЬЫя  плавающаго  т%ла. 

Проведемъ  черезъ  центръ  массы  гЬла  как1я-нибудь  неизм'Ьнно  связанный 
съ  нимъ  координатный  оси  (ху^:)^  и  пусть  будетъ 

ах  -^  Ьу  ч-  (^  =  1 

уравнен1е  плоскости  плаван1я^  соотв-Ьтствующей  одному  изъ  положенШ 
равнов'Ьс^я.  Задача  сводится  къ  опред'Ьлетю  коэффищентовъ  а,  6,  с.  Для 
этого  напишемъ  услов1е  перпендикулярности  прямой  СО,  соединяющей 
центръ  массы  гЬла  О  (х^,  у^,  г^)  съ  центромъ  массы  С  {х^,  у^,  г^  отсЬ- 
ченнаго  плоскостью  плаван1я  объема: 

(1254) 


^с  — -^  _  У, -Уо  _  •г.  -  -^0 


а  ь  с 


Зд-Ьсь  можно  х^,  у^,  г^  считать  известными;  а  для  х,,  у^,  г,  им']^емъ  урав- 
нен1я* 

Гx,^^xйV,     1''у=/уаГ,     Гг=^гЛ1\ 


"=/«гг. 


(1255) 


гд'Ь  интегрирован1я  распространяются  на  объемъ,  погруженный  въ  жид- 
кость. Пред']^лы  этихъ  кратныхъ  интеграловъ  определяются  уравнешями 
т'Ьхъ  поверхностей,  который  ограничиваютъ  объемъ  У\  и  будутъ  следо- 
вательно функщями  изв-Ьстныхъ  параметровъ,  входящихъ  въ  эти  уравне- 
Н1Я,  и  фуйкщями  коэффищентовъ  а,  Ь,  с,  Такимъ  образомъ  найдемъ: 

^с  =  А  («.  Ь,  с),      у^  =  Л  (а,  Ь,  с),      2^  =  /з  (а,  Ь,  с).         (1 256) 

Подставляя  эти  выражешя  въ  уравнешя  (1254),  получаемъ  два  уравненш 
для  опред'Ьлен1я  а.  6,  с.  Третье  уравнете  получимъ  изъ  равенства  (1251) 
и  изъ  формулы  (1255),  такъ  какъ  пределы  интегрировашя  при  опред^ле- 
н1н  Г'  тоже  зависятъ  отъ  параметровъ  а,  6,  с: 

Г'=/(а,Ь,с)  =  -^.  (1257) 

Уравнеше  поверхности  центровъ,  какъ  геометрическаго  м^ста  точекъ 
(х^,  //^,  2^,  получается  исключешемъ  элементовъ  а,  Ь,  с  изъ  четырехъ 
уравнешй  (1256)  и  (1257). 

Р'Ьп1ен1е  этихъ  вопросовъ  фактически  можетъ  представить  больш1я 
трудности.  Оно  несколько  облегчается,  если  плавающее  гЬло,  будучи 
однороднымъ,  им^егь  плоскости  симметр1и.  А  именно,  каждая  такая  плос- 
кость будетъ  также  плоскостью  симметр1и  и  у  поверхности  центровъ;  а 
такъ  какъ  и  центръ  массы  гЬла  лежитъ  въ  этой  плоскости,  то  въ  чист* 
нормалей,  опущенныхъ  изъ  него  на  поверхность  центровъ,  будутъ  так1я, 
который  лежать  въ  этой  плоскости.  Этими  нормалями  впрочемъ  не  будетъ 
еще  исчерпываться  число  положенШ  равновес1я. 

п.  Сомоуь.  —  Осномш1я  тсорот.  механики.  43 
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остетсл  безконечно-малымъ  (§  522).  Существуегь  одинъ  очевидный  слу1 
чай  ра»нов'Ьс1я  илавающаго  гКла:  когда  его  центръ  массы  находится  нижа 
центра  массы  погружевнаго  въ  жид  коси*  объема.  11рн1гЬронъ  такого  ранно^ 
иШя  можетъ  служить  ареометръ  (соиртомфуръ). 

Но  изгЬстно,  что  плавающее  т1н1о  муЖ(-'П.  и  тогда  находнтьсл  въ  равн(>*| 
вЬсш,  когда  его  центръ  массы  выше  центра  пцростатическаго  давлен1Л 
Зтотъ  случай  бол^Ье   важный  к  требуетъ  бол^е  внимательиаго  нзсл'Ьдова^ 
ыпи  Применяя  обш1й  иризнакъ  для  устойчивости  равновЬс^я,  мы  должнь 
испробовать  вс1|  возможный  для  твердаго  гМа  отклонены  изъ  иоложен^ 
равнов*с1я  и  оосмотр'Ьть,  будутъ  Ли  эти  отклоненш  оставаться  бе;)конечно- 
малыш!,  когда  Нло  будетъ  опять  предоставлено  самому  себк.  Такъ  какт 
всякое  перем^1пен1е  твердаго  Ила  слагается  изъ  шести  основныхъ,  трез! 
иоступательныхъ  и  трехъ  вращательныхъ.  то  мы  должны  указанный  при-^ 
:?накъ  примЬнпть  къ  каждому  езъ  этихъ  шести    перем+щенШ.  Если   пря 
г»томъ  каждый  разъ  перем1.шеше  окалчется  устойчивымъ,  или  для  нЬкок 
рыхъ  изъ  ЭТИХ11  лерем1;щен|й    безразличным!.,  то  оно  вообн1е  устойчиво. 
Для  одного  изъ  основныхъ  перем1адешй, — поступательнаго  въ  вертикаль- 
номъ  йаправлеши. — равнов*с!е  всегда  устойчивое;  потому-что,  если  гЬлу| 
сообщить  перем1»1иеЯ1е  внизъ,  то  гидростатическое  давление  увеличиваете 
и  становится  больше  в-Ьса  т!1ла,  всл11дств1е  чего  тЬло  опять  подымается; 
при  П0ДНЯТ1И  же  вверхъ  огъ  положен1я  равнов*с1я  происходить  обратное.1 
ДалЬе.  для  трехъ  основныхъ   перемЬщенШ.  —  двухъ   посту пательныхъ  въ' 
горпзонт<иьномъ  направлен1и  и  вращательнаго  около  вертикальной  оси, — 
райнов'Ьс1е  безразличное.  Такимъ  образомъ  вопросъ  объ  устойчивости  сво- 
дится  къ  изсл'ЬдоваН1ю   двухъ  остальныхъ  перем^щен^й:  вращен1й  около 
двухъ  горизонтальныхъ  осей.  Эти  оси  мы  будемъ  предполагать  взаимно-^ 
перпендикулярными  и  лежащими  въ  плоскости  цлаван1я.  Щ 

663,  Метацентры.  Проведемт.  въ  одной  изъ  гЬхъ  точекъ  С  поверх- 
ности дентровъ.  который  соотв4тствуютъ  положен1ямъ  равнов-Ьс^я,  глав- 
ный нормальный  с'Кчен1я  этой  поверхности.  Какъ  известно  |см»  при  лож. 
дифф.  исч.  къ  геом.к  лин1И  этихъ  с1>чен1Й  им11ютъ  свойство,  чти  нормаль 
къ  поверхности  въ  точк1.  С\  безконечно-близкой  къ  С  и  лежащей  на  та- 
кой лпн1п.  перегЬкается  съ  нормалью  въ  точк*  С.  чего  вообще  говоряЛ 
не  будеп.  для  какой-либо  другой  точки,  безконечно-близкий  къ  С  Точка 
перес1»чен1я  нормалей  въ  Г  и  С'  цредставляегь  въ  пред'ЬгЬ  дептръ  кри* 
иизны  нормальнаго  с^чешя*  Центры  кривизны  главныхъ  нормаль- 
ныхъ  с'Ьчен1Й  поверхности  центровъ  въ  точк'Ь,  соотв'Ьтству|г»-| 
щей  какому-либо  иоложев1Ю  рапнов+*с1Я  планающаго  тЬла,  на-| 
зываются  метацентрами. 

Дадимъ  алавак)щему  г{иу,  находящемуся   въ  равнов'Ьс1И,  безконечао- 
малое  пер1*м'Ьщен1*%  вращая   его   около   горнзонта.1Ьной  оеи,  лежащей  въ^ 
плоскости    планан(я,  такимъ    образомъ,   чгобы^швв^^ШШст: 


ль- 

гслВ 

'ся;1 
[ое.И 
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щаго  поверхности  центровъ  (задача  008),  совпадаютъ  съ  наибольшею  и  на- 
именьшею осями  даннаго  эллипсоида. 

3.  673.  У  пеоднороднаго  эллипсоида  (1258)  средняя  плотность  равна  по- 
лови пЬ  плотности  жидкости,  а  центръ  массы  его  находится  на  его  большой 
осн.  Опред-Ьлить  для  этого  центра  услов1я,  чтобы  равнов'Ьсхе  эллипсоида,  когда 
его  наибольшая  ось  вертикальна,  было  устойчивымъ.  Р-Ьш.:  Согласно  задач'Ь  464 

.      3 
точка  С  находится  въ  разстоянш        полуоси    отъ  центра  даннаго  эллипсоида; 

о 

поэтому    «задача  С68)  поверхность    центровъ    есть    эллипсоидъ   съ  полуосями 

»^         3  ^      ^        л. 
я,      Оу   -  с.  Ьслп  г/>^>с,  то  центръ  массы  даннаго  эллипсоида  долженъ  отъ 

его  геометрическаго  центра  находиться  въ  разстоян1и  большемъ,  ч-Ьмъ  центръ 
кривизны  для  вершины  того  сЬченхя  поверхности  центровъ,  которое  содержитъ 
большую  и  среднюю  оси. 

3.  674.  Объяснить,  почему  плавающая  призма  должна  им'Ьть  достаточную 
длпну  параллельныхъ  реберъ,  чтобы  гЬ  положения  равнов'Ьс1я,  при  которыхъ 
эти  ребра  горизонтальны,  были  устойчивы. 

вв4.  Аналитическое  опред'Ьлен1е  устойчивости.  Предварительный  сообра- 
жен1я.  Аналитически  можно  изучать  устойчивость  плаваюпшхъ  гЬлг  и  безъ 
разсмотр'Ьн1я  поверхности  центровъ;  это  представляетъ  преимущества  въ 
особенности  въ  гЬхъ  случаяхъ,  когда  трудно  бываетъ  определить  видъ 
поверхности  центровъ.  Сущность  д^ла  остается  впрочемъ  та  же  самая. 

Перес'Ьчемъ  гЬло  плоскостью  плаван1я  П  въ  положен1и  равнов'Ьс1я  и 
въ  плоскости  с'Ьчен1я  проведемъ  оси  (ху)  по  осямъ  центральнаго  эллип- 
соида инерщи  этой  площади  сечен1Я  (§  470),  т.  е.  так1я  оси,  что  отно- 
сительно ихъ  моментъ  дев1ащи 

Гхус18=0.  (1259) 

Проведемъ  еще  плоскость  П',  наклоненную  къ  плоскости  П  подъ  безко- 
нечно-малымъ  угломъ  а  и  пересекающуюся  съ  последнею  по  оси  (х)  или 
по  оси  (у).  Заметимъ  теперь  слЬдуюпия  три  свойства  объемовъ  V'  и  V", 
заключенныхъ  между  этими  плоскостями  клиньевъ. 

1)  Эти  объемы  равны.  Действительно,  если  плоскости  П  и  П'  пе- 
ресекаются по  оси  (у),  то  эти  объемы  можно  выразить  такъ: 

Г  =  Г  ах  а8\       Г"  =  —  Г  ах  а8\  (1 260) 

где  первое  интегрирован1е  распространено  на  все  элементы  площади  П 
по  одну  сторону  оси  (у),  а  второе  интегрирован1е  на  элементы  другой 
части  площади  плаван1я.  Если  х^  и  х^'  суть  центры  массъ  этихъ  пло- 
щадей 5'  и  5",  то  формулы  (1260)  даютъ: 

Г  =  а8\х;,      Г"=  —  а8\х;. 

Г  —  V"  =  а  {8'х;  н-  54')  =  а&^с  =  О, 

потому-что  центръ  массы  (х^,  у^)  всей  площади  5  лежитъ  въ  начале  ко- 
ординатъ. 
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шемъ  теперь  положен1е  О'  (фиг.  265)^  а  вторая  въ  некоторой  точк*  С^, 
не  совпадающей  уже  въ  тЬд*  съ  новымъ  положен1емъ  С  прежняго  центра 
давлен1я.  Вм'Ьсто  этой  пары  можно  разсматривать  совокупность  двухъ  сл-Ь- 
дующихъ  паръ:  пару  съ  моментомъ  Л/',  состоящую  изъ  двухъ  силъ,  рав- 
ныхъ  в-Ьсу  тЬла  и  приложенныхъ 
въ  точкахъ  С  и  С, 

Л/'=СО'(х.Р=С(?а.Р,    (1263) 

и  пару  съ  моментомъ  ЛГ^,  опреде- 
ляемую по  лемм'Ь  (3),  §  664.  Эти 
пары  д^йствуютъ  всегда  въ  обрат- 
ный стороны,  и  устойчивость  рав- 
нов'Ьс1я  обусловливается  неравен- 
ствомъ 

М^  >  М' 

или,  по  формуламъ  (1261)  и 
(1263): 

9?В 


С0< 


(1264) 


Разсматривая  вращен1е  около  оси 
(х),  находимъ  подобное  же  услов1е 

9?Л 


С0< 


(1265) 


Фиг.  265. 


Для  устойчивости  неебходимо,  чтобы  эти  неравенства  выполнялись  одно- 
временно. Если  А<.В,  то  достаточно  одного  услов1я  (1265),  которое  при 
помощи  формулы  (1257)  можетъ  быть  такъ  написано: 


Св<фг 


(1266) 


Итакъ,  равнов^схе  плавающаго  т^ла  устойчиво,  если  разстоя- 
н1е  между  дентромъ  массы  и  центромъ  гидростатическаго  да- 
влен1я  не  превосходитъ  отношен1я  наименьшаго  момента  инер- 
тии  площади  плаван1Я  къ  объему,  погруженному  въ  жидкость. 

3.  в75.  Въ  числ^  положен1Й  равпов'Ьсхя  плаваю щаго  однороднаго  кругового 
цилиндра,  им-Ьющаго  перпендпкулярныя  къ  его  оси  основан1я,  находится  оче- 
видно такое,  при  котороиъ  ось  цилиндра  вертикальна.  Зная  плотность  ци- 
.1индра,  опред'Ьлить,  при  какоиъ  отношенш  между  его  высотою  А  и  радхусомъ 
основан1я  г  это  положен1е  равнов'Ьсхя  устойчивое.  Отв.: 


V  25  (р  —  8)  • 


3.  в7в.  Разсмотр'Ьть  по  отношен1ю  къ  устойчивости  тЬ  положен1я  равно- 
въс1я  правильной  четырехгранноп  пираииды,  при  которыхъ  перпендикуляръ, 
опущенный  изъ  вершины  на  основан1е,  им'Ьетъ  вертикальное  положен1е. 
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въ  томъ  отношен1и,  что  зд'Ьсь  всЬ  элементы  могутъ  быть    функщями    не 
только  координатъ,  но  и  времени. 

Само  собою  понятно,  что  здЬсь,  какъ  и  въ  гндростатик'Ь,  жидкость 
предиолагается  идеальною. 

667.  Уравнен1я  гидродинамики  въ  форм-Ь  Лагранжа.  Уравнен1я  гидро- 
динамики въ  вид*  (1268)  обыновенно  не  употребляются.  Въ  гидрокине- 
матик*  мы  видели  (§  598),  что  координаты  (5,  щ,  С)  частицъ  какого-либо 
изм'Ьняемаго  гЬла  являются  функщями  четырехъ  перем'Ьнныхъ:  началь- 
ныхъ  координатъ  д:,  у,  ^г  и  времени  /.  Если  требуется  определять  дви- 
жен1е  отдЪьныхъ  частицъ  жидкости,  заданныхъ  ихъ  начальными  поло- 
жен1ями,  то  эти  перем-Ьинын  и  должны  быть  введены  въ  уравнен1я  гидро- 
динамики какъ  независимый  перем-Ьнныя.  Эти  уравнешя  получаютъ  въ 
такомъ  случае  форму,  которою  преимущественно  пользовался  Лагранжъ 
и  который  поэтому  принято  называть  его  именемъ. 

Принимая  ^^  г/,  2  за  независимый  переменный,  мы  должны  всЬ  эле- 
менты предполагать  функщями  этихъ  перем'Ьнныхъ.  Сообразно  съ  этимъ 
мы  Д0.1ЖНЫ  въ  уравнешя  (1268),  вместо  частныхъ  производныхъ  р  по 
?,  тг)  и  ^^,  ввести  частный  производный  р  по  х,  у  е  2:,  Для  этого  им1>емъ 
по  правиламъ  дифференцирован1я  сложныхъ  функцШ: 


(1269) 


др_ 

дх~ 

_др 

дх      &1\   дх 

др  ас 
'  ё:>  дх' 

бр 

_др 
'д1 

д\ 

др 

5+ 

др 

'д<; 

др_ 
дг 

др 

д1 

др  &т^_^ 
ду[   дг 

др 

дг' 

Ускореше  всякой  точки  зависитъ  отъ  изм^ненШ  координатъ  ?,  •/],  ц  съ 
течен1емъ  времени;  а  такъ  какъ  эти  координаты  зависятъ  также  и  отъ 
ж,  у,  2,  то,  согласно  со  сказаннымъ  въ  §  635,  мы  должны  проекц1и  уско- 
рен1я  выражать  знакомъ  частныхъ  производныхъ: 

2,  Н,  2  должны  теперь  считаться  тоже  функщями  перем'Ьнныхъ  х,  1/, г, /; 
въ  виду  этого  мы  будемъ  теперь  эти  проекщи  обозначать  буквами  X,  V,  7^\ 
р  тоже  должна  разсматриваться  какъ  функщя  отъ  д:,  у,  ^,  %,  Принявъ 
все  это  во  вниман1е,  умножая  уравнешя  (1268)  соответственно  на 

д\^      &т\      д^        ();      ^      ();        ^      Л]      (^ 
дх'  ~дх'   дх  '      ~ду  '   ду  '   д~у  '      дг  '  Ъ  '   дг 


—   683   —  §  670,  ф.   1270. 

да  I  дч  ди  ди  ди\ 


др  /  ^        д1€  дгс  дьо  дгс 


(д1€  ди) 


дС,  ~^  \  Ы  д\  йт]  дГ^ 


(1274) 


Неизв'Ьстными  функц1ями,  въ  определен!»!  которыхъ  заключается  за- 
дача гидродинамики,  являются  и,  V,  го,  р  и  р  какъ  функши  отъ  ;,  т],  ^  и  /. 
Добавочными  услов1ями,  необходимыми  для  ихъ  опред'Ьлен1я,  служатъ 
теиерь:  1)  опять  завимость  между  ^  и  р  при  постоянной  температурь  или 
предположеше,  что  плотность  ^^  постоянна,  и  2)  услов1е  (1 168)  неразрыв- 
ности вещества:  ,         ^         ,         , , 

которое  въ  случае    однородной   несжимаемой  жидкости  принимаетъ  вид1» 
^'  ди       &1'        ди)       ^ 

669.  Вопросы  гидродинаиини.  Когда  и,  г;,  г€  найдены  какъ  функд1и 
отъ  Е,  тг|,  ^,  I,  то  пр1емами,  указанными  въ  глав*  XXI,  могутъ  быть 
изсл^дованы  различный  свойства  движешя:  распред'Ьлен1е  гидродинами че- 
скаго  давлешя,  лин1и  тока,  лин1и  вихрей,  видъ  свободной  поверхности 
жидкости  и  зависимость  движен1я  отъ  твердыхъ  неподвижныхъ  или  по- 
движныхъ  ея  границъ,  наприм'Ьръ  двигающихся  въ  ней  твердыхъ  тЬлъ. 
и  т.  д.  Не  вдаваясь  въ  обстоятельное  изучен1е  гидродинамики,  которое 
уже  выходить  изъ  области  основного  курса  теоретической  механики,  а  по 
методамъ  изсл'Ёдован1я  относится  къ  математической  физикЬ,  разсмотримъ 
только  несколько  наиболее  простыхъ  основныхъ  вопросовъ  гидродинамики 

Гидродинаиичеовое  давден1е  въ  сдуча^Ь,   когда  для  сидъ 
и  ддя  овороотед  оущеотвуютъ  потенщадьныя  фунвцш. 

670.  Уравнен1Я  гидродинамики  для  этого  случая.  Интегрирован1е  урав- 
ненШ  гидродинамики,  которое  въ  общемъ  случае  представляетъ  больпгш 
трудности,  облегчается,  какъ  и  въ  другихъ  задачахъ  механики,  если 
вн'Ьшн1я  силы  им'Ьютъ  потенщальную  функщю,  т.  е.  если  можно  принять: 

Полагал,  какъ  въ  гидростатикЬ  (§  645): 


/ 


*  =  /-(.), 
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и  полагая  .         ч         1       тх  .г.^.. 

гд*  к  скорость  частицы  ГЕ,  т],  ^),  можно  уравнея1я  (1277)  такъ  представить: 
д{П-  Р)       д  1дц> 


(1260) 


671 .  Формула  для  гидродинамическаго  давлеи1Я.  Будемъ  разсматривать 
состоян1е  движен1я  жидкости  въ  определенный  моментъ  времени,  т.  е. 
будемъ  считать  I  постояннымъ  и  изучать,  какъ  изменяются  функцш 
Р,  г*,  ь\  IV  съ  изм'Ьнен1емъ  с,  тг),  С,  другими  словами,  съ  переходомъ  отъ 
одной  частицы  жидкости  къ  другой.  Въ  этомъ  предположен1и  умножимъ 
уравнен1я  (1280)  соответственно  на  с??,  йт],  йС  и  сложимъ;  это  даетъ: 


й(^_Р)  =  й(|-н1^-') 


или 

Й^Р-6^-|-^-ь|а:»|  =  0,  (1281) 

гд'Ь  знакъ  й  полнаго  дифференщала  касается  только  дифференцирован1я 
по  координатамъ,  но  не  по  времени.  Интегрируя,  можно  написать: 

Здесь  вм'Ьсто  произвольной  постоянной  поставлена  произвольная  функ- 
щя  /(О  потому,  что  члены  въ  формуле  (1282)  зависятъ  и  отъ  I,  диф- 
ференшальное  же  уравнен1е  (1281)  удовлетворяется,  какова  бы  ни  была 
функц1я  /'(О- 

672.  Постановка  задачи  гидродинаники  въ  случае  потенц1ала  скоростей. 

Вопросъ  гидродинамики  приводится  теперь  къ  определешю  ф  (?.  т],  ^,  ^), 
потенщальной  функцш  скоростей;  после  этого,  уравнен1я  (1278)  дадутъ 
величину  и  направлеше  скорости  каждой  частицы  жидкости,  занимающей 
въ  данный  моментъ  данное  положен1е  въ  пространстве,  а  формула  (1282) 
опред'Ьлитъ  Р  (р)  и  следовагельно  давлеше  въ  каждой  точке,  если  будетъ 
еще  известна  функщя  /'(О,  которая  можетъ  быть  определена,  если  из- 
вестно давлен1е  р  въ  одной  какой-нибудь  точке  пространства  для  вся- 
каго  момента  времени. 

Определешю  функц1и  ср  могутъ   помочь  уравнен1я  (1275),  если  плот- 
ность переменная,  или  уравненге  (1276),  если  жидкость  однородна  и  не- 


—   686   — 

4жнмл1'ма.  1к'ршкм1зъ  этихъ  уравнен1й  по  формуламъ  (1278)  принимает!, 
пчи'рь  видъ: 

)-   -ь  ^  Т  -ь  -X  -ь    -у/  =  О,  (1283) 

тп'оро!^  же  уранп(*н1(»,  при  [>  иостоинномъ  представляетъ  собою  Лапласово 
уравн^чпс  (^5  П24): 

ГЬпкчпя  отого  уравнения  могугь  быть  отыскиваемы  независимо  отъ  урав- 
Н1'1пя  (1282).  Нужно  впрочомъ  заметить,  что  общаго  способа  для  инте- 
г|>ирован1я  уравнения  ( 1 284 )  не  суп^ествуеп!.  Но  зато  часто  бываеп»  воз- 
можно подыскать  рЬшен1е.  соотв'1пч:.твуюии»е  всЬмъ  даннымъ  услов1ямъ  за- 
дачи гидродинамики;  причемъ  существенною  помощью  является  задан1е 
Г0СТ0ЯН1Я  двнжен1я  на  гранпцахъ  жидкости.  11зучен1е  методъ,  ведущих!, 
къ  :»тому,  составляегь  одннъ  изъ  основныхъ  вопросовъ  математической 
физики.  Па  и;иожен1и  ихъ  мы  уже  не  можемъ  зд1'»сь  останавливаться. 

673.  Гидродинамическое  давмн1е  въ  случае  установившагося  течен1я 
ишдкости.  Уравнен1с  (1282)  иоБаяынаетъ,  что  гидродинамическое  давле- 
Н1е,  при  остальныхъ  равныхъ  услов1яхъ,  отличается  оп»  гидростатпче- 
<:каго,  такъ  какъ  зависитъ  нета1ько  оть  вн-Ьтнихъ  силъ,  но  и  оп*  ско- 
рости. Упростннъ  указанное  уравнен1е,  иредположивъ,  что  движен1е 
жидкости  установившееся,  т.  е.  такое,  что  въ  калсдой  точкк  про- 
странства величина  п  направлен1е  скорости  остаются  постоянными,  неза- 
шснно  отъ  того,  которая  частнца  жидкости  въ  данный  момент1>  времени 
череаъ  ату  точку  пространства  ироходитъ.  Въ  этомъ  случак  функьии  //. 
«^  ю,  Ф,  а  схЬдоватедьно  и  Р,  отъ  (  не  зависяп».  Въ  виду  этого  произ- 

лыпя  функц{я  /"(О  должна  быть  зам1;нена   произвольною  постоянною, 

формула  (1282)  прнниыаеть  видъ: 

Р=Г—1  к'-^  С. 

01фе|д1жен1Я  С  нужно  знать  давлен1е  р^^  и  скорость  А*^  въ  какой-нп- 
"Шо1  точк^  М^;  для  вея 

/>,  =  17.,  -  ^  А-,.4-  С. 

1им1е  тааело!  иесшииаеиой  однородной  жидкости  изъ  сосуда. 
^С)  каправнть  вертикально  книзъ.  т^^ 


.»г 

,1Г 

=  о. 

—  '/. 

./у, 

'  ~  '"»;" 
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§  674,  ф.  128й. 


и  поэтому  ^^  ^  ^^ 

Такъ  какъ  плотность  р  постоянна,  то 

Р  = 
и  формула  (1285)  даетъ: 


Р=Ро-^  9.0  (^  —  4,0,) 


?  иг  -  к,г). 


(128()) 


Пусть  будетъ  р^  атмосферное  давлеше,  одинаковое  как1.  на  свободной  по- 
верхности жидкости,  наполняющей 
сосудъ,  такъ  и  на  поверхности  выте- 
кающей нзъ  сосуда  струи  (фиг.  266;. 
Означая  черезъ  А;,  скорость  частицъ 
жидкости  на  ея  свободной  поверх- 
ности, предполагая  течеше  въ  сосуд'Ь 
липюннымъ  вращен1я  частицъ,  что 
необходимо  принять  при  существова- 
Н1И  потенщальной  функц1и  скоро- 
стей (§  621),  и  прилагая  формулу 
(1286)  къ  точк-Ь  на  поверхности  вы- 
текающей струи  вблизи  отверст1я  со- 
суда, им-Ьемъ  р  =  р,  и  поэтому  на- 
ходи мъ: 


к   —  к^ 


Фиг.  266. 

Зд'Ьсь  ^ — ц<)  есть  глубина  к  отверст1я  подъ  свободною  поверхностью;  итакъ: 

к  =  \/к^'~Ч^2дЬ.  (1287) 

Эта  формула  (Торичелли)  принимаетъ  бол-Ье  простой  видъ,  если  пло- 
щадь свободной  поверхности  весьма  велика  въ  сравнен1и  съ  площадью 
поперечнаго  с'Ьчен1я  вытекающей  струи;  тогда  можно  принять  А^^  =  0  и 


к  =  \/2ди. 


(12^8) 


Эти  формулы  невполн'Ь  точны  всл'Ьдств1е  присутств1я  трен1я  и  несо- 
вершенства жидкости,  причинъ,  который  обусловливаютъ  между  прочимъ 
вращен1е  частицъ,  предполагавшееся  выше  отсутствующимъ.  Кром-Ь  того 
при  истечен1и  происходитъ  сжат1е  струи,  требующее  тоже  некоторой  по- 
правки въ  формулахъ  (1287)  и  (1288)  въ  вид*  н-Ькотораго  коэффищента. 
опред'Ьляемаго  уже  изъ  опыта.  Подробнее  объ  этомъ  излагается  въ  ги- 
дравлик*. 

3.  678.  Объяснить,  почему,  какъ  показываетъ  опытъ,  гидродинамическое 
дав.^еше  внутри  вытекающей  струи  несжимаемой  жидкости  меньше,  ч-Ьмъ  нл 


—   689   —  §  676,  ф.  1293. 

Уравнен1я  гядродинамики,  ооотв^Ьтотвующ1я  вихревому 
двяасен1Ю  жидкости. 

676.  Уравнен1Я  Коши-Гадьнгольтца.  Гедьмгольтцъ  (Не1тЬо11;2)  первый 
показалъ  возможность  изучать  аналитическимъ  путемъ  вихревое  движен1е 
жидкости,  но  основныя  въ  этомъ  вопросЬ  уравнен1я  были  выведены  еще 
раньше  Коши  (СаисЬу).  Въ  §  620  были  даны  формулы  (1150),  опред*- 
ЛЯЮЩ1Я  проекц1и  угловой  скорости  частицы  какого-либо  измЬяяемаго  гЬла: 

Посмотримъ,  как1я  зависимости  получаются  для  этихъ  угловыхъ  скоростей 
въ  предположен1и,  что  у  вн-Ьшннхъ  силъ  существуетъ  иотенщальная  функ- 
Ц1Я.  Обращаясь  для  этого  къ  уравнен1ямъ  (1277),  исключимъ  изъ  второго 
и  третьяго  Ы  —  Р,  составивъ  равенство: 


д^{11—Г)_д'{и—Р) 


Мы  находимъ; 
дЬ 


Ограничиваясь  предиоложешемъ,  что  жидкость  несжимаема,  и  принимая 
во  внимаше  услов1е  сплошности  (1276),  можно  посл'Ьдшя  дв*  скобки  пре- 
образовать сл*дующимъ  образомъ: 

(дю  до         дV   дгЛ       I  дгс  дш        до  д1а\ 
(дю        дгЛ/дв        ди>\  ди  ( дго        дV\  /,опоч 


(1293) 


Прибавивъ  еще  къ  уравневш  (1291)  члены 

ди  ди        ди  ди 
&пд^~'д^К' 

можно  въ  немъ  три  посл'Ьдн1Я  скобки  заменить  следующими: 

ди  1д1€        до\        ди  I  ди        дюХ        ди  I  дг        дн\ 
~'д(\д^~Ж}~  ду]\Ж~~дГ!       Ж\~д^~~^1' 

а  тогда,  д^ля  всЬ  члены  на  2  и  пользуясь  формулами  (1290),  можно  на- 

П.  Сомовъ.  —  Основашя  тсорст.  жсх&яикв.  41 
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въ  какой-нибудь  моментъ  времени  для  всЬхъ  частицъ  жидкости 

0)^  г=  о,    со^  =  0,    (о.  =  0,  (1296) 

то  и  производный  этихъ  функц1й  по  времени  равны  нулю,  т.  е.  угловыя 
скорости  постоянно  остаются  равными  нулю.  Но  мы  знаемъ  (§  621),  что 
услов1я  (1296)  равносильны  предположенш  о  суп^ествованхи  потенщальной 
функщи  скоростей. 

Это  не  исключаетъ  впрочемъ  возможности  такого  движен1я,  въ  кото- 
ромъ  вообще  говоря,  существуетъ  потенц1алъ  скоростей,  но  вм-ЬсгЬ  съ  гЬмъ 
н1Ькоторыя  области  наполнены  вихревыми  лин1ями,  который  при  этомъ, 
какъ  мы  знаемъ  (§  629),  или  замкнутый,  или  упираются  въ  свободную 
поверхность  жидкости.  Конечно,  он*  могутъ  съ  течешемъ  времени  изме- 
нять свой  видъ  и  положен1е. 

3.  в80.  Доказать,  что  если  движеи1е  жидкости  происходить  параллелБВо 
плоскости,  и  вихревыя  линш  въ  какой-нибудь  моментъ  прямолинейны  и  къ 
этой  плоскости  перпендикулярны,  то  он-Ь  остаются  таковыми  во  все  время 
движен1я,  вращен1е  же  частицъ  равномерное.  Р^ш.:  Если 

^о  =  0,      ш^  =  О,      шу|  =  О,  (1297) 

то  по  форму ламъ  (1295) 

''«>?  С7(0у1  ^">Г 

Отсюда  заключаемъ,  что  ш^,  с^)  Шг  не  зависать  оть  времени,  причемъ,  въ  силу 
предположен1я  (1297),  (о^  =  О,  ш^  1=  О  для  всякаго  момента  времени. 

678.  Теорема  Гельигольтца.  При  дЬйствхи  только  силъ,  им']^ющихъ 
потенцхальную  функд1ю,  существующ1я  вихревыя  нити  (§  628) 
не  могутъ  уничтожиться;  а  также  не  могутъ  возникнуть  новыя 
вихревыя  нити.  Для  доказательства  возьмемъ  на  вихревой  лиши  дв^ 
безконечно-близшя  точки  М  ($,  т],  ц)  и  М'  (Г,  тг)',  ь').  Можно  написать: 
со.  О)  со- 

$'  =  е  -н  ММ^  -  \      т/  =  7]  ч-  ММ'  -^,      ц'  =  с  "Н  ММ    -^  , 
(О  *         *  о>  со 

или,  полагая  ММ  =  /со, 

?'  =  ;  ч-  Х(о.,    г,'  =  тг)  -ь  АО)^,    С  =  ъ  -ь  Шг. 

Если  щ  г\  га  опред'Ьляютъ  скорость  точки  М,  то  для  точки  М'  скорость 
определится  слагаемыми  н\  г',  гг',  который  получаются  изъ  щ  г-,  га  вслЬд- 
ств1е  изм'Ьнен1я  координатъ  на  безконечно-малыя  приращенхя  ?'  —  $, 
•п'  —  "У),  С — V,  поэтому 

ди  ди   .  да  . 

дгс  ,             ди   .  дга  , 

гс  =  IV  -+-  -3.-  >со.  н Л(о^  -ь  -^-  Хсо-, 


ОТДЪЛЪ  ДЕСЯТЫЙ. 
Оенован1я  механики  упругаго  тЬла. 


ГЛАВА    XXIV. 

ДвФормац1я. 

Ввбден1е. 

679.  Упругое  т*ло.  Въ  теоретической  механик'Ь,  при  изучен1и  ея  основъ, 
приходится  вм'Ьсто  гк1ъ,  существующихъ  въ  природ-Ь,  разсматривать  гЬла 
идеальныя,  не  обладающая  всею  совокупностью  присущихъ  всякому  д-Ьй- 
ствительному  гЬлу  физическихъ  свойствъ,  а  обладающ1я  лишь  некоторыми 
напбол  Ье  важными  для  выяснен1я  законовъ  механики  свойствами,  причемъ 
и  эти  свойства  предполагаются  въ  гЬлЬ  въ  возможно  простомъ  и  совер- 
шенномъ  вид'Ь.  Такъ,  наприм-Ьръ,  твердый  гЬла  мы  представляемъ  себЬ 
абсолютно  неизменяемыми,  независимо  отъ  того,  как1я  силы  къ  нимъ 
приложены;  жидкость  предполагается  идеально  подвижною,  т.  е.  предпо- 
лагаются отсутствующими  всЬ  внутренн1я  силы  кром4  взаимныхъ  давлен1й 
между  частицами,  вызываемыхъ  внЬшними  силами.  Понятно,  что  при  такой 
идеализащи  т^лъ  законы,  даваемые  теоретическою  механикою,  не  даютъ 
точнаго  представленья  о  происходящихъ  въ  природ*  движен1яхъ  или,  въ 
частности,  0.  положен1яхъ  равновесхн;  эти  законы  являются  лишь  пер- 
вымъ  приближенхемъ  въ  выражеши  действительныхъ  физическихъ 
явлен1й.  Чтобы  болЬе  приблизиться  къ  этимъ  явлен1ямъ,  приходится  при- 
нимать въ  расчетъ  некоторый  изъ  гЬхъ  свойствъ  гЬла,  который  раньше 
пренебрегались.  При  этомъ  приходится  уже  принимать  во  вниман1е,  что 
самыя  твердый  гЬла  изменяемы,  или  также,  что  самыя  подвижный  жид- 
кости обладаютъ  внутренними  силами  сцеплен1я  и  оказываютъ  трен1е.  Но 
и  въ  такихъ  случаяхъ  приходиться  отрешаться  отъ  представленья  о  дей- 
ствительныхъ  тЬлахъ,  относительно  которыхъ  законы  механики  оказалнсь- 
6ы,  по  своей  сложности,  недоступными  для  математической  формулировки 
и  пзследован1я.  Различный  побочный  свойства  тела  опять  оставляются 
безъ  вниманья,  следовательно  действительный  гЬла  опять  заменяются 
идеальными,  но  уже  ближе  подходящими  къ  действительнымъ.  чемъ  тела, 
разсматривавшьяся  раньше  въ  теоретической  механике.  Такимъ  образомъ, 
допуская  изменяемость  гЬла,  вводятъ  въ  разсмотренье  вм-Ьсте  съ  темь 
понят1е  объ  упругости,  тело  называется  улругимъ,  если  оно,  будучи  под- 
вергнуто изменешю  своей  формы  и  объема,  —  деформацьи, — восприни- 
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—   695  —  §  681,  ф.  1298. 

малаго  перем*щен1я;  для  этого  нужно  только  заменить  м,  г;,  го  произве- 
ден1ями  ихъ  на  общ1Й  безконечно-малый  множитель  пропоршональности. 
Вм^сгЬ  съ  гЬмъ  скорости  удлиненШ,  8^,83,83  и  скорости  сдвиговъ,  2хр 
2x2,  2х„  а  также  угловыя  скорости  должны  быть  зам-Ьнены  безконечно- 
малыми  коэффиц1ентами  удлиненШ  и  сдвиговъ  и  безконечно- малыми 
углами  вращешй;  а  для  этого  вс1  эти  скорости  должны  быть  умножены 
на  одинъ  и  тотъ  же  безконечно-малый  коэффищентъ  пропоршональности. 
Однако-же,чтобы  не  изм'Ьнятьобозначен1йвъформулахъ  главы  ХХ1^ 
мы  условимся  во  всемъ  отд-Ьл*  теорхи  упругости  подъи,  г, !(; 
понимать  проекц1и  безконечно-малыхъ  перем'Ьщенхй  точекъ 
упругаго  т^ла,  перем'Ьщен1й,  который  эти  точки  получаютъ 
при  деформац1н  тЬла;  безконечно-малые  коэффицхенты  происхо- 
дящихъ  при  этомъ  удлинен1й  и  сдвиговъ  будемъ  обозначать 
такъ:  е^,  е^,  е^,  2к^,  24^,  2к^,  углы-же  вращен1Я  черезъ  О,,  О,,  ^,. 

Такъ  какъ  при  сообщенной  упругому  тЬлу  деформащи  перем'Ьщен1я, 
полученный  различными  точками,  различны  по  величин*  и  по  направле- 
н1ю,  то  щ  г;,  га  являются  функц1ями  начальныхъ  координатъ  а:,  у,  г  рас- 
сматриваемой точки.  Тоже  самое  нужно  представить  себ*  и  относительно 
^,г  •  •  •  *,1  *л:,  *у1  ^*  причемъ  вс'Ь  эти  элементы  нужно  понимать,  согласно 
сказанному  въ  глав'Ь  XXI,  сл'Ьдующимъ  образомъ.  Задавъ  точку  (а:,  у,  г) 
въ  начальномъ  полоясен1и  гЬла,  мы  принимаемъ  ее  за  ту  точку  безко- 
нечно  малой  частицы  т*ла,  мЬстомъ  которой  опред-Ьляется  положенхе  этой 
частицы.  Посл'Ь  деформац1и  эта  точка  и  вмЬсгЬ  съ  нею  частица,  пере- 
мещаются и  занимаютъ  положен1е,  определяемое  координатами 

\=^  X  \-  и,  7)  =  у  -н  17,  С  =  -2^  н-  ««;,  (1298) 

а  коэффищенты  удлинешй  сдвиговъ  и  вращенШ  этой  частицы  опреде- 
ляются по  формуламъ  (1148),  (1149)  и  (1150),  причемъ,  въ  виду  того, 
что  элементы  и,  г;,  гю  предполагаются  весьма  малыми  въ  сравнен1и  съ 
координатами  х^  у,  г  или  \,  т\.  С,  можно  частныя  производный  этихъ 
функц1й  по  координатамъ  $,  тг),  С  замЬнить  соответственными  частными 
производными  по  координатамъ  .г,  у,  г  *). 


^)  Для  бо.1'ке  точпаго  выяснев1я   этого  зам'Ьтимъ,  что  по  формуламъ  (1298) 

ди  ди  д\  ди  дг\         дн  д\  да  /  <?а\         ди  дс         ди  дш 

'д^~^^~дх  '^Цдх  '^Ж'д^  ~Ж\    '*'  'О^)  ~^  Ц  ^  ~^  Ж  'д^ ' 


дт|   дх         ()С  дх         д1  \  дх)        дг[  дх 

ди  &и   д^         ди  дУ1         ди  д^   ди  ди         ди  /  сН?  \         ди  дш 

^  ~д^  'ду  '^'Щ^'^Ж'ду  ~Жд^^  '^'Цх     "^  ду  )'^Ж'ду' 


^  ди      ди  ди)  дн      хди  дгс 

Отсюда  видно,  что   :^ ,    — ,  ...     ,-  01личаются   отъ    ..^  ,    з^-  ,  ...  -туг  ^лв- 
'  дх*    Оу  дг  д\^   д1\  (7^ 

нами,  состоящими  изъ  пропзведенШ  частпыхъ    производиыхъ  по  дв'Ь.  Но  вс^ 
частныя  пропзводныя  того  же  порядка  малости  какъ  и  самыя  функцш  <1,9,«' 


:*« 


^(Аформашя  параллелепипеда  я  шара. 

вв2.  Дефор«ац1Я  лаоаддедеяипеда.  .'-  .к:-  ч:.  :.1.т:.  XXI  и:^  л>п.1л  :^7' 
МкТ  ■;1(.:.:..  т  »  .;г,1(  л.-/  !►•:■(  ;г  .;*-г';лг.11;:Л  г.-^^-янм  ::.;.и*:.Н'.  "|.т»:М»^зт. 
.'•.\г' ия*"Д'1.  )   :'..1л  Г)я::''^>г  г>п;?ч::»  .г     .«;(::.   .:;1р:и.г»-.1»*гт11:['и;1  лли  яъ  зиат! 

;0    ■•;   »      4^ЖИ'>       -.'ПГ;!. .,      :!..1|ЛП.       ■  .И'^Г)"  Л1'>;!;.И';.НЯ':ММ>П|.     Хш     :1р1:1.'Т0ТЫ. 

'п..'.[.|  н.-  .{Л'  1и'.  .;'.!м  .{г[.1=:«лг1.  ии-гишхи  ;:рм1Г1К0ЛЯыхъ,  янипиь-мъ  трав- 
и'-ши  "Г»  ликж<'н1л  ;г:.  ||^;>ч!.  ::;';.  И.гм.гп  иоорллнатъ  ао::ьм1}м^  въ 
м.гной  и'л,  и'-р'"'*"''  '^Л  ^^1-  Л-  'и*  .1'*р?1.1.г»*.г»;п*!;г1иа  л,  такъ  какъ  при 
.и'Ф'»рми1Пи  ло'",];:1а'П'Льн'*'^  »к;р''\|!.1гг»:1П''  роли  н»:  кгряетъ.  преддоложизгь, 
мк1  иячяло  ко'»рлииигь  |Г<-р''М'!л1[:*гтс;г  »*\г1/:т1.  ел,  тонною  3/^.  или,  что  го- 
/К''  г.1^г,о^  оу  г^мг.  лр'"  г;1'.л:1г:1П»  ЧТО  ГГ.!  гоп!.м  остпется  неполвнжнг'Ю  по 
'»'1Яот''К1к»  кь  1тк\!'|.  ;К|.1иижимчъ  ]:оорли11.1ГЯЫмг  «^оямъ.  направ.трн1я  же 
1гог'.лГлиизг'ь  ''.ул''М'ь  ^читтп,  нпи:;ч1;н1(мчи.  При  .'|Томъ  можно  ощ».*  пред- 
положить, что  рс'/.ри  пярллл^-лгл.яи^м;!.  схоляиняся  нъ  то^к1^  3/^.  въ  его 
н;1.'гллмгом'ь  С0ЛГ0ИИ1Я  '"оиияляк^тт.  <'/ь  лтими  осями:  а  такъ  какъ  въ  одно- 
ро,1ио  и.{м1.ни*?момъ  г1.лЬ  у,ьгииг;н1я  вг|,хъ  отрГ.:$ковъ  пропорщональны  пхъ 
длииямъ,  го  лля  и.'гут^'И!»  ,г^'формя{11И  11;1р}ил*мсг1И[геда  можно  его  ребра 
принять  ранными  "лииип!..  0:{иячяя  ч''р^г:п.  Л/р  Л/3.  3/.  концы  реоеръ, 
г.ходягцихся  нъ  точкГ.  Л/^,    им1л'мъ  «ъ  иачяльномъ   полоясен1и  пара.иеле- 

.г,  I,        //,  О,         .г,  Г);         ./•,  п  О,         Уз  =  Ь       :Г2  =  ^^• 

.г,        О,        //,        О,       г;,         I.        .7,  =^  О,        //,  =  0,      2,  =  0. 

Полг.Т}1НЛЯЯ  яти  |.о(»рлинаты  ни  ураим^4[1я  П117),  получаемъ  координаты 
ятихг  гочпк'Ь  иосЛ  игрр.м1.гиг'и1я: 
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Отгици   ниходпмь   длины    ргогрь    М^Му,  М^М.^,  ЗЛЗ/..    послЬ    дефор- 
мтип: 

Л,        I  М,"   »   .1/   I   .1/  , 

/ .      I  <',    »  ^'.    •  ^" 

Углы    па|тлл1М«м1п1пма    11«чм  I.    гп»    и'формлц!!!    пплучанпъ   :шачсн1я, 
1М1|нм1л11«'М||1М  ПЛ1.  формул  ь: 
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%  683,  ф. 

1304 

С08  {М,'М,'М,')  =  14^ 

> 

С08   (3/,'Ж.'Ж/)  : 

2Х, 

С08  (М/Ж/З/,') 

_   2Хз 

' 

(1300, 

2К, 

=  Мз 

-Ь  1аТ1з  -«- 

С,Ьз   = 

В,С,  -ь 

В,С',  -н 

^зС'з. 

2К, 

=  Мх 

-»- 13^1  -^• 

'^3^1    = 

С,^,  ч- 

С',4,  ч- 

Оз^з, 

(1301: 

2К, 

Н-  Т»)1Т»),  Н- 

С^   = 

Л^.н- 

А^В^-^ 

^3-Вз. 

гд-Ь 


683.  Случай  весьва  налой  дефорвац1И  параллелепипеда.  Для  теор1и 
упругости  предыдупця  формулы  им'Ьютъ  значен1е  только  въ  предположети, 
что  деформащя  параллелепипеда  весьма  мала  въ  сравнети  съ  его  раз- 
мерами. Такъ  какъ  въ  этомъ  предположенш  точки  М^\,  Д/д',  Л/,'  оста- 
ются весьма  близкими  къ  ихъ  начальнымъ  положен1ямъ  Л/",,  Ж^,  М^,  то 
можно  А^,  В^,  Сз  считать  весьма  мало  отличающимися  отъ  единицы,  а 
остальные  коэффищенты  весьма  малыми  въ  сравнен1и  съ  единицею.  Тогда, 
пренебрегая  малыми  величинами  высшихъ  порядковъ,  можно  принять  для 
коэффищентовъ  удлиннен1й,  полагая 


разлагая  по  строк*  Маклорена  и  пренебрегая  членами  высшихъ  поряд- 
ковъ въ  сравнеши  съ  первыми: 

е^  =  Ь^  —  \=В^—\,   \  (1302) 

е.  =  Хз  -  1  =  Сз  -  1.   I 

Если  черезъ  6^  означить  весьма  малый  уголъ,  на  который  при  деформа- 
щн  ребро  М^М.^  наклоняется  къ  ребру  М^М^,  то  за  коэффищентъ  сдвига 
(§  618)  можно  принять: 

2А-^  =  8т  6,  =  С08  (Мз'Л//Л/з')  (1303) 

и  подобнымъ  же  образомъ  выразить  два  другихъ  коэффищента  сдвига 
2йу  и  2\.  Но,  если  опять  пренебрегать  безконечно-малыми  высшихъ  по- 
рядковъ, то  можно  по  формуламъ  (1300)  и  (1301)  написать: 

Бз^4-^  С,-1-Лз  А.-^-В, 

Л^2^г  '-'3^^1  -^1^2 

И  окончательно 

2к^  =  Бз  -ь  Сз,     2А-у  =  С,  -+-  А,,,     2к^  =  ^^  -^  В,.      (1304) 

Можно  было  бы  еще  показать,  что  углы  вращения  параллелепипеда  около 
осей   координатъ,  если   это   вращен1е   выд-Ьлить   изъ   чистой  деформациг 
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Удлиннен1я  гЬхъ  д1аметровъ  шара,  которые  обратились  въ  оси  эллип- 
соида, называются  главными  удлиннен1ями.  Длины  этихъ  осей  могутъ 
быть  найдены  изъ  уравнен1я  (1308)  по  общимъ  ир1емамъ  аналитической 
геометр1и  для  разыскан1я  осей  поверхности  второго  порядка. 

685.  Эллипсоидъ,   который  посл^  дефорвац1И  обращается  въ  шаръ. 

5^н-7|^-ьС»=1 


Пусть  будетъ  бз  _^  ^з  _^  -з . 


уравненхе  этого  шара.  Введя  сюда  начальный  координаты  по  формуламъ 
(1117),  въ  которыхъ,  если  отбросить  изъ  разсмотрЬшя  поступательное  пе- 
рем'Ьщен1е,  можно  положить 

мы  и  получпмъ  уравеенхе  искомаго  эллипсоида  въ  начальномъ  положен1и 
однородно-изм'Ьняемаго  гЬла: 

(А,'  н-  А,'  -ь  А/)  X?  -ь  (Д^  -+-  Бз^  -н  В.,^)  ]г  -ь  (С,'  ч-  С^^  -н  С.,^)  г"  ч- 

-н  2  (В,С,  -ь  Б^Сз  -ь  БзСз)  уг-\-1  {С,А^  -+  С^А^  -+-  С^А,)  хх  -н 

-+-  2  (Л,Б,  -4-  А^В^  ч-  ^зД»)  ^У  =  1 

или,  по  обозначен1ямъ  формулъ  (1299)  и  (1301): 

Ь,^х^  -+-  Ь^'у"  ч-  ^.,Ч''  ч-  1К,уг  ч-  2/1:2^^:  ч-  2К,ху  =  1.      (1309) 

Мы  видимъ,  что  коэффиц1енты  этого  уравнен1я  гЬсно  связаны  съ  гЬми 
элементами,  которыми  определяется  деформащя  прямоугольнаго  паралле- 
лепипеда. Поверхность  (1309)  мы  будемъ  называть  вторымъ  или  обрат- 
нымъ  эллипсоидомъ  деформагии.  И  этотъ  эллипсоидъ  можетъ  слу- 
жить для  опред'Ьлен1я  главныхъ  удлпннешй,  если  определить  его  глав- 
ный оси. 

Поверхность  уддинненхй. 

686.  Опред'Ьлен1е  поверхности  удлиннен1Й.  Если  на  каждомъ  векторе, 
проведенномъ  изъ  начала  координагь,  отложить  длину 

г  =  ~К.  С1310) 

|/Е 

гд-Ь  Е  коэффищентъ  удлиннен1я  этого  вектора,  то  концы  всЬхъ  отр'Ьзковъ 
будутъ  образовывать  поверхность^  позволяющую  судить  о  томъ,  какъ  изм-Ь- 
няется  коэффищентъ  удлиннен1я  съ  изм'Ьнен1емъ  направлен1я  взятаго  век- 
тора. Если  услов1е  (1310)  написать  въ  видЬ: 

г^К  =  1  (1311) 

и  подставить  сюда 

1    —  .Г   ч-  г/    ч-  А  , 
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Координатныя  оси,  при  которыхъ  коэффициенты  сдвиговъ  Л„  А:^,  к^  исче- 
заютъ,  суть  очевидно  главный  оси  деформац1и  (§  608),  а  е^,  е^,  е^ 
коэффиц1енты  главныхъ  удлиннен1й.  По  свойству  поверхностей  вто- 
рого порядка  сумма  квадратовъ  обратныхъ  величинъ  трехъ  взаимно-пер- 
пендикулярныхъ  центральныхъ  рад1усовъ-векторовъ  есть  величина  постоян- 
ная и  равна  сумм'Ь  квадратовъ  обратныхъ  величинъ  полуосей;  отсюда, 
принимая  во  внимаше  зависимость  (1313),  заключаемъ: 

е^  -ь  е^  ч-  в,  =  ^4  -ь  <?2  -+-  Сз,  (1317) 

т.  е.  сумма  коэффиц1ентовъ  удлиннен1й  по  какимъ-нибудь  тремъ 
взаимно-перпендикулярнымъ  направлен1ямъ  равна  сумм*  коэф- 
фиц1ентовъ  главныхъ  удлиннен1й. 

Поверхность  удливненШ  можетъ  быть  или  эллипсоидомъ  или  однимъ 
изъ  гиперболоидовъ  или,  наконецъ,  всЬ  точки  ея  могутъ  быть  мнимыми. 
Разберемъ  эти  случаи  подробнЬе. 

Если  удлинненхя  по  всЬмъ  иаправлен1ямъ  положительныя,  то  всЬ  р 
действительные  и  конечные,  т.  е.  поверхность  замкнугая  и  следовательно 
она  эллипсоидъ.  На  основан1и  формулы  (1313),  наибольшей  оси  эллипсоида 
соотв'Ьтствуетъ  наименьшее  удлпннен1е,  а  наименьшей  оси  —  наибольшее 
удлиннен1е. 

Если  удлиннен1я  по  всЬмъ  направлен1ямъ  отрицательный,  т.  е.  про- 
исходить сжат1я,  то  поверхность  (1315)  становится  мнимою;  но  тогда 
можно  вместо  нея  разсматривать  поверхность  эллипсоида 

е^х^  н-  е^^  -ь  е^2^  -ь  2к^^2  н-  2к^х  -I-  2к^ху  =  —  1,       (1318) 

соответствующую   уСЛОВШ  __  1  ПЧ1С)^ 

при  которомъ  все  векторы  р  теперь  действительные.  Наименьшему  век- 
тору соотвЬтствуетъ  теперь  наибольшее  сжат1е,  наибольшему  вектору  — 
наименьшее  сжат1е. 

Если  по  некоторымъ  направлен1ямъ  удлинненхе  положительное,  а  по 
другимъ — отрицательное,  то.  при  непрерывности  всехъ  изменешй  въ  за- 
висимости отъ  изменен1я  направлен1я  вектора,  существуютъ  и  так1я  на- 
правлен1я,  по  которымъ  ннкакихъ  удлиннешй  не  происходить.  Формула 
(1313)  даетъ  для  этихъ  направлен1й  безконечно-больш1е  векторы,  т.  е. 
поверхность  удлнннен1й  (1315)  имЬетъ  безконечно-далек1я  точки;  она  бу- 
детъ  поэтому  гиперболоидомъ.  Направ.1ен1ямъ,  проведеннымъ  изъ  ея  центра 
и  встречающимъ  поверхность,  соотвЬтствуютъ  действительные  р;  следо- 
вательно, по  этимъ  направлен1ямъ  происходить  положительное  удлпнненхе. 
Векторы,  направленные  по  образующимь  ассимптотическаго  конуса,  не 
получають  ннкакихъ  удлиннен1й.  Направлен1ямъ,  не  встречающимъ  по- 
верхности (1315),  соотвЬтствуютъ  мнимые  р;  это  указываетъ,  что  по  этимъ 
направлешямъ  удлиннен1я  отрицательный.  Чтобы  изобразить  эти  удлинив- 
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шя,  нужно  оиять  обратиться  къ  поверхности  (1318),  у  которой  дМстви- 
тельнымъ  векторамъ  соотв*тствуютъ  отрицательный  удлиннен1я.  Такимъ 
образомъ  вся  система  удлинненШ  характеризуется  совокупностью  об'Ьихъ 
поверхностей  (1315;  и  (1318),  т.  е.  парою  сопряженныхъ  гипербо- 
лоидовъ  (фиг.  267) 


ех* 


еь 


^ 


с  2 


2кш 


21'^х 


2\ху  ==  г1:  1,       (1320) 


причемъ    верхнему    знаку    соотв'Ьтствуютъ    положительный,    а    нижнему 

знаку  —  отрицательный  удлин- 
нен1я.  По  направлен1ямъ  обра- 
зуюпхихъ  общаго  ассимптотиче- 
скаго  конуса  сопряженныхъ  ги- 
перболоидовъ  удлиннен1я  равны 
нулю. 

Чтобы  найти  направлешя,  по 
которымъ  коэффищенты  удлин- 
нен1й  равны  данной  величин-Ь  е, 
перес'Ьчемъ  поверхность  (1315) 
или  (1318)  поверхностью  шара, 
описаннаго,  смотря  по  знаку  в, 
рад1усомъ 

р  =  -1.или  р=     и,(1321) 

у  е  у — е 

и  соедини мъ  всЬ  точки  с1>чешя 
съ  центромъ  поверхности  пря- 
мыми лин1ями.  Эти  ирямыя  обра- 
зуютъ  конусъ  второго  порядка, 
который  называется  конусомъ 
равныхъ  удлиннен1й.  Упо- 
мянутый выше  ассимптотическ1й 
конусъ  прннадлежип»  къ  числу 
этихъ  конусовъ.  Чтобы  соста- 
вить уравнен1е  конуса  равныхъ 


Фиг.  267. 


удлиннен1й,  напншемъ  сообразно  съ  услов1емъ  (1321): 


с  (х- 


г 


') 


-ь  1 


и  вычтемъ   это   выражен1е   почленно  изъ  (1320);   это  даетъ  однородную 
зависимость  между  координатами: 

(^х—  ^)  ^""-^  (^9'--  О  У^ -ь  {с  —  е)  ^'н-  2к^/г  -I-  2к^х  -+-  2к^ху  =  О,      (1322) 

которая  и  опред-Ьдяеть  искомый  конусъ. 
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Броведемъ  черезъ  дентръ  поверхности  удлиннен1й  плоскость,  пересе- 
кающую ее  по  кругу.  Известно,  что  у  поверхности  второго  порядка  су- 
ществуютъ  дв*  так1я  плоскости;  въ  случае  эллипсоида  он*  содержать  его 
среднюю  ось.  Въ  такой  плоскости  удлиннен1я  по  всЬмъ  направлен1ямъ 
одинаковы;  поэтому  всякая  фигура,  начерченная  въ  первоначальномъ  по- 
ложен1и  этой  плоскости,  при  деформащи  расширяется  или  сжимается,  оста- 
ваясь подобною  самой  себ*.  Так1я  плоскости  называются  поэтому  не  иска- 
жающимися плоскостями.  По  основному  свойству  однородно-изм^няе- 
маго  гЬла  и  всЬ  плоскости,  имъ  параллельный,  тоже  неискажаюпияся. 

3.  687.  Какой  деформащи  соотв'ктствуетъ  поверхность  удлиннен1й,  им'кю- 
щая  видъ  кругового  цплиндра? 

3.  688.  Какой  деформащи  соотв'ктствуетъ  пара  поверхностей  удлинненШ 
въ  вид'к  цилиндровъ,  им'кющихъ  с1^чен1емъ  сопряженный  равносторонн1я  ги- 
перболы? 

3.  689.  Прямоугольный  параллелепппедъ  съ  ребрами  а  =  1,  6  =  2,  с=гЗ 
посл-Ь  деформащи  остался  прямоугольнымъ,  но  длины  его  реберъ  изм'кнились 
въ  круговомъ  порядке,  такъ-что  а'=д^  /*'  =  1,  с' =2.  Построить  соответствую- 
щую этому  поверхность  удлиннен1й. 

3.  690.  Какой  видъ  принимаетъ  поверхность  удлинненШ,  если  происходить 
удлиннен1е  призмы  вдоль  ея  реберъ  безъ  измене н1я  поперечныхъ  разм-Ьровъ? 

Обзоръ  весьма  малой  деформац1и  вавого-либо  сплошного 

измФняемаго  тФла. 

689-  Проекщи  перемЬщенгй,  совершенныхъ  точками  при  какой-либо 
деформащи,  суть  функщи  начальныхъ  координатъ  этихъ  точекъ: 

«*  =  /1  (•^, .«/,  ^)» 

у  =  ГА^^У^^1  (1323) 

г€  =  /;  (х,  у,  г). 

Значен1я  этихъ  функщй  будутъ  предполагаться  весьма  малыми  въ  сравне- 
ши  съ  координатами. 

Всяк1й  достаточно  малый  элементъ  изм^няемаго  гЬла  можетъ  быть 
разсматриваемъ  какъ  гЬло  однородно-изменяемое.  Пусть  будетъ  М{х,у,г) 
одна  изъ  точекъ  этого  элемента.  Перем^щенхе  посл-Ьдняго  состоитъ: 

1)  изъ  поступательнаго  перем'Ьщен1я,  опред^ляемаго  по  формуламъ 
(1323)  перем'Ьщешемъ  точки  М\ 

2)  изъ  весьма  малаго  вращен1я  около  этой  точки,  которое  можетъ  быть 
разложено  на  три  вращен1я  около  осей,  параллельныхъ  координатнымъ; 
углы  этихъ  вращенШ  по  формуламъ  Коши  (§  620): 

»-=К1-|).  к=т-п  «-1Ш-1).  <-« 

куда  должны  быть  подставлены  координаты  точки  М\ 
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3.  691.  Прим'кр-ь  на  прим'Ьнен1е    реэультатов'ъ   этой    главы.    Однородный 

по   СВОИМЪ   СВОЙСТВаМЪ   упругости    (изотропный,   см.    §   720)   ЦИЛИНДрЪ   СЪ    ЭЛ.1ИП- 

тическимъ  поперечныиъ  с1^чен1емъ,  укрепленный  неподвижно  однимъ  своимъ 
концоиъ  въ  плоскости  (ху)  и  им-ЬющШ  своею  осью  ось  (г),  быль  подвергнуть 
вручен1ю  и  всл'кдств1е  этого  подучилъ  деформац1ю 

и—'-^^^уг,    ^  —  ^хг,    «;  ==  —  9  ^з^^  ху,  (1330) 

гд'к  а  и  5  полуоси  поперечнаго  скченгя  цилиндра,  а  ф  тоже  постоянный  коэф- 
фищентъ.  Изсл'кдовать  эту  деформац1ю.  Р-Ьш.:  Формулы  (1324),  (1325),  (1326) 
и  (1329)  даютъ; 

в^=:0,      г,  =  0,      ^'.^О,      в  =  0,  (1331) 

*х=?^а^^,      ^  =  -^^Г^1У'      ^'^^^  (^332) 

»х  =  -?-^^.^,      »,  =  -9  5^^,У,      ».  =  ?^.  (1333) 

Итавъ  ни  одинъ  элементъ  цилиндра  не  получилъ  удлинненШ  и  не  им^етъ 
поэтому  и  объемнаго  расширен1я;  сл'Ьдовательно  и  объемъ  всего  цилиндра  не 
изм1^нился.  Сдвиги  произошли  такъ,  что  ихъ  коэффищенты  въ  плоскостяхъ, 
перпендикулярныхъ  къ  осямъ  {х)  и  (у),  пропорц1ональны  соотв^тственнымъ  ко- 
ординатамъ,  а  въ  п.юскостяхъ  поперечнаго  скченхя  цилиндра  сдвиговъ  не  про- 
изошло. Посл'Ьдняя  изъ  формулъ  (1333)  покааываетъ,  что  уголь  вращен1я  каж- 
дое частицы  около  оси  цилиндра  пропорщоналень  разстоянио  частицы  отъ 
неподвижной  плоскости  укр'&плешя  цилиндра  и  что  коэффищенть  ^  есть  уголь 
поворота  частицы,  находящейся  въ  разстоянш,  равномъ  единиц'к,  отъ  этой 
плоскости.  Формулы  (1330)  показываю1ч>,  что  перем^щенхя  частицъ  въ  плоско- 
стяхъ поперечнаго  сЬчепхя  цилиндра  пропорщональны  коэффищенту  ср  и  раз- 
стоянш плоскости  с^ченхя  отъ  неподвижной  плоскости,  перем'Ьщен1я  же  вдоль 
оси  цилиндра  отъ  этого  разстоян1я  не  зависятъ.  Пусть  будутъ  х\  у',  г*  коорди- 
наты какой-нибудь  точки  (ж,  у,  г)  посл-Ь  деформацш;  тогда 

г^  =  г  -Ы(?  =:лг- 9  ^Г^Г^  чу- 
точки разсматриваемаго  т1и1а,  лежавш1я  въ  его  начальномъ  положен1и  на  по- 
верхности ^  ^^^  ^^  ^^  ^  ^^  ^^^^^^ 

переходить  при  деформащи  на  поверхность,  уравнен1е  которой  получится, 
если  вь  уравнен1е  (1384)  ввести  координаты  х\  у',  г'  (§  602).  Опред^лимь  этимь 
путемъ  поверхность,  вь  которую  превращается  при  деформацш  плоскость  по- 
перечнаго скченгя  цилиндра: 

г  =:  с.  (1335) 

Если  уголь  9  предполагать  достаточно  малымь,  чтобы  можно  было  пренебре- 
гать его  высшими  степенями,  то  можно  принять: 

а?  =:  л'  -н  9'г'у',     У  —  У^  —  ^г'х\ 


а^—Ь^  аг  —  Ь^ 

п.  Сомовъ.— Основанхм  теорет.  механккя.  45 
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поэтому  плоскость  (1335)  превращается  въ  поверхность  гиперболическаго  па- 
раболоида: 

Подобнымъ  же  образомъ  наёдемъ,  что  всякая  прямая 

X  =  I/*,      у  =  п, 

параллельная  оси  цилиндра,  превращается  при  деформацш  въ  кривую 

ж'  -н  ©г-'у'  =1 1л,      у'  —  <р*'а;'  :=  п. 

Чтобы  построить  для  какой-нибудь  точки  эллипсоидъ  деформащи  (1309),  им-Ьемъ 
теперь  по  формуламъ  (1302),  (13(Ю),  (1303)  (1331)  и  (1332): 

Х^  =  1  -+-  е,  =  1,     Хо  =  1  ч-  ву  =  1,     X,  =  1  -н  е,  =г:  1, 
К^  =.к^  =  ^  —--,  X,      К,  г=  Л,  =  -  9  аз^Т^  У'      К,  =  К-^  0. 

Принявъ   точку    (хуг)   за  центръ    эллипсоида  и  означая   текущ1Я  координаты 
этой  поверхности  черезъ  $,  тг),  С»  получаемъ: 

Составимъ,  наконецъ,  уравнеп1е  поверхности  удлиниен1й.  По  формуле  (1320) 
теперь: 

Легко  видеть,  что  это  есть  поверхность  гиперболическаго  цилиндра,  образую- 
щ1я  котораго  параллельны  плоскости  (ху). 


ГЛАВА    XXV. 

Напряжен!  Я. 

Функщн,  опред&Еяюпця  напраасен1я. 

690.  Иам%реи1е  иапряженШ.  Силы,  который  приходится  разсиатривать 
въ  теор1и  упругости,  мы  будемъ  подразд-Ьлять  на  внЬшнхя^  т.  е.  зави- 
СЯЩ1Я  отъ  вн-Ьшнихъ  физич'ескихъ  причинъ,  и  на  внутренн1я,  который 
играютъ  роль  сопротивлен1й  связей  между  частицами  и  который  въ  теорхи 
упругости  называются  напряжеп1ями.  Для  изм^ретя  вн-Ьшнихъ  силъ 
мы  примемъ  тотъ  же  способъ,  какой  былъ  указанъ  въ  §§  638  и  639,  т.  е. 
мы  будемъ  силы,  зависящ1я  отъ  массы,  расчитывать  на  единицу  массы 
или  также  на  единицу  объема,  а  вн'Ьшнгя  давлен1я  будемъ  расчитывать 
на  единицу  площади. 

Посл'Ьдн1й  пр1емъ  мы  будемъ  прилагать  и  къ  напряжен1ямъ.  Условимся 
относительно  того,  какъ  мы  будемъ  понимать  эту  силу.  Для  этого  пред- 
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положимъ,  что  упругое  тЬдо  находится  въ  состояши  равнов'Ьс1я  подъ 
д'Ьйств1емъ  какихъ-либо  В1г1>шнихъ  силъ.  Выд-Ьлнмъ  произвольную  часть 
этого  гЬла  и  представимъ  себЬ,  что  она,  при  сохраненш  д-Ьйствующихъ 
на  нее  вн-Ьшнихъ  силъ,  предоставлена  самой  себЬ.  Для  сохранен1я  равно- 
в'Ьс1Я  должны  быть  во  всЬхъ  элементахъ  ея  поверхности  приложены  силы, 
представляющ1я  собою  гЬ  напряжен1Я,  который  оказываетъ  на  выдЬлен- 
ную  часть  остальная  часть  упругаго  гЬла.  Для  каждаго  элемента  поверх- 
ности мы  будемъ  предполагать  то  или  противуположное  направлен1е  на- 
пряжен1я,  смотря  по  тому,  которая  часть  гЬла,  отделяемая  этою  поверх- 
ностью, разсматривается.  Напряжсн1е  не  будетъ  вообще  говоря  нормально 
къ  поверхности,  какъ  это  было  у  идеальной  жидкости,  и  не  будетъ  не- 
пременно представляться  давлен1емъ,  т.  е.  образовать  острый  уголъ 
съ  нормалью,  направленною  внутрь  разсматриваемаго  гЬла.  Если  этотъ 
уголъ  тупой,  то  напряжен1е  называется  натяжен1емъ;  если-же  этотъ 
уголъ  прямой,  т.  е.  если  напряжете  касательное  къ  поверхности  раздала, 
то  оно  называется  тангенц1альныиъ. 

Величина  напряжен1я,  Р,  д^йствующаго  черезъ  площадку  А5, 
зависитъ  нетолько  отъ  м^ста  этой  площадки  въ  т'Ьл'Ь,  но  и  отъ 
ея  направлен1я,  чего  не  было  у  гидростатическаго  или  гидро- 
динамическаго  давлен1я.  Отношеше  Р  къ  А^8'  мы  будемъ  называть 
напряжен1емъ,  расчитаннымъ  на  единицу  площади.  Разсматривая 

пред^лъ  этого  отношен1я: 

р 
2)  =  Ит  .  —  ,  (1336) 

будемъ  понимать  его  следующимъ  образомъ.  Выберемъ  въ  площадк-Ь  А/8 
точку  М  и,  сохраняя  направлеше  площадки,  будемъ  уменьшать  ея  кон- 
туръ  такимъ  образомъ,  чтобы  точка  М  постоянно  оставалась  заключен- 
ною внутри  его;  тогда  площадка  въ  предал*  обратится  въ  точку  Л/,  и 
пред^лъ  (1336)  представитъ  значение  напряжен1я  въ  точк*  М 
площадки  даннаго  направлен1Я,  ра.считаннаго  на  единицу  пло- 
щади. Для  вычислен1я  д1>йтвительной  силы  Р,  действующей  на  данную 
площадку,  можно,  пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ, 
принимать: 

Р=1>.А5.  (1337) 

Для  дальнейшаго  зам^тимъ  еще  разъ,  что  р  есть  не  только  функщя 
координатъ  данной  точки^  но  еще  и  функщя  угловъ,  опред'Ьляюпи1хъ  на- 
правлен1е  нормали  къ  плош:адке,  Джя  которой  разсматривается  напряжете. 
Изследован1е  этой  зависимости  составляетъ  одннъ  изъ  важнейшихъ  во- 
просовъ  всей  теорш  напряженШ. 

691 .  Рааложен1е  иапряженМ  по  координатиымъ  осянъ.  Проекщямъ  силы 
Р  на  координатный  оси  соотвек^^вуютъ  лроекщи  силы  р,  направлен1е 
которой  будемъ  предполагать  (^Ьвпадающимъ  съ  направлетемъ  Р;  вслед<- 

46* 
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СТВ1С   этого  Р  СОЗ  {1\  Х)  =^  р  С0$  (р,  X)  .  Д.Ь\ 

Р  С08  (Р,  у)  =  Р  СОЗ  (р,  У)  .  Л5, 
Р  СОЗ  (1\  2)  :=  р  СОЗ  (/},   г)  .  Л5. 

Такъ  какъ  р  въ  каждой  точк'Ь  зависитъ  отъ  направленгя  площадки,  то 
напряжен1я  площадокъ,  содержащпхъ  точку  31  и  перпенднкулярныхъ  къ 
тремъ  координатнымъ  осямъ,  вообще  говоря  различны;  зш  будемъ  ихъ 
обозначать  такъ:  р^,  р^,  р.. 

Разложимъ   напряжете  р  какой-нибудь  площадки  на  дв-Ь  составляю- 
пщхъ;  о,   нормальную   къ  площадк*,  и  т,  въ  ней  лежащую,  танген- 
2  1иальиую: 

^=а-ьт.  (1338) 

Д'Ьлая  это  съ  напряжен1ями  р„  р^,  р^ 
и  разлагая  кром!)  того  каждое  изъ  тан- 
гснц1альныхъ  напряженхй,  лежащнхъ  те- 
перь въ  плоскостяхъ,  параллельныхъ  ко- 
ординатнымъ, на  составляв^пия  по  коор- 
динатнымъ осямъ.  будемъ  писать: 


Фиг.  2Г)Н. 


Рх  =  ^х  -+-  'х^  ч    т^^ , 


(1339) 


Рг  "^жх  -+-    ^му 

ЗД»сь  а_^,  а^,  а^  пормальныя  слагаемый  напряжен1п.  вь  обо:знач<'Н1яхъ- 
же  слагаемыхъ  танген1иальныхъ  на11ряжеп1й  первый  значекъ  указываегь 
ту  координатную  ось^  къ  которой  плопшдка  нормальна,  а  второй  значекъ 


х 


Фиг.  2Г,У. 


(1)иг.  270. 


указывает!»  ту  ось,  по  которой  напра1иена  слагаемая  тангеп1иальнаго  на- 
пряжен1я.  Иа  фигурахъ  20Н,  269  \\  270  изображены  разложен1Я,  вы1)а- 
жаомыя  формулами  (1330). 
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§  692,  ф.  1340. 


Фиг.  271. 


692.  Зависимость  напряжен1я  площадки  отъ  ея  направлеи1я.  Цокажемъ,  что 
девятью  слагаемыми  (1339)  определяются  напряжешя всякихъплощадокъ, 
содержащихъ  данную  точку  М  (х,  у,  г)\  эти  слагаемыя  окажутся  такимъ 
образомъ  только  функщями  координатъ.  Выд-Ьлимъ  въ  упругомъ  гЬл-Ь,  на- 
ходящемся въ  равнов'Ьс1и  при  действ! и  дан- 
ныхъ  вн^шнихъ  силъ,  безконечно-малый  те- 
траэдръ  МАВС  (фиг.  271)  съ  вершиною  въ 
точк'Ь  Ж,  причемъ  сходящ1Яся  въ  этой  точк* 
ребра  возьмемъ  параллельными  координат- 
нымъ  осямъ  и  равными  Ад:,  Ау,  Алг.  Пусть  бу- 
детъ  Н  длина  перпендикуляра,  опущеннаго 
изъ  Жна  противоположную  грань;  если  черезъ 
5  означить  площадь  АВС^  то  площади  осталь- 
ныхъ  граней  могутъ  быть  выражены  такъ: 

ВСМ  =  8  С08  (п,  х), 

САМ  =  8  С08  (п,  г/), 

АВМ  =  5  соя  (п,  гг), 

гд'Ь  п  внешняя  нормаль  къ  площадке  АВС.  При  равнов4с1И  упругаго 
тЬла  этотъ  тетраэдръ  находится  въ  отдельности  въ  равнов4с1и  при  дМ- 
ств1и  на  него  внешней  силы,  которую  можно  предполагать  приложенною 
въ  одной  изъ  его  точекъ,  и  при  д-Ьйствхи  напряженШ  на  всЬхъ  его  гра- 
няхъ.  Въ  числ*  условШ  этого  равнов-Ьсхя  непременно  будутъ  находиться 
услов1я  равновес1я  абсолютно  твердаго  гЬла.  Это  можно  утверждать  на 
основаши  принципа,  что  равновес1е  системы  матерьяльныхъ  точекъ  не 
нарушается,  если  ввести  между  ними  новыя  связи,  не  мешаюпця  имъ 
оставаться  въ  данномъ  положен1и,  а  следовательно  если,  въ  данномъ 
случае,  предположить,  что  тетраэдръ  сделался  абсолютно  твердымъ.  Вы- 
пишемъ  проекщи  всехъ  этихъ  силъ  на  оси  (х).  Если  X  есть  проекщя 
внешней  силы,  действующей  въ  точке  М  и  расчитанной  на  единицу 
массы,  то  по  безконечной  малости  тетраэдра  можно  для  проекц1и  средней 
изъ  всехъ  отнесенвыхъ  къ  единице  массы  силъ,  действующихъ  въ  раз- 
личныхъ  точкахъ  тетраэдра,  взять  X  -ч-  в,  где  в  безконечно  малое.  Сила, 
действующая  въ  действительности  на  взятый  тетраэдръ,  имеетъ  своею 
проекщею 

(X  -ь  в)  р  ^  ,  (1340) 


где  р  средняя  плотность  тетраэдра.  Далее,  сравнивая  фигуру  (271)  съ 
фигурами  (268),  (269)  и  (270),  мы  видимъ,  что  оси  (х)  параллельны  сле- 
дующ1Я  силы:  а^,  т^,,  х^.  Эти  значен1я  силъ  относятся  къ  точке  Ж,  сред- 
Н1я-же  значешя  силъ  на  граняхъ  тетраэдра  ш:личаются  отъ  нихъ  на  не* 
которыя  безконечно-малыя  г\  в",  в'". 
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Считая  эти  силы  натяжен1ями,  а  въ  протпвномъ  случае  беря 
ихъ  съ  противуположными  знакаии^  найдемъ,  по  умножеши  на  со- 
отв-Ьтственныя  величины  илощадокъ: 

—(а^ -+-  е')  5  С08 {и,  л:),— (т^^  н-  е")  .<?  со8  (и,  у\  —  (т.,  ч-  е"> со8  (п,  ^)  .  (134 1) 

Пусть  будетъ,  наконецъ,  р  наиряжен1е  въ  точк*  М  площадки,  парал- 
лельной грани  АВС\  на  этой  посл1>дней  грани  напряжен1е  р'  можетъ 
отличаться  тоже  только  на  безконечно-малую  величину  е^  отъ  р.  Умножая 
его  на  величину  площадки  5,  и  проектируя  на  ось  {х),  получимь: 

{р  -Ь  г^  5  С08  {р\  х).  (1342) 

Приравнивая  сумму  выражешй  (1340),  (1341)  и  (1342)  нулю,  разд-Ь- 
ляя  на  5  и  полагая,  для  перехода  къ  предЬлу,  что  Л  стремится  къ  нулю, 
получаемъ: 

р  С08  (р,  Х)  =  О^  С08  (я,  Х)  -4-  Т„С05  (?1,  у)  -|-  Т„С05  (Н,  л),      (1343) 

Прилагая  подобное-же  разсужден1е  къ  проёкщямъ  силъ  на  оси  (?/)  и  (^г), 
найдемъ  еще: 

Р  С08  (р,  у)  =  •^:,уС08   (п,  х)   Ч-  Оу  С08  (н,  «/)  -+-  1,^008   (п,  2г),  I    ^^^^ 
Р  С08  (|),  г)  =   Т^^  С08  (П,  Х)   -Н  Ту^  С08  (>?,  у)  Ч-  О,  С08  {п,  г).    1 

Важное  значенхе  этого  результата  состоитъ  въ  томъ,  что  напря- 
жен1е  какой-нибудь  площадки,  содержащей  данную  точку, 
опред1^ляется  по  величине  и  по  направлен1ю  напряжен1ями 
трехъ  взаимно  перпендикулярныхъ  площадокъ,  содсржащихъ 
ту-же   точку. 

Дал'Ье  мы  увидимъ,  что  изъ  9  элементовъ  о  и  т  только  6  различны, 
что  поведетъ  къ  еще  большему  упрощенш  результата. 

Зависимости  между  внешними  силами  и  напряжен1ями. 

693.  Уравиен1Я  равиов%С1Я  упругаго  тЪла.  Въ  числЪ  условШ  равнов'Ьсхя 
упругаго  гЬла  непременно  находятся  услов1я  равнов'Ьс1я  абсолютно  твер- 
даго  гЬла,  какъ  по  отношен1ю  къ  цЬлому  упругому  гЬлу  такъ  и  по  отно- 
шен1ю  къ  произвольной  его   части  (§  692). 

Къ  безконечно-малому  параллелепипеду,  у  котораго  одна  вершина,  М, 
им^етъ  координаты  .г,  г/,  г,  а  ребра  параллельны  координатнымъ  осямъ  и 
им'Ьютъ  длины  Ах,  Д//,  А^  (фиг.  272),  приложимъ  услов1Я,  выражающ1Я, 
что  суммы  проекщй  всЬхъ  силъ  на  координатныхъ  осяхъ  равны  нулю. 

По  непрерывности  всЬхъ  функщй,  опредЬляющихъ  напряжен1я  внутри 
упругаго  гЬла,  можно  принять  следующее: 

1)  На  двухъ  противуположныхъ  граняхъ  параллелепипеда  напряжен1я 
отличаются  по  величине  безконечно-мало. 
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§  693,  ф.  1344. 


2)  Направлен1я  этихъ  напряжен1й  образуютъ  между  собою  уголъ, 
отличаюпцйся  безконечно  мало  отъ  двухъ  прямыхъ;  потому  что  эти  на- 
пряжен1Я  выражаютъ  собою  д'Ьйствхе  на  параллелепипедъ  окружающей  его 
части  упругаго  гЬла,  а  это  д'Ьйствхе  съ  двухъ  противуположныхъ  сторонъ 
противуположно  направлено;  поэтому,  если  проекЕЦя  напряжешя  на  одной 
грани  положительная,  то  она  на   противуположной  грани  отрицательная. 


<5^4. 


Фиг.  272. 

Дальше,  для  большей  определенности,  мы  будемъ  предполагать,  чх> 
всЬхъ  граняхъ  напряжешя  направлены  во  вн-Ьшнюю  сторону.  По^^^ 
что  при  обратномъ  предположеши  результаты  получаются  гЬ-же  ^^^^ 
если  принять  во  вниман1е  знаки  напряженШ  (§  692). 

3)  Выражая  напряжен1е  какой-нибудь  грани  параллелепипеда, 
брать  некоторое  среднее  значбн1е  его  и,  по  безконечной  малости  ^сг 
считать  его  приложеннымъ  въ  любой  точкЬ  грани;  это  не  отраз^к^ 
переход*  къ  пределу,  переход*,  который  мы  будемъ  делать,  предк::^ 
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что  ребра  параллелепипеда  стремятся  къ  нулю  и  весь  параллелепипелъ 
въ  предал*  обращается  въ  точку  М{х,у^2). 

4)  Для  вн-Ьшней  силы,  действующей  на  параллелепипедъ  и  отнесенной 
Еъ  единиц'^  массы,  тоже  можно  принять  н^ЕОторое  среднее  значеше  и 
считать  эту  силу  приложенною  въ  произвольной  точе!^  параллелепипеда, 
таЕЪ  Еакъ  въ  пред-Ьл*  во  всяеомъ  а1уча'Ь  эта  сила  получить  значеше, 
соотвЬтствующее  точк*  М,  Означая  черезъ  X,  У,  ^  проекфи  этой  силы, 
а  черезъ  р  среднее  значеше  плотности,  Еоторая  въ  пред-Ьл*  тоже  полу- 
чить значеше,  соота-Ьтствующее  точк*  Ж,  можно  проеЕЦ1И  силы,  дМ- 
ствующей  на  параллелепипедъ  выразить  таЕъ: 

ХрАдгЛг/Агг,  УрЛагАуА^,  ^ЛхА^Аг. 

Предположимъ,  что  среднее  напряжеше  грани,  содержащей  точЕу  М 
и  перпендиЕулярной  еъ  оси  {х\  приложено  въ  н^Еоторой  точе*  N.  Если 
ВС*  три  его  слагаемыхъ  о^  т^,  т^^  считать  направленными  въ  отрица- 
тельный стороны  Еоординатныхъ  осей,  то  на  противуположной  грани  на- 
пряжете будеть  им^ть  слагаемый  о^,  т'^',  т^^,  направленныя  въ  положи- 
тельный стороны  Еоординатныхъ  осей;  считая  это  напряжеше  приложеннымъ 
въ  точк*  Л"^',  у  Еоторой  Еоординаты  у  и  ;8г  гЬ  же  самыя,  что  у  точен  -К", 
а  Еоордината  х  отличается  приращен1емъ  Ал:,  им1^емъ: 


дт, 


^^^' 


Т'       =   "С- 


дх 


Дх. 


(1345) 


Разснатривая  напряжен1я  на  двухъ  другихъ  парахъ  граней  и  считая 
опять  проекщи  напряженШ  гЬхъ  граней,  который  содержать  точку  М, 
направленными  въ  отрицательныя  стороны  координатныхъ  осей,  а  проек- 
щи напряженШ  протнвуположныхъ  граней  направленными  противуположно 
предыдущему,  можно  написать: 


о;=о,-ь 


^х=^- 


',.=^.- 


Ду1    <  = «.  -^-  ^  Д^. 


ду 
ду 


-Ду,    •^'„=^=,-ь 


-Ду, 


дг 
дг 
бг 


Дг, 


Дг. 


(1346) 


ВсЬ  эти  напряжешя  предполагаются  отнесенными  къ  единиц'Ь  площади; 
чтобы  выразить  величины  д'Ьйствительныхъ  напряженШ  на  гранить  па- 
раллелепипеда, нужно  вышеприведенный  выражешя  умножить  соответ- 
ственно на  ДуДг,  ДгДх,  ^х^у. 
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Параллельно  оси  (х)  д'Ьйствуютъ  сл^дуюпця  шесть  напряжен1й: 

о      о  '    т        т'        т       т'    * 

"л»    "ж  >     '•ух»     *"  ух»     '•»х1     *■  «лг> 

НО  УСЛ0В1Ю  равновЪс1я  и  принимая  во  внимаше  сказанное  о  налравле- 
н1яхъ  напряженШ,  им^емъ: 

К'  — О  Ду  Д2ГН-  (т'у,—  т^^^  Д2?  Ад;  -ь  (т'^—  т^)  Ад:  Ае/  -ь Хр  Да;  Ду  Д^  =  0. 

А  по  формуламъ  (1345)  и  (1346)  и  по  переход*  къ  пределу,  т.  е.  по 
разд'Ьленхи  всЬхъ  членовъ  на  Ад;  Ау  Д^,  причемъ  всЬ  ненаписанные  члены 
высшихъ  порядковъ  исчезають,  находимъ: 


Подобнымъ  же  образомъ  проектироваше  на  оси  (у)  и  (^г)  даетъ: 

(1348) 


ох         ау         02  г         ? 


ад:  ау  о^г 

Нужно  помнить,  что  эти  зависимости  относятся  къ  той  точк*  М  (х,  у,  г\ 
въ  которую  обращается  параллелепипедъ  въ  предал*. 

694.  Завиеиности  между  тангенц1альныни  напряжен1яни.  Обратимся  къ 
тремъ  остальнымъ  услов1ямъ  равнов'Ьсхя  твердаго  гЬла,  касающимся  мо- 
ментовъ  силъ.  Для  этого  на  время  примемъ  ребра  МА,  МВ,  МС  (фиг.  272) 
за  координатный  оси  (х'у'^'),  параллельный  первоначальнымъ.  Относи- 
тельно оси  (д;')  моменты  силъ  о,,  о,',  т^^,  т'^^,  х^,  т'^,  т^,,  т^^  равны  нулю. 
Силы  т^,  и  т'„,  т^  и  т'^,  Оу  и  0^',  о^  и  о/  им'Ьютъ  моменты  съ  соответ- 
ственно равными  плечами;  эти  плечи  во  всякомъ  случа'Ь  меньше  соотв^т- 
ственныхъ  реберъ  тетраэдра,  а  поэтому  моменты  этихъ  силъ,  который  мы 
можемъ  составить,  пользуясь  формулами  (1345)  и  (1346),  меньше  сл*- 
дующихъ  выраженШ: 

-^  Ад;  А«/  Аг .  Дг/, -г^  Ад:  Ау  А^ .  Агг, 

до  до 
-г-^  А«/  А^  Ад: .  Азг,              -г--  А^  Ад:  Ау .  А  г/. 

Но  всЪ  эти  моменты  безконечно-малы  въ  сравнен1и  съ  моментами  осталь- 
ныхъ  силъ  Туя  и  х'л^,  которые  выражаются  такъ: 

Ту,  А^  Ад; .  Ау,      —  т',у  Адг  ^у .  Агг; 

поэтому,  приравнивая  нулю  сумму  вс^хъ  моментовъ  относительно  оси  (х\ 
д4ля  всЬ  члены  на  Ад:АуАя  и  переходя  къ  пределу,  причемъ  т'^,  и  т 
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примутъ  значея1Я  V  ^  'с^у,  соотв'Ьтствуюпця  точк*  М  (х,  у,  г),  получаемы 

'ш,  =  V-  (1349) 

Услов1я  моментовъ  относительно  осей  (//)  и  (г)  даютъ  такнмъ  же  образомъ: 

Т,,  =  "^йхч         "^ух  =  'ту  (1350) 

Равенства  (1349)  и  (1350)  можно  формулировать  сл'Ьдующимъ  образомъ: 
€11роск1;1я  на  оси  (у)  на11ряжен1я  площадки,  перпендикулярной  къ  оси  (^), 
равна  проек1ии  на  оси  {г)  напряжен1я  площадки,  перпендикулярной  къ 
оси  (//)»,  и  т.  д. 

Ото  свойство  взаимности  напряжен1й  мы  найдемъ  ниже  (§  697) 
въ  бол'Ьо  оби1ей  формЬ. 

695.  Выводъ  уравнеиМ  (1347),  (1348),  (1349)  и  (1350)  независино  отъ 
формы  выд-клеииой  части  упругаго  тЪла.  Относительно  найденныхъ  зави- 
симостей можетъ  возникнуть  сомн11Н1е,  не  зависятъ  ли  он*  отъ  спец1аль- 
ной  формы  ныд'Ьленной  части  упругаго  гЬла  въ  вид-Ь  параллелепипеда. 
Преобразован1е  кратнаго  интеграла,  показанное  въ  §  623,  позволяетъ  вы- 
вести йти  зависимости,  не  дЬлая  никакихъ  опред'Ьленныхъ  предположешй 
относительно  формы  разсматриваемой  части  упругаго  гЬла.  Пусть  будетъ  й8 
плементъ  поверхности,  а  (IV  влементъ  объема  произвольно  выделенной 
части  упругаго  гЬла.  Но  услов1ямъ  равнов'Ьс1я: 

/*Хр аГ-^Гр  С08  (р,  х)  с18  =  О,  (1351) 

гд'Ь  первый  ннтегралъ  распространяется  на  весь  объемъ,  а  второй  на  всю 
поверхность  разсматриваемой  части  гкяа.  Подставимъ  во  второй  интегралъ 
выражен1я  но  формулЬ  (1313)  и  займемся  его  преобразовашемъ  въ  объем- 
ный. При  этомъ  нужно  помнить,  что  въ  формул*  (1158)  нормаль  къ  по- 
верхности предполагалась  внутреннею,  а  теперь  она  вн'Ьшняя;  это  ведетъ 
кг  порем'Ьн  Ь  знака  во  всЬхъ  элементахъ  интеграла,  а  поэтому  и  въ  объем- 
номъ  ниптр^и*,  получаемомъ  поел*  преобразован  1Я.  Итакъ: 

/  /)<Ч).Ч(  /)..г)ЛЧ=:    /  о,  Г().<(Н,.|)(/*5-Ь   /  ТухС05(11,у)с?5-+-   /  Т„С05(П,л)  Л8'= 

^  (1.Г      ^  да       ^  о- 

\икл\\  птого  УСЛ0В10  (1351)  прнннмаетъ  вндъ: 

А  такъ  какъ  .^готъ  р1\5ульгап.  получается  при  всякой  форм*  выдЪ1еЕ- 
наго  сюъома,  то  каждый  элементъ  интеграла  въ  отдельности  долженъ  ра» 
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вняться  нулю,  а  это  приводить  къ  уравнешю  (1347).  Подобнымъ  же 
разомъ  могутъ  быть  выведены  уравнен1я  (1348). 

Выражая  услов1е  для  моментовъ  всЬхъ  силъ,  д'Ьйствующихъ  на  пр* 
вольно  выд-Ьленную  часть  т^ла,  относительно  оси  (х),  ИАгЬемъ: 

^*^^  (у2!  —  гУ)  аГ  -л-^р  [у  С08  (р,  г)— г  сов  (р,  у)]  ЛЗ  =  0.       (И 

Преобразуемъ  второй  изъ  этихъ  интеградовъ  по  формул*  (1158): 

^[ру  С08  (р,  г)  —  р2  С08  (р,  у)]  аз 

=  1  (у^жм  —  ^-Сху)  С08  (и,  х)  (18  '^Г{у'^1,м  —  -г'Оу)  С08  {и,  у)  аз  -ь 
-ь  /  Г//<»ж  —  -з'т^у)  С08  (п,  -г)  й/!? 

Посл'Ь  этого  услов1е  (1352)  даетъ: 

Первые  два  интеграла  равны  нулю  на  основан1И  найденныхъ  раньше 
висимостей;  поэтому 

/(V  —  -^я^)  ЛУ  =  О 
для  произвольной  части  гЬла  и  всл'Ьдств1е  этого: 

Туж  —  -^ву  =  0. 

Два  друпя  уа10В1я  моментовъ  даютъ  такимъ  же  образомъ  равенства  (13 
Хотя  указанный  въ  этомъ  параграф*  способъ  вывода  основныхъ  у] 
нен1й  равнов'Ьс1я  упругаго  гЬла  строже  и  короче  сд'Ьланнаго  въ  §§ 
и  694,  но  этотъ  посл-Ьдтй  не  теряетъ  своего  значен1я,  позволяя  глу 
проникнуть  въ  сущность  найденныхъ  соотношенШ  и  ясн'Ье  предста! 
себ*  д'Ьйств1е  внутреннихъ  силъ  въ  упругомъ  гЬл*. 

696.  Новыя  обозначеи1я.    Въ  дальн^йшемъ  мы  будемъ  для  прост 
тангенц1альныя  напряжен1Я  обозначать  такъ: 

Туя  =  "^яу  =  '-в  ?      I 

■^5*  =  "хж  =  ^1^  »      }  ( 1  •- 
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Дисл1>   €«1\и\«   фи|>лул4»:    (\Ъ-1Ъ).  (1^44].  {]Ъ^1)  Е  {1МЬ)  лолтчаютъ  сгЬ- 
дултЦЁ  акдг: 

^  ♦дд^  ^^>.  Х-  =^  -5^  и*^  {^.  .И  -Ь   V  Сги*-  '  й.  1/)  -4-  -1^  ^:{#*^  («.  П.     | 

р  ^Л0^  \  //.  у)  =  -:,  СОI^  <•/,  .?    -4-  с^  64/*;  (л,  у)  -4-  'х  со«г  (»?,  Г  I,     !       «1 354  > 

>/  ^^  '  р.  г  \  =^  "•,  ^м^  « ''.  -^  I  -4-  '^  ^^/^  <*.  «^ »  -^-  -/  С(**  (л,  г|.    I 


41353 ) 


-4- 

-4- 

(7Г 

-4- 

Л-,  =  0. 

-4- 

-4- 

-4- 

!■',  =  0. 

Ч- 

Ч- 

-4- 

X'.  =  0. 

V-  Г.  'ж,  ^,,  ',.  «13561 


{'Я'дя  ^увя  язяЬстяы  ваЕх  фгяг::1я  С4>'^р1яяатъ,  то  яожяо  сяятать 
Я9я14:тяимг  расир^д1л^я1е  яаяряжеяН  во  всеяъ  тпртгояъ  т1^^ 
яаяг  ио  я^дн«1яя1,  такъ  я  по  яасравлея!». 


•07.  См1«тм  вняингтя  мяршммШ  дцпгъ  «ямшът  д^угъ  къ  дпПГ 

•ЯЩ^ДШУ  '>го  сшЛстшк  яр^дстаядяуушее  о<и>6шея1е  свойства,  тказаннаго 
въ  яояи!  1^  М4,  инхмо  я^аоср^^дстееяяо  язь  форятлъ  Г1354).  Раэсмотрнхъ 
1шрвук;  шгь  шить.  Благодаря  равеястваяъ  (1353)  яожно  выраженхе 

-у,  вО#  (я,  Х)  -4-  Т,  С0«  (л,  У)  -^^рСО»  (П,  2) 

рявсяятриватъ  яетодько  яасъ  яроекшю  ва  ось  (лг)  на11ряжен1я  плошадкн, 
перпеядияудяряо!  жъ  яормадя  {п),  но  гакхе  каЕЪ  проеЕщю  на  нормаль  (и) 
шшщжшеш\ш  олошадки,  перпеядисулярной  еъ  оси  (х)\  а  именно,  о,  есть 
коршиьяое  яа11ряяЕвя1е  этой  [|осл1дяей  илощадеи,  т«  =  т^  и  т,  =  х„  дв^ 
Соетшияю1ц|я  яо  осямъ  (у)  и  {г)  таягеншальнаго  на11ряжен1я  этой  пло- 
щМйи,  Таяямъ  образомъ,  двЬ  {иощадки  съ  нормалями  (п)  и  {х)  обла- 
дмотъ  свойстяомъ»  что  ороекшя  наиряжвн1я  одной  изъ  нихъ  на  нормаль 
п  другой  равяа  проекцЫ  ваг1ряжев1я  этой  последней  на  нормаль  къ  пер- 
вой, Прняямая  во  вниман1е,  что  направление  оси  {х)  было  взято  произ- 
вольно, мояшо  бтотъ  ре»ультатъ  пр^^дсггавить  въ  сл-Ьдующей  форм'Ь: 

р  сон  ( р,  п)  =  р'  соя  (р\  л),  (1357) 

гдЪ  и  Я  я'  вориали  къ  двуи1*  прон:)вольно  влятымъ  площадкам!.,  содер- 
шидямь  даннуи  топку  ткы,  л  р  и  р'  н<'1[1ряжен1я  этихъ  площадокъ. 

9.  692.  ОпредЬлить  опт,  нормальное   и   тангснщальное  напряжешя 
Цадкм,  яаоравлсв1е  которой  задано  углами  а,  р,  т  ^я  нормали  съ  осями 
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§  698,  ф.   1359. 


координатъ.  Отв.: 

а  =  р  С08  {р,  п)  =  Ох  со8^  а  -I-  Оу  соз^  Р  -I-  05  соз^  7  ~*~ 

-Н  2тя.  соз  р  С05  7  -♦"  2ту  соз  7  С05  а  -ь  2т,  соз  а  соз  р;  (1358) 

т  можетъ  быть  вычислено  по  формулЬ: 

х^=р^  —  а\  (1359) 

3.  в93.  Преобразовать  шесть  напряасеиШ  (1356)  къ  новыиъ  направлен1ямъ 
(х'у'г')  координатныхъ  осей.  Р'Ьш.:  Означимъ  косинусы  угловъ  между  осями 
об^ихъ  координатныхъ  системъ  такъ,  какъ  это  указано  въ  сл'Ьдующей  табличке: 


X 

У 

г 

X' 

К 

Н-! 

VI 

у' 

К 

К^ 

V2 

г' 

>^8 

[А, 

V. 

Выражен1я  для  о^.',  а,'  ,а,'  найдутся  по  формул*  (1358),  если  туда  вместо  сон  (я,  х)у 
соз  (п,  у),  С08  (л,  г)  поочередно  подставить  Х,,  [а,,  V,  или  Х,,  ^1,,  V,  или  Х„  }Хз,  V,: 

о,'  =  Хз'о^  Ч-  [Хз'о,  -+-  Уг^о.  -Ь  2^^аV2Т,  -Ь  гУаХ^Т,  Ч-  гХ^ри^Т,, 
о,'  =  Х,3а,  -ь  [Аа'а,  -+-  Уа^а,  ч-  2^XзV8•:,  -+-  2узХзТ,  -ь  2Х,|1зТ,. 

Для  опред'Ьлонхя  тангенщальныхъ  папряженгй  зам^тимъ,  что  Тд.'^=т,,'  есть 
слагаемая  по  оси  (г')  напряжен1я  р^'  площадки,  перпендикулярной  къ  о.си  (у'); 
подобнымъ  же  образомъ  могутъ  быть  истолкованы  т^'  и  т,';  но 

Ру  С08  (р/,  X)  =  Хза,  -+-  |12Т.  -+-  УаТ,, 

р;  СОЗ  (р,',  у)  =  Хзт,  -ь  |х,Оу  -ьу^а^, 
р/  сое  (р/,  г-)  =  ХзТ,  ч-  [1-.Т,  ч-  УаО,. 
Эти  выражен1я  нужно  подставить  въ 

'^х  =Р9  СОЗ  {р^',  г')=ру'  [Х,  соз  (р/,  ж)  ч-  [а,  соз  (р,',  у)  ч-  у,  соз  (р/,  -г)]. 
Такимъ  образомъ  паходимъ: 

т^'  —  ХаХза,  ч-  ^А.,|Xза,  ч-  у^Уза,  ч- 

-Ь  (|А,Уз  ч-  ^X,У2)  т^  ч-  (УзХ,  ч-  УзХ,)  т,  Ч-  (Х,|Х,  ч-  Х,^1,)  т„ 

'^9  =  ^гК^т  -*-  \^ъ\^1'^9  "Ь  УзУ^а,  Ч- 

ч-  (1х,у,  ч-  а,Уз)  т,  ч-  (у.Х^  ч-  у^Х,)  т,  ч-  (Х,}А1  ч-  Х,[Аз)  ч, 

Т,'  =:  Х5Х2а,  Ч-  \11\12^у  Ч-  У,У1.0,  ч- 

-+-  (!А1Vа  -+-  ^12V,)  Т,  Ч-  (У5Х,  -+-  У2Х1)  Т,  Ч-  (Х1^1^  Ч-  Хз[Х1)  Т.. 

Прикинете  принципа  Дадаибера  къ  тпртгомт  т&ит* 

698.  Основныя  уравнен1Я  динамики  упругаго  тЪла.  Составлеше  уравненШ 
динамики  какой  либо  системы  матер1альныхъ  точекъ  основывается  на 
принципе  Даламбера,   позволяющемъ  эти   уравнен1я   разсматривать  ^ 
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Нормальныя  напряжен1я  мы  считали  положительными,  если  они  являлись 
натяжешями,  а  въ  протнвномъ  случае  отрицательными.  Итакъ  теперь: 

а^  =  а^  =  а.^  =  —  ;;, 

'.  =  0,     т^  =  0,     т^  =  0. 

На  основан1и  этого,  уравнен1я  (1355)  и  (1360)  получаютъ  видъ: 

др  др  др  у 

дх  ду        ^  д^ 


дх 


-Л--^Л  %-^{^-^У  1-К§)' 

что  согласуется  съ  уравнешями  (1211)  и  (1268). 

Изсд^дованхе  полнаго  напряаБен1я. 

700.  Поверхности,  служащ1я  при  изучены  напряжен1й.  Для  нагляднаго 
изображен1я  распред1^лен^я  напряжен1й  вокругъ  данной  точки  въ  зависи- 
мости отъ  направлен1я  площадокъ  весьма  полезно  разсмотр'Ьть  несколько 
поверхностей-указательницъ  (индикатриссъ).  Мы  разсмотримъ: 

поверхность  полныхъ  напряжен1'й, 
поверхность  нормальныхъ  напряженШ, 
поверхность  направленШ  напряжен1й, 
поверхность  тангенц1альныхъ  напряженШ. 

701.  Поверхность  полныхъ  напряженМ.  Построимъ  отнесенныя  къ  еди- 
ниц^Ь  площади   напражен1я  трехъ   площадокъ,   содержащихъ   точку  М  и 
перпендикулярныхъ  къ  произволь- 
но заданнымъ  прямоугольнымъ  ко-  5*' 
ординатнымъосямъ(ху2')(фиг.  273). 
Эти  напряжешя  р^,  р,,  р,  не  бу- 
дутъ  вообще   говоря  параллельны 
координатнымъ    осямъ,   а   будутъ 
образовать   некоторую   косоуголь- 
щю  систему  прямыхъ  Мх\  Му\  Мг'. 
Примемъ  8ти  прямыя  за  новыя  ко- 
ординатный   оси    и   отнесемъ  къ 
нимъ  уравнен1е  поверхности,  по- 
строенной сл'Ьдующимъ  образомъ. 
По  всякому  направлен1ю  М1  д'Ьй-      // '    у' 

ствуетъ  напряжете  р  некоторой  Фиг.  273. 

площадки,   содержащей    точку  М 

и  опред'Ьленнымъ  образомъ  наклоненной  къ  этому   направлению.   Концы 

векторовъ  р,  отложенныхъ  на  соотв^^тственныxъ  направлен1яхъ,  образут^ 


/ 


.  -X' 
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димъ,  что  он'Ь  притомъ  перпендикулярны  къ  соотв'Ьтственнымъ  площад- 
камъ;  такъ  что  эти  площадки  им'Ьютъ  то  свойство,  что  ихъ  полныя  на- 
пряжешя  состоять  только  изъ  нормальныхъ.  Так1я  площадки  и  соотв^т- 
ствуюпия  имъ  напряжен1я  называются  главными. 

И8одфдован1е  нормальнаго  на11ряаБбН1а* 

703.  Поверхность  норнальныхъ  напряженШ.  Выше  (задача  692)  была 
выведена  формула  (1358),  определяющая  нормальное  напряжен1е  о  каг 
кой-нибудь  данной  площадки.  Отложимъ  на  нормали  къ  каждой  площадк-Ь 
векторъ  1 

Р  =  -7=  (1363) 

Зд^сь  для  того,  чтобы  векторъ  р  оставался  во  всЬхъ  случаяхъ  д^й- 
ствительнымъ^  будемъ  удерживать  знакъ  (-ь),  если  а  положительное,  т.  е. 
если  а  является  натяжен1емъ,  и  обратный  знакъ,  если  о  представляется 
давлешемъ  (§  692).  Концы  векторовъ  р  образуютъ  поверхность,  которую 
мы  будемъ  называть  поверхностью  нормальныхъ  налряжен1й. 
Чтобы  составить  ея  уравнен1е,  напишемъ  координаты  конца  вектора  р: 

С08  (П,  Х)  С08  (П,  у)  С08  (п,  я) 

Унна  |/=ьо  \/±о 

Опред-Ьляя  отсюда  косинусы  и  подставляя  ихъ  въ  уравнеше  (1358),  по- 
лучимъ,  по  разд-Ьленш  всЬхъ  членовъ  на  о,  следующее  уравнеше  иско- 
мой поверхности: 

о^х^  -+-  о^^  -ь  о. у  -+-  2т^5г  -+-  2'^х  н-  2'^^ху  =  =Ь:  1.  (1364) 

Зд'Ьсь  написаны  уравнен1я  двухъ  поверхностей,  соотв'Ьтствующихъ 
тому  или  другому  знаку  во  второй  части:  первая  относится  къ  положитель- 
нымъ  нормальнымъ  напряжен1ямъ,  вторая  къ  отрицательнымъ.  Поверх- 
ности эти  второго  порядка  и  уравнен1я  ихъ  отнесены  къ  центру;  д-Ьлая 
поворотъ  координатныхъ  осей  по  правиламъ  аналитической  геометр1и, 
чтобы  привести  эти  уравнен1я  къ  главнымъ  осямъ,  получимъ: 

о^х'^  Н-  о,у'^  -ь  V"  =  =Ь  1,  (1365) 

гдк  коэффищенты  а^,  а,,  а,  изв'Ьстныя  функц1и  первоначальныхъ  коэффи- 
щентовъ  и  угловъ  вращешя  координатныхъ  осей.  Координаты  х\  у\  г' 
опред'Ьляютъ  Зд'Ьсь  концы  гЬхъ  же  векторовъ  р,  только  въ  новой  коорди- 
натной систем11;  если  написать: 

_  сов   (П,   Х')  __  С08   (П,   у')  _  С08   (н,    2^) 

и  подставить  это  въ  уравнеше  (1365),  то  получимъ: 

о  =  О^  С08^  (П,  Х')   Н-  Оз  С08^   (П,  у')  -+-   Зд  С08^   (п,  5'),      (1366) 
п.  Сомовъ.— Основ&ы1а  теорет.  мсхапяки.  ^6 
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и'»а^»*-  ::г^:;*'»л*'-г:-  ляя  Я'фч^иьнаго  напряжения  какой-нибудь  площадки. 
Срййи^^^;'1Я  Угу  '|'''';>Н7'Ч'"  ^■'^'  формулой»  (Г^о-?).  мы  впдпмъ,  что  при  новыхъ 
илг1р^кл'-г{;я:сг  ■^:^^ь^у.ин.1ниxъ  осей  танген[11альньгя  напряжешя  перпен- 
ликулириг^'х;.  г.г  н;:мг  ллошядокъ  равны  нулю,  т.  е.  полный  напряже- 
ИГА  и''р«;1лг,й.м  }:ъ  :|Т1(мг  плошадкамъ. 

Тикин'ь  о^ря.у^иъ  ны  опять  напглн  тр»  взаимно  перпендикудярньггь 
илот;1Ль;г.  ;;".ля?ия  иа:гряж':И1Я  которыхъ  взаимно  перпендикулярны  (§  701); 
яо  к(|Ом{.  го;о  ми  ;:олуч;гл;1  локазят^мьстви  сказаннаго  въ  конц-Ь  §  701. 
'ПО  ;г;и  (1А'лни\ла)  иаггряж^!И1Я  также  перпендикулярны  и  къ  соотв4т- 
гтв«'ннимг  (главяииъ|  плошалкамь. 

1кО:|ффип]'-н7ы  ?,.  '7^.  -:,  и  проста в.1Яй)Т1^  эти  главныя  напряжен1я; 

Л'ГЛ'ЛВИММЬНО,    гголоживъ 

/  (р,  г")      о,  ^  Гл,  У)  -^  !; .  ^  С^/,  2:)  =  ^ , 
иаходич'ь  -7       -,,  и  т.  л. 

704.  Иас^I^АОваи^е  поверхности  иорнальиыхъ  иапряженШ.  Если  всЪ  ко- 
яффип1''1Г1ы  -;,,  -Зд,  -3,  пол'»житгльны^-.  т.  е.  ♦^сли  напряжен1я  по  вс"Ьмъ  тремъ 
главным'!.  на11равл^н1ячг  п[кмг:тявляютг*я  натяжен1ями,  то  поверхность 
(I ;»;:»),  нь  ураии«^н1И  к^ло{К)й  нужно  г*11<рь  удержать  всрхнШ  знакъ,  есть 
яллипгоид'Ь;  формула  ж<:  (\:и',*9)  показмваегь,  что  теперь  для  всЬгь  на- 
1Г1ми1леп1П  т  ^  О,  1.  <-.  по  вг.Ьп.  няпр;1влеп1ямг  напряжен1Я  являются 
иатяж(!н1»ми. 

Кглн  ;ця  данной  'ючки  -;.-5,. -,  вг-1.  отрипательныя,  то  по  всЬмъ  на- 

иранл(Ч|1нм'|.   нокругь  ;пой   точки  напряжг'Н1и    являются  давлешями.   По- 

игрхног/гь  (|:п'|Г|),   Н1.  ураин''И|и    которой  нужно   теперь  удержать  нижнШ 
нпакг.  С1ПЯП1  пррл<'П1Вляе,1гя  ;1Ллипгоидомь: 

'',/"    »    -/Г    I    -,:'^  -:—  1.  (1367) 

Иь  чш'.тпогти,  для  иде;иьнг,й  жилкогти 


II  поиерхногп.  (1ЛГ|7)  с-пь  шарь. 

Коли  1,,  7...  1,  П1'  вП;  ОДНОГО  ;'.н:||.,|^   10  пош'рхногть  (1365)  предста- 

11ЛЯ1ЧТЛ    (МЧЮКуПМОГТЬН»   ДИуЧ'Ь    ГИГР'рООЛГ)И  гоиь: 

(1368) 

(1369) 

Такй'  гтн'роо.ьчпм  пмЬюи.  шишИ  ;и.|1\111Г1т1чегк1Й  конусъ  и  назы- 
ьаичгл  «■.ч1рл;1иЧ1т.1М11.  о  ишь  п.и.  ипхь  .тмгйчигмй,  другой  не  линей- 
млгыП.  11«^  паирап.ичплмь.  пршк- пчтымь  п.и.  пммлла  координатъ,  т.  е. 
и.и.  ь^чки   Л/.  Кк'ьрхгь  ьоюрои  ||.1у<ы1о|г||  ||;|прмж1чпи,  к'ь  точкамъ  одной 


1,У'      1 

','/"  1 

1      1. 

V^^■'    I 

','/'  1 

1. 
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изъ  поверхностей  (1368)  и  (1369),  нормальныя  напряжен1я  положитель- 
ныя,  а  по  направлен1ямъ,  встрЪчающимъ  другую  поверхность,  напряжен  1Я 
отрицательныя.  Если  точка  встречи  находится  на  безконечности,  т.  е. 
проведенный  векторъ  совпадаетъ  съ  одною  изъ  образуюпщхъ  ассимпто- 
тическаго  конуса,  то  по  формул*  (1363)  находимъ  а  =  о.  Итакъ,  если 
для  данной  точки  не  всЬ  напряжен1я  одного  знака,  то  суще- 
ствуютъ  так1я  площадки,  для  которыхъ  полное  напряжвн1е  со- 
стоитъ  изъ  одного  только  тангенц1альнаго.  Эти  площадки 
им-Ьютъ  своими  нормалями  образующ1я  ассимптотическаго  ко- 
нуса об'Ьихъ  поверхностей  (1368)  и  (1369): 


ЬУ 


(1370) 


705.   Аналитическое  опред'Ьлен1е  главныхъ  иапряженШ.   Предполагая, 
что  координатныя  оси  направлены  какъ  нибудь  и  что  для  нихъ  найдены 
напряжения  а^,  а^,  а^,  т^,  Ту,  т,  для  данной  точки,  опред'Ьлпмъ  направлен  1я 
главныхъ  площадокъ  для  этой  точки.  Эти  площадки^  какъ  мы  видели,  ха- 
рактеризуются гЬмъ,  что  ихъ  полныя  напряжен1я  являются  вм4сгЬ  съ 
']^мъ  и  ихъ  нормальными  напряжениями;  такъ  что 

р  С08  (р,   Х)  =  о  С08  (П,    ж), 

р  С08  {р,  у)  =  о  С08  («,  у%  (1371) 

р  С08  (р,  ^)  =  а  С08  (??,  ^). 

Съ  другой  стороны  мы  им1емъ  для  этихъ  напряженШ  обпця  формулы 
(1354).  Сравнивая  между  собою  эти  дв4  системы  формулъ,  находимъ  для 

ВХОДЯЩИХЪ   ВЪ   нихъ  уГЛОВЪ   УСЛ0В1Я: 

(а^  —  а)  С08  (п,  х)  н-  т.  С08  (п,  у)  н-  Ту  С08  (п,  ^)  =г  о, 

т^  С08  (п,  х)  -ь  (Оу  —  а)  С08  (н,  у)  ч-  т^  С08  (п,  2г)  =  о,     (1372) 

Ту  С08  (/г,  Х)   -Ь  Т^  С08  (П,  у)   -Ь  (а.  и)  С08  (п,  ^)  =  0. 

Такъ  какъ  вс*  три  косинуса  не  могутъ  одновременно  равняться  нулю, 
то  долженъ  равняться  нулю  определитель: 


а  —  0^ 


Ту  т,  а  —  о. 


=  0. 


Раскрывая  его,  находимъ  для  а  кубическое  уравнен1е: 

0^  —  (^,  -♦-   ^  -*-  ^с)  ^^  -Ь   (^^с   -Ь    ^г^х  -♦-   ^х^у  —  V  —  '/  —   "*^)   ^ 

-Ь  (о,т/  +  ауТу^  н-а,т,^  -  а^ЗуЗ,  —  2т,ТуТ^  =  О,  (1373) 

ИЗЪ  котораго  и  можно   определить  так1я   значен1я  для  а,    при  которых? 

46* 
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уравнен1я  (1272)  д'Ьлаются  совместными,  а  следовательно  удовлетворяются 
равенства  (1371). 

ВсЬ  корни  уравнен1я  (1373)  действительные.  Мы  знаемъ  это  напе- 
редъ,  такъ  какъ  въ  §  703  убедились  уже  въ  существованш  трехъ  глав- 
ныхъ  площадокъ.  Можно  было  бы  дать  и  непосредственное  доказательство 
действительности  корней,  какъ  это  делается  въ  аналитической  геометр1и 
при  разыскаши  осей  поверхности  второго  порядка,  ибо  это  разыскаше 
приводится  къ  решешю  кубическаго  уравнен1я  совершенно  такого  же 
вида,  какъ  уравнен1е  (1373).  Связь  между  этими  двумя  вопросами  по- 
нятна, потому  что  съ  главными  напряжен1ями  совпадаютъ  оси  поверх- 
ности нормальныхъ  напряженШ.  Пусть  будутъ  о^  о^,  а,  корни  уравнен1я 
(1373);  подст'авляя  первый  изъ  нихъ  въ  систему  уравнешй  (1373),  мы 
найдемъ  изъ  двухъ  изъ  этихъ  уравнешй  отношен1я 

С08  (п^,  х)  :  С08  {п^  у) :  соз  (п^,  2). 

где  п^  нормаль  къ  площадке,   соответствующей  напряженш  о^.   Отсюда, 
при  шомощи  зависимости 

С08^  С^'п  ^)  -Ь  С08^  {п^,  у)  -Ь  С08^  (Пр  -3^)  =  1, 

можйо  найти  все  три  угла.   Подобнымъ  же  образомъ  найдутся  еще  две 
системы  решенШ:  о^,  со8  (н^,  х),  со8  (п^,  у),  со8  (Пз,  г)  и  о,,  со8  (Пд,  х), 

<^08  (Пз,  у),   С08  (Пз,  2:). 

Понятно,  что  величины  и  направлен1я  главныхъ  напряженШ  меняются 
съ  переходомъ  отъ  одной  точки  къ  другой. 

706.  С]гЬаств1я  изъ  оредыдущаго.  Если  координатный  оси  направить 
по  главнымъ  напряжен1ямъ  въ  данной  точке,  то  все  формулы,  касаюпцяся 
распределешя  напряженШ  вокругъ  этой  точки,  значительно  упрощаются 
вследств1е  того,  что  тогда  можно  положить: 

т^  =  0,     т,  =  0,     т,  =  0. 

Такъ,  вместо  форму.1ъ  (1354)  имеемъ  теперь: 

р  соз  {р,  х)  =  а^  соз  (?^,  х)  =  а,  соз  (п,  х), 

Р  соз  (р,  у)  =  1у  соз  (п,  у)  =  а^  соз  (м,  у\  (1374) 

р  соз  {р,  2)   =  3.  соз  («,  2)  =  ^3  соз   (н,   г). 

Отсюда 

р2  =  а^-  со.9^  (//,  х)  ч-  Зз^  соз"^  (/?,  у)  Н-  Зз^  соз^  {щ  2).         (1375) 

Формула  (1358),  какъ  мы  уже  впрочемъ  видкли    въ   §   703,   заменяется 
теперь  следующею: 

а  —  3^  СОЗ'  {и,  х)  -+-  Зд  соз^  (п,  у)  н-  ^^  соз^  (н,  5г).  (1376) 

Такъ  какъ  теперь 
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то  поверхность  полныхъ  нааряженШ  принимаетъ  видъ: 

—  -Ь  ^  -ь  —  =  1.  (1377) 

^1'  ^г'  ^з' 

Поверхность  (1364)  нормальныхъ  напряженШ 

а.ж»  -ь  о^у^  -Ь  аз^г^  =  1±г  1  (1378) 

съ  нею  соосна. 

Зам^тимъ  еще  сл^дуюпця  свойства  напряженШ.  Пусть  будутъ  (а',  Р',  т*), 
{а\  р",  7")»  («'">  Р"\  т'")  углы,  образуемые  тремя  какими-нибудь  взаимно 
перпендикулярными  направлен1ями  п\  п'\  п'"  съ  осями  координатъ,  и 
р\  Р"'.  Р'"  полныя  напряжен1я  площадокъ,  перпендикулярныхъ  къ  этимъ 
направлен1ямъ.  По  формул*  (1375): 

р'^    =  О^^  С08^  а'    -Ь  Оз^  С08^  Р'    Н-  Зз^  С08^  т'» 

р"^  =  а^^  С08^  а"  -+-  С1з^  С08^  р"  Н-  аз^  С05^  т",  ' 

^/"2  =  а,^  ро5'  а"'-ь  0,2  С05^  р'"-+-  Эз»  С05^  т"'. 

Складывая  эти  равенства,  находимъ: 

р"  -Ь  р"»  -Ь  р'"^  =  а^»  н-  а,»  ч-  Од^  =  ПОСТ.  (1379) 

т.  е.  сумма  квадратовъ  полныхъ  напряжен1й  какихъ-нибудь 
трехъ  взаимно  перпендикулярныхъ  площадокъ,  содержащихъ 
данную  точку,  есть  величина  постоянная. 

Подобнымъ  же  образомъ  по  формул'Ь  (1376)  можно  вывести: 

о'  -+.  а"  -ь  а"'  =  а^  -ь  Оз  ч-  Зз  =  ПОСТ.  (1380) 

т.  е.  сумма  нормальныхъ  напряжен1Й  всякихъ  трехъ  взаимно 
перпендикулярныхъ  площадокъ  для  данной  точки  величина  по- 
стоянная. 

И80дФдован1е  направден1й  напряженШ. 

707.  Поверхность  направлен!!!.  Поверхность  полныхъ  напряжешй  [(1362) 
или  (1377)]  даетъ  понятхе  о  распред'Ьленш  только  величины  напряжен1я 
по  различнымъ  направлен1ямъ  вокругъ  данной  точки,  но  не  р'Ьшаетъ  еще 
важнаго  вопроса  о  томъ,  какое  направлеше  имЬетъ  напряжен1е  данной 
площадки,  и  наоборотъ,  какой  площадк*  соотв^тствуетъ  напряжете  дан- 
наго  направлен1я.  Для  нагляднаго  изображешя  этой  последней  связи  тоже 
можно  построить  некоторую  поверхность.  Пусть  будетъ  р  векгоръ,  изобра- 
жаюпцй  полное  напряжен1е  по  некоторому  направлен1ю;  если  на  этомъ 
вектор*  взять  какую  либо  точку  (х,  г/,  г),  то  можно  написать: 

X У      _   ^  ;2Г 

С08  (р.Х)  008  (  р.  У)  С08  (  р,  /) 
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708.  Изсд'ЬА0ваи1е  ооверхиости  иаправлеиШ.  По  формуламъ  (1381): 


.3 


поэтому  формула  (1376)  даетъ: 

х^        у 


|9 


о  =  ^, ^1 Ц-   ;  (1383) 

х^        ц^        г^  ' 

причемъ  нужно  помнить,  что  {х,  у,  г)  есть  точка,  взятая  на  вектор*  (1?) 
Формула  (1383)  показываетъ,  что  знакъ  о=/;со5(р,  п)  определяется 
знакомь  выражен1я,  стоящаго  въ  первой  части  уравнен1я  (1382).  Зд^сь 
могутъ  представляться  различные  случаи: 

1)  Если  о,,  о,,  Оз  вс]^  положительный,  т.  е.  если  напряжешя  главныхъ, 
а  следовательно,  какъ  показываютъ  формулы  (1376)  и  (1383),  и  всЬхъ 
другихъ  площадокъ  являются  натяжешями,  то  поверхность  направлешй 
представляется  эллипсоидомъ  и  имЬетъ  своимъ  уравнешемъ: 

х^       у^       2^ 

ь  — н =4-1. 

<»1         <»а         "з 

2)  Если  0^,  Оз,  Оз  все  отрицательный,  и  следовательно  все  напряжен1я 
суть  давлешя,  то  поверхностью  направлен1й  служить  опять  эллипсоидь; 
онь  определяется  теперь  уравнешемъ: 

х^       у^       2^ 

— -ь  — -ь—  =  —1. 

^1  "1  ^3 

Вь  этихь  двухь  случаяхь,  какъ  мы  впрочемь  видели  уже  и  раньше 
другимь  путемь  (§  704),  векторь  {р)  не  можетъ  лежать  вь  соответствующей 
ему  площадке,  т.  е.  неть  такихь  площадокъ,  где  полное  напряжен1е 
было-бы  только  тангенщальнымъ. 

3)  Если  о^,  Оз,  Оз  различныхь  знаковъ,  то  вь  уравненш  (1382)  должны 
быть  удержаны  оба  знака,  ибо  поверхность  направлен1й  слагается  теперь 
изъ  двухь  сопряженныхь  гиперболоидовь.  Для  большей  наглядности  пред- 
положимь,  что 

о,  =  а»,  Оз  =  Ь^  <»з  =  —  с"*; 

тогда,  сообразно  со  знакомь  второй  части   уравнен1я  (1382),  мы  имеемь 

два  гиперболоида: 

х''       у^       г" 

2^  Х^  //^    

^3—^  —  ^—  1' 
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вводя  ихъ  въ  уравнен1е  (1385),  получимъ  для  нихъ  слЬдующую  зави 
мосты 

(а,  -  аз)^  у'г'^  -+-  {^,  -  а,У  ^^  н-  (а,  -  а,)»  .гУ  =  1.         (13 

Это  уравнен1е  и  опредЬляетъ  поверхность  тангенц1альныхъ 
пряжен1й   Каждый  центральный  векторъ  этой  иоверхности  определи 
тангенщальное  напряжен1е  перпендикулярной  къ  нему  площадки,  кото 
притомъ  обратно  пропорцтонально  квадрату  этого  вектора. 

710.  Изсд'ЬА0ван1е  распред'Ьлен1я  тангеиц1адьныхъ  напряжежй.  Не  ] 

сматривал  подробно  вида  этой  поверхности  чствертаго  порядка,  зам'Ьт 
только,  что  она  нмЬетъ  центръ,  симметрична  относительно  кавдой 
координатныхъ  плоскостей  и  пересЬкается  съ  последними  по  парамъ 
пряженныхъ  гиперболъ,  им^ющихъ  своими  ассимптомами  координатный  < 
Главный  практически  интересъ  представляетъ  опред'1>лен1е  так 
площадокъ,  въ  которыхъ  тангенщальное  напряжеше  наибольшее.  Очеви, 
что  это  сводится  къ  опред1^лешю  минимумовъ  функщи 

Г  (X,  у,г)  =  р'  =  х'  -^у'^  г"  (1с 

при  существованш  зависимости  (1387)  меаду  перем-Ьнными  х,у,^, 
правиламъ  определен1я  относительныхъ  максимумовъ  и  минимумовъ  фун1 
со  многими  перем'Ьнными,  мы  должны  приравнять  нулю  частныя  пр( 
водныя  функц1и  (1388),  сложенный  съ  частными  производными  пер 
части  уравнешя  (1387),  досхЬ  умножен1я  посл4днихъ  на  н-Ькоторый  и 
неопределенный  множитель  X.  Это  даетъ,  по  сокращен1и  па  2: 

^  [1  -Ь  X  (аз  -  а,)»  г'  Н-  X  (а,  -  а,)' ./]  =  О, 

у\\^\  (3^  _  а,)»  ;г^  Н-  X  (а,  -  аз)^  ^^]  =  О, 

^  [1  -Ь  X  (а,  -  Зз)^  у»  -Ь  X  (аз  -  а,)^  ^:^]  =  0. 

Мы  остановимся  только  на  общемъ  случае,  когда  главный  напряж< 
<'!,  ^'аэ  ^3  йС'Ь  различны,  и  примемъ: 

^1   >    ^2    >    ^3-  (!*' 

Предподожен1е,  что  ни  одна  изъ  координатъ  [х,  у,  з)  не  равна  н; 
невозможно.  А  именно,  сд'Ь.1авъ  такое  предположен1е,  мы  имЬли-бы: 

1  -^  ^  [(^3  -  ^1)'  ^'  -Ь  (а,  -  а/)  у']  =  0. 
1  _ь  X  [(а,  -  а,)»  х'  -ь  (а^  -  а^^  г']  =  О,  (11 

1  н-  X  [ (а,  -    аз)^  г  -Ь  (аз  —  а ^^  .т^]  =  0. 
Исключивъ  отсюда  X  п  .г^,  мы  получили -бы 

(^1  —  ^з)  //'    -^'   (^1    -  ^.)  ^'    =   0. 

ЧТО  невозможно  при  сдЬланныхъ  предположен1яхъ  (1389).  Исключая 


731    — 


§  'И., 


Ф. 


Соответствующая  этому  напряжению  площадка  ин'Ьетъ  своею  нориаль! 
биссектриссу  угла  между  направлениями  наиболъшаго  п  наимеяьшаго  глав 
ныхъ  напряженШ. 

Обзоръ  и  распред'Ёдетб  напряженШ  въ  н'Ьвоторыхъ 
жастныхъ  случаяхъ. 

711,  Разе мотр-Ьн ныл  выше  четыре  поверхности  дають  наглядное  пред 
стаолев1е  о  всЬхъ  обстоятельствахъ,  которыми  характеризуется  распред! 
лен1е  иапрпзкен1й  вокругъ  данной  топки.  Представимъ  себ1»,  что  для  дан- 
ной точки  3/  построены  всЬ  четыре  пиверхностн.  Эта  точка  является  яхъ 
общнмъ  центромъ.  Первыя  три  поверхности:  полныхъ  напряжен1Й,  нор- 
мальныхъ  напряжен1й  п  направлен1Й  напряженШ— соосвы.  Оси  ихъ  опре- 
д'Ьляютъ  нап1>авлен1я  главныхъ  напряжен1Й,  а  перпендикулярный  къ  ннмъ 
площадки  суть  главный  площадки.  У  четвертой  поверхности  эти  оси 
являются  асимптомами  гЬхъ  сопряженныхъ  гнперболъ,  по  которымъ  эта 
поверхность  пересЬкаетгя  съ  плоскостями  глагшыхъ  площадокъ,  ^И 

Желая  определить  слагаемый  напряжен1я  какой-нибудь  произвольна™ 
задаиной  площадки,  мы  обращаемся  прежде  всего  къ  поверхности  напра- 
влев1Й  и  отыскиваемъ  на  ней  ту  точку  А.  въ  которой  касательная  плос- 
кость къ  этой  поверхности  параллельна  данной  площадке  (фиг.  27  0* 
Векторъ  МА  ^пред1ияетъ  направленхе  напряжешя  этой  площадки.  Точка 
В  пересЬчсн^я  этого  вектора  съ  эллипсоидонъ  полныхъ  напряженШ  даетъ 
отр'Ьзокъ  Л/В,  изображающдй  это  напряжен1е  />.  ГЗтнмъ,  собственно  говоря, 
все  и  опред'Ьлено  для  данной  площадки,  потому^что  проекц1я  31В  на 
нормаль  къ  площадк'Ь  даетъ  ея  нормальное  напряжен1с  о.  Если  иостроен1е 
сд'Ьлано  правильно,  то  отр'Ьзокъ  МС  нормали  къ  площадке,  отсЬкаемь 
поверхностью  нормальныхъ  напряжен1Й,  долженъ  быть: 

При   атомъ,   если   поверхность   нормальныхъ  напряженШ  слагается  изъ 
двухъ  сопряженныхъ  гиперболоидовъ,  то  а  долзшо  считаться  съ  гЬмъ  или 
съ  другпмъ   знакомъ   въ  зависимости   отъ  того»  на  которомъ  изъ  этихъ_ 
гиперболоидовъ  точка  находится  (§  704).  Накояецъ,  зная  полное  и  нор^| 
мальное  наоряжешя  данной  площадки,  мы  будемъ  знать  и  ея  тангенд1адь-  ~ 
вое  напряжен1е  т,  какъ  геометрическую  разность  первыгъ  дпухъ.  Н  есл 
построен1е   сдЬлано   правильно,  то  отр'Ьзокъ  М1>  норма.1И    къ  площадк! 
отсекаемый  поверхностью  тангеншальныхъ  напряженШ,  долженъ  быть: 

м[>=  и. 

3.  бдФ.  При  ваЕихъ  условЫхъ  одно  аэъ  главиыхь    ааприжев!»  иъ  д&й1 
точкЬ  ыожетъ  оказаться  рапнымъ  вул»?  О  тт.:  Уравненае  {131Щ  даетъ  для  этого: 


ол^ 


Ч-  а,т/  ч-  0^т,'  -  3^,5.  —  2т,т,т^  —  О. 


(135 
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Ьт1Я.  Онъ  псходйлъ  изъ  бол'Ье  шнропнхъ  и  оощип.  представлений  о  з; 
'Чгонахъ  природы  и  прнпялъ  за  оснонан1е  т1>  1юнят1я,  который  теперь  вы^ 
ражаются  словами  [тотенщ'алъ  и  потекщальная  энергш  уиругаго  г1^.ла. 
Въ  настоящее  время,  когда  столь  разработано  понят1е  объ  энерпи  и  о 
закон!.  сохранеи1я  эперг1Н,  объеднняшщемъ  вс1^  физическ1Я  явлошя,  ел 
дуетъ  метод Ь  Грииа  отдать  предпочтен  1е, 

Для   выяснен1Я   ея   суощости   цредставнмъ  себЬ  упругое  гЬо  въ  е 
естественномъ  согтоян1и.  Подъ  этимъ  ьил  будемъ  подразумевать  таК' 
состояние  равнов1»с1я  гЬла,  когда  нли  на  него  Н11как1Я   вцЬшн1Я  силы  ж 
д-Ьйствують   или   д'кйствуюпэ   нЬкоторыя   постоянныя,  неизмЬнныя  силы, 
П03В0ЛЯЮШ1Я   упругому   гЬлу   неопред1>леаное  время  оставаться  въ  поло- 
жеши    раннов]>с1я,  причемъ   изучаемая  деформац1я  гЬла  обусловливается 
уже  новыми  ориьладыва^^мымн  къ  нему  силами,  Въ  такомъ  естественномъ 
С0СТ0ЯЯ1И  гЬло  заключаетъ  въ  себ4  два  вида  энергш:  потенц1альную  и  ки- 
нетическую* Потенц1альнаи  .^нерпя  изм1>ряетъ  ту  работу,  которая  може 
быть  произведена  внутренними    силами,  наиряжен1ямн  между  частицами 
когда  это  допустятъ  виёи1Н1я  обстоятельства.  Сюда  относится,  напримФфъ, 
та  работа,  которую  можегъ  произвести  йатяиутый  упрупй  ишурокъ,  есл; 
освободить  одинъ  изъ  ег11  кояцовъ.  Кинетическая  энерпя  имеется  нетольк! 
въ  двигающемся    г1.л'Ь,  но  и  въ  гЬлЬ,  находящемся   вт.  состоянш  покоя, 
всд1датв1е   молекулярныхъ   колебан1Й,  я  обнаруживается  въ  вид^  зан 
тепла,  Въ  дальн'1*йшемъ  мы  будемъ  считать  температуру  гЬла  постоянною, 
пренебрегая    и   тЬми    измЬнен1ями  ея,  который   являются  при  измЬнен! 
объема  гЬла,  и  такимт»  образомъ  нсключимъ  изъ  разсмотр'кн1я  изм'кнен1е 
кинетической  энерг1и. 

Весьма  важно  для  дальн'Ушаго  установить  принцнпъ.  что  естествен*" 
яое  состоян1е  упругаго  т'Ьла  есть  состоян1е  устойчиваго  равно- 
в'Ьс1я,  Мы  должны   принять  это  иоложеше,  потому-что,  если  бы   равн 
вЬс1е  было  неустойчив  ымъ,  то  малЬйшее  нару1пен1е  внЬшних!»  уело  и!  й 
вело  бы  гЬло  значительнымъ  образомъ  изъ  его  положен1я;  но  такое  явл 
Н1е  противорЬчило  бы  понятхю  о  «естественномъ»  состоянии  гЬла.  Кро 
того  мы  можемъ  принять,  что  внутренн1Я  силы,  какъ  силы  взаимохЬйств! 
между    части  нами,  обладаютъ  потенцгальною   фуикшею,  Въ  кинетикЬ 
системы  матер1альныхъ  точекъ  показывается  {§  523),  что  въ  случа'Ь  с 
ществоваЕ1я  потенщальной  функщн  прнзнакомъ  устойчивости  равно- 
в1\с1я  служитъ  то  обстоятельство,  что  потенд1а,1Ьная  функшя  имЬе 
зиачен1е    максимумъ   или,    всеравно   (§  521),    П1»тенц1альная   энерг! 
нм'Ьегь  значен1е   минимумъ.  Отсюда  заключаемъ.  что  при  всякой  дефо| 
мац1и   упругаго  тЬла,  выходящаго  изъ  его  естественнаго  состоян1я,  е 
потенщальная   анерпя   увелнчнваетсл.  На   это   увеличен1е    ндетъ   рабо' 
вн'Ьшнихъ  силъ,  нроизводящихъ  деформашй-п  такъ  что,  при  предполагае 
момъ  нами  постоянстнЬ  кинетической  энерг1И,  цриращен1с  потеншальн" 
энерпи  равно  рабогЬ  внЬшнихъ  сил!.. 


МЪ^1 
1Н,^ 


N 


вы^ 
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дитъ  удлиннен1е  ^е^  по  этой  оси.  Обращаясь  къ  фигур*  272  (§  693),  мы 
видимъ,  что  сл']Ьдуюпця  силы  не  периендикулярны  къ  перем'Ьщен1ямъ 
этой  грани: 

а^  и  о^  на  граняхъ,  перпендикулярныхъ  къ  оси  (х)у 

Работы  только  этихъ  силъ  и  приходится  теперь  принять  въ  расчетъ.  Ве- 
личина напряжен1я  а^,  д'Ьйствующаго  на  грань  съ  площадью  Ау  А^г^,  въ  на- 
чал* д^йствхя  равна  а^АуЛлг,  въ  конц*  же  д^йствхн  она  изменяется  всл^д- 
ств1е  полученнаго  параллелепипедомъ  удлиннен1я  и  можетъ  быть  выра- 
жена такъ: 

I  пп  \ 

гА^зг. 


(«,-н|^Д«.)Ду- 


Такъ  какъ   перем^щенге   грани,  на  которую  д'Ьйствуетъ  сила  (а:),  равно 
-^  Лл; .  Ле^,  то  вся  работа  этой  силы  заключается  между 


2 


-^x^у^^:.о^ лв,   и    ^^x^у^2^-^-^ ^е\  Дв,. 


2 

Работа  силы  о^,  д-Ьйствующей  на  противуположную  грань,  можетъ  отли- 
чаться отъ  предыдущей  работы  лишь  на  безкояечно-малую  величину  въ 
сравнен1и  съ  этою  работою,  такъ  какъ  и  сила  о^  отличается  на  безко- 
нечно-малую  величину  отъ  силы  о^.  Поэтому,  пренебрегая  безконечно- 
малыми  высшаго  порядка,  можно  принять,  что  вся  работа  напряжен1й, 
нормальныхъ  къ  гранямъ  (ДуД-г),  равна: 

а^  Дв^  ^х  Ду  Д^:  =  а^  Дв^  Д  Г,  (1396) 

гдЬ  ^V  объемъ  параллелепипеда.  Работы  тангенщальныхъ  напряженШ 
т.,  т.'  и  Ту,  Ту',  д^йствующихъ  на  граняхъ  (Д^Дд-)  и  (ДхДу),  можно  при 
этомъ  считать  равными  нулю:  наприм'Ьръ  силы  т.Д^Дд:  и  т^'Д^Да:  им^ютъ 
на  противуположныхъ  граняхъ  противуположныя  направлешя,  а  точки 
ихъ  приложенш  при  удлиннен1и  Д^^,  если  не  считать  силы  приложенными 
въ  центрахъ  граней,  перемещаются  въ  одну  и  туже  сторону;  притомъ  на- 
пряжен1я  т^  и  т.'  отличаются  другъ  отъ  друга  на  безконечно-малую  ве- 
личину, такъ-что  сумма  работъ  силъ  т,  ДлгДх  и  т/ ДлгДд;  можетъ  быть  только 
безконечно  мала  въ  сравненш  съ  работою  (1396).  Впрочемъ,  если  эти 
силы  считать  приложенными  въ  центрахъ  граней,  то  эти  точки  приложе- 
шя  при  удлиннен1и  Д^^.  остаются  на  м^стЬ. 

Подобный  же  заключешя  можно  сдЬлать  и  относительно  силъ  т^  =  т^  и 
т.^'=:Ту':  сумму  ихъ  работъ  при  удлиннен1и  Де,  можно  считать  равною  нулю. 

По  аналогш  съ  найденными  результатами  можно  сказать,  что  работы 
наиряженШ  при  удлиннен1яхъ  Дв^  и  ^е^  определяются  формулами: 

а^ДвуДГ,     а.Дб'.ДГ.  (1397^ 

п.  Сомовъ.— Освован1я  теорет.  механики.  *>• 


739  —  §  т 


Потенщадьнаа  энерша  упругаго  тФда. 

718  Мы  уже  видели  (§  714),  что  работа  внутреннихъ  сог 
численно  равна  рабогЬ  вн'Ьшннвсь  силъ;  въ  §§  716  и  717  мы 
работу  не  сопротивлен1й,  а  равныхъ  имъ  и  прямо  противу 
напряжен1й,  которая  поэтому  и  по  знаку  равна  рабо 
нихъ  силъ.  Съ  другой  стороны,  работа  вн-Ьшнихъ  силъ  ра) 
щен1ю  потенщальной  энерпи  упругаго  гЬла,  приращен1ю  всег; 
тельному,  когда  гЬло  выходить  изъ  состояния  устойчиваго 
(§  713);  поэтому  формула  (1402)  и  опред-Ьляетъ  это  прнраще 
щальной  энерпи.  Чтобы  сдЬлать  окончательное  сравнен1е,  вводе] 
о  потенц1альной  энерг1и,  расчитанной  на  единицу  обт 
сматривая  для  этого  потенциальную  энергш  безконечно-малагс 
тЬла  и  определяя  предЬлъ  отношен1я  ея  къ  объему  этого  элеме 
эта  энерпя  будетъ  Е,  а  ДЕ  ея  приращен1е,  вызванное  безконе 
деформащею  т-Ьла;  тогда  ириращен1е  ея  для  всего  упругаго  т 
зится  интеграломъ  /» 

Сравнеше  выражешй  (1402)  и  (1408)  даетъ:  ф 

I  [ЛЕ  —  (а^  А(?,  ч-  а^  ^е^  -ь  а^  Д^.  -ь  2т^  ДА,  -ь  2Ту  ДА:,  -Ь  2т,  ДА, 

Эта  зависимость  в^рна  не  только  для  всвг#  упругаго  тЬла, 
всякой  произвольно  выделенной  его  части.  Отсюда  можно  закл 
сама  подинтегральная  функцдя  равна  нулю  т.  е.: 

ДЕ  -—  а  \е^  -+-  а,  Дг,  -ь  а^  Д^,  -ь  2т  ДА*   -ь  2т^  ДА*,  -ь  2т^  Д 

Для  удобства  будемъ  дальше  писать: 

2А-.  =  д.,  Щ  =  9г  ^К  =  9  г. 

такъ-что 

Д  Е  =  а,  Де,  -Ь  а^  ^е^  -ь  а,  Д^.  ч-  т,  Д^^х  "Ь  т,  Д^,  -н  т,  Д< 

Съ  другой  стороны,  Е  можно  разсматривать  какъ  функщю 
ческихъ  элементовъ  е^,  г,,  ^.,  д^^  д^,  д.\  потому-что  потенц1альна 
даннаго  гЬла  обусловливается  именно  его  деформащей;  итакъ, 
писать,  отбросивъ  при  этомъ  безконечно-малыя  высшихъ  поря, 

^,.       ЙЕ^         ()Е.         дУ.    '       ^Е,         аЕ,         дЕ, 
Д  Ь  =  -—  Д^,  -ь  -—  Де,  -ь  -—  Дв.  -ь  -т-  Д(7,ч-  ^—  Д^,-ь  -г-  Д^ 

Сравнеше  формулъ  (1406)  и  (1407)  даетъ: 

(?Е  ^Е  (;Е 

а^  =   —    ,         а  =         ,         а.  =  —  . 
•^       Ое^  "        бе^  '        бс\ 

_  дЕ дЕ         ,     _дЕ 

<^9.       '     од,  <^9. 


—    743    —  §  721,  ф.  1416. 

направлены  оси  (у')  и  (г').  Поэтому  можно  написать: 


«12^3  -^   «18^3 


и  мы  заключаемъ,  что 
и  следовательно 

По  свойству  изотропш  эти  разсужден1я  приложимы  и  къ  двумъ  дру- 
гимъ  площадкамъ,  перпендикулярнымъ  къ  осямъ  (у')  и  (-гг'),  причемъ 
каждый  разъ  должна  получиться  та-же  самая  зависимость  между  напря- 
жешемъ  площадки  съ  одной  стороны  и  перпендикулярнымъ  къ  ней  удлин- 
нешемъ  и  двумя  другими  удлиннен1ями  съ  другой  стороны.  И  такъ: 


Пусть  будетъ: 


(1410) 


е,х"н-е,у''-^е,^'  =  Г{х\у\.-'), 
а,  х'^  -4-  а,  у'^  -ь  аз  лг'^  =  ср  (х\  г/',  ^'). 

Пользуясь  зависимостями  (1416),  можно  написать: 

9  (х\  у\  г')  =  а,,'  ({х'  у'  г')  '\'а,^[ {е^  -ь  е,)  х"" ч-  {е.,  -л-  е,)у'^-\- (е,  н-  е,)  2"" ]. 

Прибавляя  и  вычитая  отсюда 

им*емъ:  а,^  {е,х- ^  е,у'^  ^  е.,.^^)  ^ 

^{x\у\г^)  =  {а,^-а,^)  Г{х\  у\2')Чг-а,,'  (в,-4-в,-+-0  (о;'^ +  //'^4- .-'»). 

Если  теперь  вернуться  къ  первоначальнымъ  коордпнатнымъ  осямъ, 
то  ф  (х\у\2')  превращается  въ  первую  часть  уравнен1я  (1414)  а  ({рг',у\2') 
въ  первую  часть  уравнешя  (1413),  а:'^-ь  у/'^  -ь-2г'^  обращается  въ  х^ -\- 
-н  у^  -ь  ^г?^  и,  наконецъ,  по  свойству  удлиннешй  по  взаимно-перпендику- 
лярнымъ  направлешямъ  [формула  (1317)]  и  по  формулЬ  (1329): 

^1  -+-  ^3  -ь  ^3  =  в^  -ь  в,  -+-  е.^  =  в, 

т.  е.  в,  коэффищентъ   объемнаго  расширения,  остается   безъ  изм^нешн. 
Итакъ  имЬемъ  равенство: 


^х^'  -+-  ^2/" 


0^2^  -ь  ^-г^уг  -н  2Ту^х  -+-  21^ху 


=  («11— «12')  0-х^^-ЬСу//ч-е?,^^ч-5',у^ч-<7у-:глм-(/^хг/(ч-а^з'в(а;'^ 
которое,  на  основан1и  сказаннаго   выше,  должно  удовлетворяться  тоаадв* 


745   — 


§  722,  ф.  1422. 


есть  коэффищентъ  пропорщональности  между  давлешемъ,  расчитаннымъ 
на  единицу  площади,  и  изм'Ьнешемъ  объема,  расчитаннымъ  на  единицу 
объема.  Онъ  характеризуетъ  такимъ  образомъ  объемное  сопротивленхе 
вещества  и  въ  теорш  сопротивлен1я  матер1аловъ  называется  обыкно- 
венно модулемъ  сжимаемости. 

Подвергнемъ    тотъ-же  самый  парадлелепипедъ  тангенщальной    сил* 
т^  =  Ту^  =  т,у,  предполагая  при  этомъ,  что 

Соадывая  уравнешя  (1417),  находимъ  теперь: 

в  =  О,  в,  =  О, 

а  изъ  уравненШ  (1418)  им*емъ: 


е^  =  0,  е,  =  0; 


9у  =  0,         д,  =  О, 

^х  =  2  К/  —  «12')  9.- 

Итакъ,  у  изотропнаго  гЬла  тангенщальная  сила  т^  вызываетъ  простой 
сдвигъ  д^,  безъ  удлинен1й  и  объемнаго  изм'Ьнен1я,  причемъ 

1 


О 


К/ -О 


(1420) 


есть  коэффищентъ  пропорщональности  между  производящею  такой  сдвип> 
силою,  расчитанною  на  единицу  площади,  и  коэффищентомъ  сдвига.  Этотъ 
коэффищентъ  О,  характеризующШ  сопротивленхе  сдвигу,  называется 
обыкновенно   модулемъ  твердости  *). 

Перепишемъ  формулы  (1417)  и  (1418),  введя  туда  модули  К  я  в: 

^=2е.,ч-(х-|о)в  =  (л:-4-^в)^-4-(^-|е)(.,  +  о, 

=  2ев,-4-(^-|а)в=:(11:-ь|(?)е,  ч-(х-|с)  (^.ч-О,}   (1421) 


^.  =  Од,  . 


О. 


(1422) 


*)  Его  называютъ  такасе  «коэффиц1ептомъ  упругости  ирп  сдвигЬ"  или  даже 
просто  «коэффищентомъ  сдвига».  Этотъ  посл*Ьдн1и  термииъ  имЪетъ  у  насъ 
кинематическое  значен1е,  назван1е-же  «модуль  твердости»  принято,  повидв- 
^ону  у  большинства  ипострапныхъ  учены хъ. 


(1428) 


—   747    —  §  725,  ф.   1433. 

724.  Модуль  упругости  Юнга.  Такъ  называется  отношен1с  силы,  ра- 
стягивающей призму  въ  разсмотр1)нномъ  выше  случае  и  расчитанной  на 
единицу  площади  поперечнаго  сЬченхя,  къ  коэффищенту  удлнннен1я  призмы. 
По  формул*  (1425),  если  ввести  туда  — ке^  вместо  е^,  им4емъ: 

Коэффищентъ  ^,.,, 

^,  УЛСг 

^""з]?^Га 

и  называется  модулемъ  Юнга  (^оипб). 

Дифференщальныя  уравненхя  теорхи  упругости. 

725.  Уравнен1Я  статики  упругаго  ткла.  Въ  теор1и  упругости  предста- 
вляются задачи  двоякаго  рода:  1)  Дано  гЬло  въ  его  первонапальномъ  со- 
СТ0ЯН1И,  причемъ  могутъ  существовать  и  начальный  натяжен1я^  потому-что 
тЬло  могло  быть  уже  предварительно  деформировано  какими-либо  силами; 
требуется  определить,  какъ  псремЬстятся  всЬ  точки  этого  гЬла,  если  къ 
нему  будетъ  приложена  некоторая  данная  система  силъ.  2)  Т^ло  нахо- 
дится въ  изв^Ьстномъ  намъ  деформированномъ  состоянш;  требуется  опре- 
д'Ьлить,  какими  вн'Ьпшими  силами  эта  деформащя  была  вызвана  и  каковы 
напряжен1я  во  вс^хъ  элементахъ  даннаго  гЬла.  Для  р*шен1я  обоихъ  во- 
просовъ  нужно  связать  между  собою  проекщи  перем^щенШ,  «,  г,  /г,  и 
вн'Ьшн1я  силы,  какъ  зависящ1я  отъ  массы,  такъ  и  приложенный  къ  по- 
верхности гЬла.  Для  составлешя  этихъ  зависимостей  мы  имЬемъ  теперь 
вс'Ь  данный: 

1)  Кинематическ1я  формулы  (§  080): 

с>'*  д^  ^^(^ 

дю        дю  ди       дгс  дV        ди'  ,,   ^^^ 

2)  разсмотр'Ьнныя  въ  настоящей  глав'Ь  зависимости  между 

^х,  ^.  ^с»  9.^  9,.  9.  (1431) 

^,,  ^у,  ^.,  ^.,  ',,  ^,;  (1432) 

3)  услов1я  равновес1я  упругаго  гЬла  (§  693): 

да^       дт,       &:^ 


дх  ду  б2        ^ 

дх  ду  дз 

^'^ы  д'^^  д^.  г, 

ох  Оу  дг        ^ 


(1433) 


—   749   — 


§  720,  ф.  1438. 


Уравнвн1я  же  (1434)  можно  помощью  формулъ  (1424),  (1431)  и  (1432) 
напнсать  въ  сд'Ьдующемъ  вид'ё: 


рсо$(р 


(дV 


(т-ьп) 


ди 
дх 


{т 


ди 


со8(п,у) 


I  ди      дш\        .      ^ 


рсо8{р,у)=  I (»» -ь м) ^ -ь (т  —  и) I ~  -^--^\\с08  (и,  у) 


-( 


ду 


рС03(р,2): 


(т  -+-  и) 


'дг' 


(т- 


(ди 


1ди       дг\] 

( д1С  дV\ 

^Льу-^О.) 


С08  (Н,  2Г) 


С08  {П,  у). 


(1438) 


Уравнен1я  (1437)  представляются  относительно  функщй  и,  V,  !б?  диффе- 
ренщальными  уравнен1ями  второго  порядка  съ  частными  производными. 
Поэтому  задача  перваго  рода  сводится  къ  ннтегрирован1ю  этихъ 
дифференцгальныхъ  уравнен1й.  ТЬ  же  уравнен1я  слушать  и  для  р*- 
шешя  задачи  второго  рода;  но  тамъ  функ1ии  и,  V,  /г  предполагаются  дан- 
ными, и  опред'Ьлеше  внЬшнихъ  силъ  и  внутреннихъ  напряжен1й  приво- 
дится къ  дифференднрован1ю  этихъ  функщй  по  координатамъ.  Такая  за- 
дача представляется  вообще  говоря  значительно  легче  первой  и,  разсуадая 
теоретически,  всегда  разр+»и1има;  но  и  здЬсь  удовлетворен1е  всЬмъ  доба- 
вочнымъ  услов1ямъ  требуетъ  иногда  довольно  сложныхъ  соображен1й. 

726.  Уравнен1Я  динаиики  упругаго  т-Ьла.  Переходъ  отъ  уравненШ  ста- 
тики къ  уравнен1ямъ  динамики  можетъ  быть  сд'Ьланъ  помощью  принципа 
Даламбера.  Для  этого  нужно  (§  698)  X,  Г,  2  заменить  разностями 


X  —  ^г^, 


У 


г1\ 


а  —  гсу, 


гд'Ь  IV.,  70у.,  и-^  проекщи  ускорен1я  точки,  начальное  положеше  которой 
определяется  координатами  х,  у,  г.  Такъ  какъ  координаты  этой  точки 
поел*  ея  отклонен1я  из1»  начальнаго  положения  опред'Ьляются  формулами 
(1298): 

причемъ  для  каждой  отдельной  точки  координаты  х,  у,  г  постоянный,  то 
можно  написать: 

д^п  дЧ  д'1с 

де 


'^^  ~  д1'  ' 


'^=7/- 


и'г- 


—    751    —  §  728,  ф.  Ы41. 

жешя.  Для  обширной  области  случаевъ  оказывается  при  этомъ,  что  най- 
денное р'Ьшеше,  если  оно,  крон*  дифференщальныхъ  уравнен1й,  удовле- 
творяетъ  и  вс^^мъ  добавочнымъ  услов1ямъ  на  границахъ  даннаго  гЬла, 
услов1ямъ,  д'Ьлающимъ  это  р'Ьшен1е  вполнЬ  опред'Ьленнымъ,  —  будетъ  и 
единственно  возможнымъ. 

Поскольку  это  общее  для  математической  физики  положенхе  относится 
къ  задачамъ  равнов'Ьсхя  унругаго  гЬла,  оно  можетъ  быть  выяснено  сл1>- 
дующимъ  образомъ: 

Положимъ,  что  мы  изъ  дифференц1альныхъ  уравнен1й  теор1и  упругости 
(1437)  нашли  систему  р'ЬпшнШ  и,  г,  и-  и  такимъ  образомъ,  по  формуламъ 
(1429)  и  (1430),  знаемъ  элементы  деформащи  (1431)  въ  функщн  коорди- 
натъ,  т.  е.  для  всякой  точки  г1>ла.  Спрашивается,  не  существуетъ  ли  еще 
другой  системы  р-ЬшенШ,  и',  ь\  и-',  удовлетворяющей  гЬмъ  же  дифферен- 
щальнымъ  уравнен1ямъ  и  гЬмъ  же  добавочнымъ  услов1ямъ  на  границахъ 
гЬла.  Нужно  заметить,  что  частный  производный  отъ  и,  V,  ?г,  а  равно  и 
проекщи  вн'Ьшнпхъ  силь  входяп>  въ  дифференшальныя  уравнен1я  линей- 
нымъ  образомъ;  поэтому,  если  предположить,  что  «',  г;',  гг'  удовлетво- 
ряютъ  гЬмъ  же  дифференщальнымъ  уравнен1ямъ,  и  подставить  туда  эти 
функд1и  вместо  щ  V,  ?<),  а  потомъ  взять  разности  соотв-Ьтственныхъ  урав- 
ненШ,  то  мы  увидимъ,  что  функд1и 

и^  :=  к  —  и\     г\  =  г  —  г',     /г,  =  /г  —  гс' 

удовлетворяютъ  гЬмъ  же  дифференщальнымъ  уравнен1ямъ,  причемъ  члены 
съ  проекщями  вн1лпннхъ  силъ  исчезаютъ.  Но  въ  такомъ  случа*  гЬло, 
получившее  перем'Ьщен1я  («1,^^,//'^),  находится  въ  своемъ  сестественномъ 
С0СТ0ЯН1Н»  (§  713)  и  сл1'>довательно  потенщальная  функщя  Е  им^еть  зна- 
чен1е  минпмумъ.  Въ  виду  этого  частный  производный  отъ  Е  по  всЬмъ 
кинематнческнмъ  элементамъ,  а  слЬдовательно,  на  основаши  формулъ 
(1408),  и  вс'Ь  напряжен1я  равны  нулю.  Такъ  какъ  это  должно  быть  вы- 
полнено во  вс'Ьхъ  точкахъ  тЬла,  какъ  внутри,  такъ  и  на  поверхности, 
то  по  формуламъ  (1423)  и  (1424)  должны  быть  равны  нулю  и  кинемати- 
ческ1е  элементы  (1431).  Итакъ,  по  формуламъ  (1429)  и  (1430)  функцш 
^^^  ^п  '^'1  удовлетворяютъ  услов1ямъ: 

ди,  (Н?,  ди\ 

0^=^^  -.;=^'  1г'-=«'         ^^^^0) 

^^^^  =  0,     ^-Н^=0,      ^-ь^  =  0.  (1.41) 

с^//        с'хг  а^         бх  ох        ду  ^        ^ 

Эти  уравнен1я  могутъ  быть  проинтегрированы.  Для  этого  зам1>тимъ,  что 
изъ  18  частныхъ  производныхъ  второго  порядка  отъ  функц1й  г/1,  1\^  и\ 
15  производныхъ  равны  нулю  на  основаши  условШ  (1  но)  и  (1441);  а 
именно,  по  формуламъ  (1440)  равны  нулю: 


—   753   —  §    72^.  ф.  1443. 

слагается  изъ  поступательнаго  («1,  Ьр  с,)  и  изъ  врашагельнаго.  весыс» 
малыми  углами  котораго  около  координатеыхъ  осей  служатъ 

1  /^5^  __  ^\  —  ^      1  (^ _ ^\  —  а      }-(^  —  ^\  —  ь 

2  \ду         дг  1  ~    ''     2\дг         дх  1  ~    ''      2  \(^а*         ду  '  ~  ^' 

какъ  это  видно  непосредственно,  согласно  съ  формулами  (1324),  или  также. 
какъ  это  сл'Ьдуетъ  изъ  сравнен1Я  форму  ль  (1443)  съ  формулами  Эйлера 
для  вращательнаго  движен1я  твердаго  гЬла. 

Отсюда  мы  видимъ,  что  если  рЬшенгя  и,  ь\  IV  и  и\  V\  1с'  и  разли- 
чаются, то  это  различ1е  не  касается  деформац1и,  а  опреде- 
ляется только  н-Ькоторымъ  перем'Ьщен1емъ  т^да,  какъ  неизм^- 
няемаго. 

Чтобы  и  этого  различая  не  было,  нужно  только  дать  еще  сл*дующ1я 
добавочныя  услов1я:  1)  некоторая  точка  гЬла  (x^,  у^,  г^)  должна  оставаться 
неподвижною,  т.  е. 

%  =  '^  (^0.  Уо^  ^о)  =  0> 

V^   =  V  (.Го,  Уо,  ^о)  =  О, 

2)  частица,  которой  эта  точка  принадлежитъ,  не  должна  получать  вра- 
щен1я;  для  этого  должно  быть: 

гд*  значкомъ  (д)  отмЬчено,  что  сюда  подставлены  координаты  а?о,  у  о,  ^о- 
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